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Zo strednej �koly �itate� pozn� z�kladn� aritmetick� oper�cie� s��tanie� od��ta�
nie� n�sobenie a delenie re�lnych ��sel	 Cie�om tejto 
vodnej kapitoly je zov�eobecni�
uveden� pojmy na pojem bin�rnej algebraickej oper�cie a uvies� z�kladn� vlastnosti
bin�rnych oper�ci� a algebraick�ch �trukt
r s jednou a dvoma bin�rnymi oper��
ciami	 Z nich najd
le�itej�ie bud
 grupa a pole� ktor� s
 nevyhnutn� pri de�n�cii
vektorov�ho priestoru ako z�kladn�ho pojmu line�rnej algebry	 Budeme predpokla�
da�� �e �itate� pozn� z�kladn� poznatky o mno�in�ch �r
zne sp
soby zadania mno�
�iny� sp
sob dokazovania rovnosti mno��n� oper�cie s mno�inami ako s
 prienik�
zjednotenie� rozdiel� kartezi�nsky s
�in� niektor� mno�inov� identity at�	�� o v��
rokoch a v�rokov�ch form�ch �oper�cie s v�rokmi� tabu�ky pravdivosti� niektor�
d
le�it� tautol�gie� pojem oboru de�n�cie a oboru pravdivosti v�rokovej formy�
kvanti�k�tory a ich negovanie at�	�� o bin�rnych rel�ci�ch a zobrazeniach �sklada�
nie rel�ci� a zobrazen�� vz�ah medzi rel�ciou ekvivalencie a rozkladom mno�iny na
disjunktn� triedy at�	�	 Pre 
spe�n� �t
dium tejto kapitoly� a cel�ho skripta� bude
ve�mi u�ito�n� �o najsk
r si odstr�ni� pr�padn� nedostatky vo vedomostiach o pr�ve
vymenovanej problematike	 V�etko to mo�no n�js� napr	 v ����� ���� alebo ����	

x �� Grupoidy� pologrupy� monoidy

Uva�ujme o s��tan� re�lnych ��sel	 Ak vezmeme dve re�lne ��sla a� b �dva prvky
mno�iny R�� vieme ur�i� tretie re�lne ��slo c� ktor� nazveme s
�et ��sel a� b	 Zapi�
sujeme c � a� b	 Re�lne ��slo c ur��me tak� �e re�lne ��sla a� b zn�mym sp
sobom
s��tame	 Je jasn�� �e takto m
�eme s��ta� �ubovo�n� dve re�lne ��sla	 Tak�e plat��

Ku ka�d�m dvom re�lnym ��slam a� b � R
existuje re�lne ��slo c � R tak�� �e c � a � b�

Alebo in�mi slovami�
Ku ka�dej dvojici re�lnych ��sel �a� b� � R�R� kde R�R je kartezi�n�
sky 	tvorec mno�iny R� existuje re�lne ��slo c � R tak�� �e c � a� b�

Nasleduj
ca de�n�cia obsahuje zov�eobecnenie pojmu �aritmetick� oper�cia
v mno�ine re�lnych ��sel� na pojem �bin�rna algebraick� oper�cia v �ubovo�nej
nepr�zdnej mno�ine�	

De�n�cia ���� Nech A je nepr�zdna mno�ina	 Zobrazenie

� � A�A� A

naz�vame bin�rna algebraick� oper�cia na mno�ine A	 Ak zobrazenie � dvojici
�x� y� � A � A prira�uje prvok z � A� tak miesto z�pisu ���x� y�� � z p��eme
x � y � z	 Prvok z naz�vame kompoz�ciou prvkov x� y �v danom porad��	 Niekedy

�
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ho naz�vame aj v�sledkom oper�cie �	 Prvok x je prv�� prvok y druh� komponent
danej oper�cie	

Pr�klad ���� Oper�cia s��tania ��� je bin�rnou oper�ciou na mno�ine prirodze�
n�ch ��sel N � zatia� �o oper�cia od��tania ��� nie je bin�rnou oper�ciou na mno�
�ine N 	 Je to preto� �e nie ka�dej dvojici �x� y� � N �N mo�no priradi� kompoz�ciu
x � y � N 	 Napr	 ak x � �� y � �� tak �� � �� N 	

Pr�klad ��	� Nech P�A� je syst�m v�etk�ch podmno��n mno�iny A�
kde A �� �	 Na mno�ine P�A� uva�ujme oper�ciu ��� �prienik�	 Potom ��� je
bin�rnou oper�ciou na mno�ine P�A�	 Naozaj plat�� Ku ka�d�m dvom mno�in�m
M�N � P�A� existuje prienik M � N � P�A�	 Od
vodnite to	

Ako vidie�� na ozna�enie bin�rnych oper�ci� sa pou��vaj
 r
zne znaky� �� �� ��
�� �� 	� �� � � � � ktor�ch v�znam je v matematike �v���inou� ust�len�� ale aj in�
znaky ako �� 
� �� �� �� a pod	 Ke��e znaky ��� a ��� sa pou��vaj
 naj�as�
tej�ie� pri pou�it� znaku ��� budeme hovori�� �e oper�cia je zap�san� adit�vne� pri
pou�it� znaku ��� povieme� �e oper�cia je zap�san� multiplikat�vne	 Pri adit�vnom
z�pise kompoz�ciu naz�vame s��et a komponenty s��tance	 Pri multiplikat�vnom
z�pise kompoz�ciu naz�vame s��in a komponenty �initele	

Teda
a� b� �z �
s��tance

� s
�et a � b��z�
�initele

� s
�in

Pri multiplikat�vnom z�pise� a len vtedy� m
�eme znak oper�cie ��� vynecha�	
Miesto a � b p��eme jednoducho ab	

Pr�klad ��
� Na mno�ine prirodzen�ch ��sel de�nujme nasleduj
ce oper�cie�

a� a� b � a� b� a � b� b� a� b � a � b� ��
c� a
 b � a� d� a � b � ab�

kde na pravej strane rovnost� s
 oper�cie oby�ajn� s��tanie� n�sobenie a umoc�o�
vanie prirodzen�ch ��sel	 Napr	�  � � � ���  
 � �  �  � � � !� at�	

Ke� A je kone�n� mno�ina s mal�m po�tom prvkov� potom bin�rnu oper�ciu �
na tejto mno�ine mo�no uda� pomocou tzv	 Cayleyho�� tabu�ky	 Tabu�ku zostroj�me
tak� �e do z�hlavia �zvisle i vodorovne� d�me prvky mno�inyA a na priese�n�ky riad�
kov a st"pcov p��eme kompoz�cie pr�slu�n�ch prvkov	 Teda ak A � fa�� a�� � � � � ang�
Cayleyho tabu�ka bude ma� tvar

� a� a� � � � aj � � � an
a�
a�
			

			
ai � � � ak
			
an

kde ak � ai � aj 	 Pr�klady Cayleyho tabuliek s
 v nasleduj
com texte	

��Arthur Cayley �����	��
��
 anglick� matematik�



x �� Grupoidy
 pologrupy
 monoidy 



Pr�klad ���� Nech A � fa� b� cg	 Oper�ciu � ako aj � na mno�ine A �zad�me�
Cayleyho tabu�kou�

� a b c

a a b c
b b c a
c c a b

� a b c

a a a a
b c b c
c b b a

Nap��te v�etky mo�n� kompoz�cie prvkov mno�iny A v oper�cii � ako aj v ope�
r�cii �	

De�n�cia ��	� Nech � je oper�cia na mno�ine A� ktor� m� nasleduj
cu vlast�
nos��

�AZ� Pre ka�d� a� b� c � A plat� �a � b� � c � a � �b � c��
Potom hovor�me� �e � je asociat�vna oper�cia	 Vlastnos� �AZ� naz�vame asociat�vny
z�kon	

De�n�cia ��
� Nech � je oper�cia na mno�ine A� ktor� m� nasleduj
cu vlast�
nos��

�KZ� Pre ka�d� a� b � A plat� a � b � b � a�
Potom hovor�me� �e � je komutat�vna oper�cia	 Vlastnos� �KZ� naz�vame komuta�
t�vny z�kon	

Pozn�mka ���� Z Cayleyho tabu�ky �ahko zist�me� �e dan� oper�cia je komu�
tat�vna	 Naozaj� tabu�ka komutat�vnej oper�cia je symetrick� pod�a osi� ktor� ide
z �av�ho horn�ho rohu do prav�ho doln�ho �pre�o#�	 Vid�me� �e oper�cia � v pr��
klade �	$ je� zatia� �o oper�cia � nie je komutat�vna	

Pr�klad ��
� Na mno�ine K� � f����� i��ig je de�novan� oper�cia �oby�ajn�
n�sobenie komplexn�ch ��sel�	 M�me tak nasleduj
cu Cayleyho tabu�ku�

� � �� i �i
� � �� i �i

�� �� � �i i
i i �i �� �

�i �i i � ��
Vidie�� �e oper�cia je komutat�vna	 Je aj asociat�vna� lebo ako vieme zo strednej
�koly� n�sobenie komplexn�ch ��sel je asociat�vna oper�cia	

Pr�klad ���� Na mno�ine racion�lnych ��sel Q de�nujeme oper�ciu � tak� �e pre
ka�d� a� b � Q plat�

a � b � �
 
�a � b��

kde na pravej strane rovnosti je aritmetick� priemer ��sel a� b	 Napr	  � � � �
� �

�
�
� � � �

�
��
�
� �� � ��

�
	 Je jasn�� �e � je komutat�vna oper�cia	 Uk��eme� �e nie je

asociat�vna	 Po��tame�



�� Kapitola � Z�KLADN� ALGEBRAICK� �TRUKT�RY

�a � b� � c � ��� �a� b�� � c � �
�
��
�
�a� b� � c�� � �

�
a � �

�
b � �

�
c�

zatia� �o
a � �b � c� � a � ��� �b � c�� � �

�
�a � �

�
�b � c�� � �

�
a� �

�
b� �

�
c	

Vidie�� �e rovnos� �a � b� � c � a � �b � c� neplat� pre �ubovo�n� racion�lne ��sla
a� b� c	 Ak zvol�me napr	 a � b � �� c � �� tak �a � b� � c � �

�
� �

�
� �

�
�  � ale

a � �b � c� � �
�
� �

�
� �

�
� �

�
	

Pr�klad ���� Oper�cia z predch�dzaj
ceho pr�kladu bola komutat�vna a nebola
asociat�vna	 Uvedieme pr�klad oper�cie� ktor� je asociat�vna a nie je komutat�vna	
%tyri re�lne ��sla a� b� c� d � R zap�san� do dvoch riadkov a dvoch st"pcov takto�

a� b
c� d

�

naz�vame �tvorcovou maticou druh�ho stup�a	�� Re�lne ��sla a� b� c� d s
 prvky
matice	 Matice ozna�ujeme ve�k�mi tu�n�mi p�smenami� napr	

A �
�
 � � �

�

&�
p
�

�
� B �

�
�� &

��� �

�
�

Mno�ina

M �
��

a� b
c� d

�
' a� b� c� d � R

�

je mno�ina v�etk�ch mat�c druh�ho stup�a s re�lnymi prvkami	 Na mno�ine M
de�nujeme n�sobenie ��� takto�

Nech

A �
�
a� b
c� d

�
� B �

�
x� y
z� v

�

s
 �ubovo�n� matice z mno�iny M	 Potom

A �B �

�
a� b
c� d

�
�
�
x� y
z� v

�
�

�
ax � bz� ay � bv
cx� dz� cy � dv

�
�

V�imnime si� �e pri n�soben� mat�c n�sob�me ka�d� riadok prvej matice s ka�d�m
st"pcom druhej matice	 Prv� prvok riadku prvej matice n�sob�me s prv�m prvkom
st"pca druhej matice� druh� prvok riadku prvej matice s druh�m prvkom st"pca
druhej matice a vznikl� s
�iny s��tame	 Ak sme n�sobili i�t� riadok s j�t�m st"pcom
�i� j � ��  �� v�sledn� s
�in d�me do i�teho riadku a j�teho st"pca v�slednej matice	
Napr	��

�� ��
 � �

�
�
�

 �  
��� �

�
�
�
� �  � ���� � ����� � �  � ���� � �
 �  � � � �����  �  � � � �

�
�
�
�� ��
�� �

�
�

Aby sme uk�zali� �e n�sobenie mat�c nie je komutat�vne� vyn�sob�me dan� matice
v obr�tenom porad� �

 �  
��� �

�
�

�
�� ��
 � �

�
�
�
(� �$
�� (

�
�

��Druh�ho stup�a preto
 lebo v nej m�me � riadky a � st�pce�
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Vid�me� �e sme dostali r
zne v�sledky� t	j	 komutat�vny z�kon pre n�sobenie
mat�c neplat�	 Pre d
kaz neplatnosti komutat�vneho z�kona �ak�ko�vek tvrdenia
v matematike� sta�� n�js� pr�klad� v ktorom tento z�kon �toto tvrdenie� neplat�	
Tak�muto pr�kladu hovor�me kontrapr�klad	 Na druhej strane� ak chceme dok�za��
�e nejak� tvrdenie �napr	 asociat�vny z�kon pre matice druh�ho stup�a� plat�� mu�
s�me to urobi� v�eobecne	

Nech teda A�B�C s
 �ubovo�n� tri matice z mno�iny M tak�� �e

A �

�
a� b
c� d

�
� B �

�
p� r
s� t

�
� C �

�
x� y
u� z

�
�

Najprv vypo��tame

�A �B� � C �
��

a� b
c� d

�
�
�
p� r
s� t

��
�
�
x� y
u� z

�
�

�
�
ap� bs� ar � bt
cp� ds� cr � dt

�
�
�
x� y
u� z

�
�

�
�
apx � bsx � aru � btu� apy � bsy � arz � btz
cpx� dsx � cru� dtu� cpy � dsy � crz � dtz

�
�

Teraz vypo��tame�

A � �B � C� �
�
a� b
c� d

�
�
��

p� r
s� t

�
�
�
x� y
u� z

��
�

�
�
a� b
c� d

�
�
�
px� ru� py � rz
sx � tu� sy � tz

�
�

�
�
apx � aru� bsx � btu� apy � arz � bsy � btz
cpx� cru� dsx � dtu� cpy � crz � dsy � dtz

�
�

Dostali sme rovnak� v�sledky� teda asociat�vny z�kon plat�	

Pr�klad ���� Niekedy treba zisti� komutat�vnos� alebo asociat�vnos� oper�cie
zadanej Cayleyho tabu�kou	 Ako sme povedali v pozn�mke �	�� komutat�vne oper��
cie maj
 symetrick� tabu�ky pod�a osi id
cej z �av�ho horn�ho do prav�ho doln�ho
rohu tabu�ky	 Teda komutat�vnos� oper�cie over�me �ahko	 Zlo�itej�ie je to s do�
kazovan�m asociat�vneho z�kona	 Mus�me ho toti� overi� pre v�etky trojice prvkov
danej mno�iny	 Ak m� mno�ina n prvkov� v�etk�ch troj�c je n� �pre�o#�	 U� pre
n � � je to  � troj�c	 Ak to chceme zvl�dnu� aspo� pre mal� tabu�ky� mus�me si
postup �zracionalizova��	 Nech je dan� oper�cia ��� tabu�kou na n�prvkovej mno�
�ine A	 Hovor�me� �e prvok x � A asociuje� ak plat� �a � x� � b � a � �x � b� pre v�etky
dvojice prvkov a� b � A	 )itate� nech si premysl�� �e dok�za� asociat�vny z�kon pre
oper�ciu ��� je to ist� ako dok�za�� �e v�etky prvky mno�iny A asociuj
	 To mo�no
relat�vne �ahko urobi� pomocou n dvoj�c tabuliek	 Uk��eme si to na oper�cii ���
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de�novanej na trojprvkovej mno�ine A � fa� b� cg nasleduj
cou tabu�kou

� a b c
a b c a
b c a b
c a b c

Hne� vidno� �e oper�cia je komutat�vna	 Dok��eme� �e je asociat�vna	 Najprv ove�
r�me� �e prvok a � A asociuje	 Zostroj�me nasleduj
cu dvojicu tabuliek�

� a b c

a � a � b c a b
b � a � c a b c
c � a � a b c a

� a � a � b a � b � c a � c � a

a c a b
b a b c
c b c a

V�imnime si� �e napr	 na tre�om mieste druh�ho riadku prvej tabu�ky je vypo��tan�
prvok �b �a� �c� zatia� �o na tom istom mieste v druhej tabu�ke prvok b � �a �c�	 Ke��e
oba tieto prvky s
 rovn� prvku c� plat� �b � a� � c � b � �a � c�	 Podobne to plat� pre
ostatn� miesta oboch tabuliek	 Polia tabuliek s
 rovnak�� z �oho vypl�va� �e prvok
a asociuje	 Nasleduj
ca dvojica tabuliek dokazuje� �e prvok b tie� asociuje	

� a b c

a � b � c a b c
b � b � a b c a
c � b � b c a b

� b � a � c b � b � a b � c � b

a a b c
b b c a
c c a b

Ostatn
 dvojicu tabuliek� ktor� dok��e� �e prvok c asociuje tie�� si �itate� zostroj�
s�m	

Pr�klad ���� Uvedieme pr�klady bin�rnych oper�ci� na ��seln�ch mno�in�ch�

��� S��tanie na mno�ine v�etk�ch prirodzen�ch ��sel N 	
� � S��tanie na mno�ine cel�ch ��sel Z �na mno�ine racion�lnych ��sel Q� na

mno�ine re�lnych ��sel R� na mno�ine komplexn�ch ��sel C�	
��� N�sobenie na mno�in�ch uveden�ch v bode � a  	
�$� Od��tanie na mno�ine Z �Q� R� C�	
��� Delenie na mno�ine kladn�ch racion�lnych ��sel Q	 �na mno�ine kladn�ch

re�lnych ��sel R	�	
�(� Umoc�ovanie na mno�ine prirodzen�ch ��sel N ' kompoz�ciou prirodzen�ch

��sel x� y je ��slo xy � N 	
��� V�po�et geometrick�ho priemeru na mno�ine R		 Kompoz�ciou dvoch klad�

n�ch re�lnych ��sel x� y je
p
x � y � R		

�!� Ur�enie minima �maxima� dvoch re�lnych ��sel	 Kompoz�ciou x� y � R je
min�x� y�� resp	 max�x� y�	

�*� Ur�enie najv���ieho spolo�n�ho delite�a dvoch prirodzen�ch ��sel	 Kompo�
z�ciou dvoch ��sel x� y � N je ich najv���� spolo�n� delite� �x� y�	

Oper�cie ���� � � a ��� s
 komutat�vne aj asociat�vne� oper�cie �$�� ���� �(� nie s

ani komutat�vne ani asociat�vne� oper�cia ��� je komutat�vna ale nie asociat�vna�
oper�cie �!�� �*� s
 aj komutat�vne aj asociat�vne	



x �� Grupoidy
 pologrupy
 monoidy ����

Pr�klad �����Na mno�ineM mat�c  	 stup�a s re�lnymi prvkami z pr�kladu �	�
mo�no de�nova� s��tanie takto�

A�B �
�
a� b
c� d

�
�
�
x� y
z� v

�
�
�
a � x� b� y
c� z� d� v

�
�

+ahko sa mo�no presved�i�� �e t�to oper�cia je asociat�vna i komutat�vna	
Teraz si de�nujeme �al�ie vlastnosti oper�ci�	

De�n�cia ���� Nech � je oper�cia na mno�ine A	 Prvok e� � A naz�vame �av�m
neutr�lnym prvkom oper�cie �� ak pre ka�d� a � A plat� e� � a � a	

Podobne prvok e� naz�vame prav�m neutr�lnym prvkom oper�cie �� ak pre ka�d�
a � A plat� a � e� � a�

Prvok e � A� ktor� je z�rove� �av�m i prav�m neutr�lnym prvkom oper�cie �
naz�vame neutr�lnym prvkom oper�cie �	 Pre tak�to prvok plat�� Pre ka�d� a � A
e � a � a � e � a	

Pr�klad ����� V�imnime si dve oper�cie de�novan� nasleduj
cimi Cayleyho
tabu�kami�

� a b c
a a b c
b c a b
c a b c

� a b c
a a a a
b c b b
c a c c

Prv� z nich m� dva �av� neutr�lne prvky a �iadny prav�	 Druh� dva prav� a �iadny
�av�	 Z nasleduj
cej vety bude jasn�� �o sa stane� ke� oper�cia m� z�rove� �av�
i prav� neutr�lne prvky	

Veta ���� Nech e� � A je 
ubovo
n� 
av� a prvok e� � A 
ubovo
n� prav�
neutr�lny prvok oper�cie �� Potom e� � e��

D�kaz� Ke��e e� je �av� neutr�lny prvok� plat� e� � e� � e�� Podobne� ke��e e�
je prav� neutr�lny prvok� plat� e� � e� � e�� Vid�me� �e e� � e�� �

Pozn�mka ��	� Z tvrdenia vety vypl�va� �e ke� oper�cia m� popri �av�ch ne�
utr�lnych prvkoch aspo� jeden prav�� v�etky tieto prvky splyn
 do jedn�ho �oboj�
strann�ho� neutr�lneho prvku� t	j	 oper�cia nem� �iadny alebo pr�ve jeden neut�
r�lny prvok� Toto tvrdenie je zn�me ako veta o unicite neutr�lneho prvku�

Pr�klad ���	� Neutr�lnym prvkom oper�ci� � � z pr�kladu �	* je ��slo &	 Ne�
utr�lnym prvkom oper�ci� ��� je ��slo �	 Ostatn� oper�cie pr�kladu �	* neutr�lny
prvok nemaj
	 Pros�me �itate�a� aby sa presved�il� �e neutr�lnym prvkom oper��
cie z pr�kladu �	� je tzv	 jednotkov� matica' podobne neutr�lnym prvkom oper�cie
z pr�kladu �	�& je tzv	 nulov� matica

J� �

�
�� &
&� �

�
� �� �

�
&� &
&� &

�
�

Pozn�mka ��
� Ak je oper�cia zap�san� adit�vne �pomocou znaku ����� ne�
utr�lnemu prvku hovor�me aj nulov� prvok	 podobne pri multiplikat�vnom z�pise
�pomocou znaku ����� neutr�lnemu prvku hovor�me jednotkov� prvok�



�� Kapitola � Z�KLADN� ALGEBRAICK� �TRUKT�RY

De�n�cia ��
� Nech � je oper�cia s neutr�lnym prvkom e	 Nech x � A	 Ak
existuje prvok x�� � A tak�� �e plat�

x � x�� � x�� � x � e�

tak prvok x�� naz�vame inverzn� k prvku x	

Pr�klad ���
� Uva�ujme o oper�cii n�sobenia mat�c  	 stup�a de�novanej v pr��
klade �	�	 Vypo��tajte inverzn� prvok A�� k matici

A �
�
�� $
��  

�
�

M�me n�js� maticu A�� tak
� �e plat� A�� �A � A �A�� �

�
�� &
&� �

�
�

Nech

A
�� �

�
x� y
z� v

�
�

Po��tame

A
�� �A �

�
x� y
z� v

�
�

�
�� $
��  

�
�
�
�x� y� $x�  y
�z � v� $z �  v

�
�

Ke��e A�� �A �

�
�� &
&� �

�
� m�me

�x � y � �� �z � v � &�
$x�  y � &� $z �  v � ��

odkia� �ahko vypo��tame x � �� y � � � z � � �
� � v � �

� � t	j	 h�adan� matica
je

A
�� �

�
�� � 

��
� �

�
�

�
�

Urob�me sk
�ku�

A
�� �A �

�
�� � 

��
� �

�
�

�
�

�
�� $
��  

�
�
�
�� &
&� �

�
�

Podobne

A �A�� �
�
�� $
��  

�
�

�
�� � 

��
� �

�
�

�
�

�
�� &
&� �

�
�

Teda inverzn� prvok k matici A je matica A��	 Vol�me ju jednoducho inverzn�
matica	

Pok
sme sa n�js� inverzn
 maticu k matici

B �
�
��  
(� $

�
�
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Podobne ako vy��ie

B
�� �B �

�
a� b
c� d

�
�

�
��  
(� $

�
�

�
�a� (b�  a� $b
�c� (d�  c� $d

�
�

�
�� &
&� �

�
�

odkia�
�a � (b � �� �c� (d � &�
 a � $b � &�  c� $d � ��

Sk
sme vyrie�i� prv
 s
stavu rovn�c o  nezn�mych� Z druhej rovnice m�me
a � � b	 Dosaden�m do prvej rovnice je ��� b��(b � � �i�e & � �	 Posledn� v�rok
je nepravdiv�� s
stava rie�enie nem�	 K matici B teda inverzn� matica neexistuje	
Pok
ste sa vy�etri�� kedy matica  	 stup�a m� a kedy nem� inverzn
 maticu �pozri
cvi�enie �	� �	

Pozn�mka ���� Ak je oper�cia zap�san� adit�vne �pomocou znaku ����� in�
verzn� prvok k prvku a ozna��me �a a naz�vame ho opa�n� prvok� Ak je oper�cia
zap�san� multiplikat�vne� inverzn� prvok k prvku a ozna�ujeme ako vy��ie a�� �nie�
kedy ho naz�vame aj prevr�ten� prvok�	 Pri konkr�tne zadan�ch mno�in�ch miesto
slova prvok m
�eme pou��va� n�zov prvku danej mno�iny� napr	 opa�n� ��slo� pre�
vr�ten� ��slo� inverzn� matica� inverzn� zobrazenie� at�	

De�n�cia ���� Nech ��
 s
 oper�cie de�novan� na mno�ine A	 Oper�cia 
 je
z�ava distribut�vna vzh�adom na oper�ciu �� ak pre ka�d� x� y� z � A plat�

x
 �y � z� � �x 
 y�� �x 
 z���+DZ�

Podobne oper�cia 
 je sprava distribut�vna vzh�adom na �� ak pre ka�d�
x� y� z � A plat�

�y � z� 
 x � �y 
 x� � �z 
 x���PDZ�

Ak je oper�cia 
 z�ava i sprava distribut�vna vzh�adom na �� hovor�me� �e je
distribut�vna vzh�adom na oper�ciu �	 Vlastnosti �+DZ� resp	 �PDZ� naz�vame
�av� resp	 prav� distribut�vny z�kon	

Pozn�mka ��
� )itate� zo strednej �koly vie� �e z�tvorkami ozna�ujeme poradie
oper�ci�� pritom oper�cia v z�tvorke sa rob� najsk
r	 Plat� v�ak tak�to dohovor� Ak
sa v jednom v�raze nach�dzaj
 dve oper�cie zap�san� adit�vne a multiplikat�vne
a z�tvorkou nie je vyzna�en� ich poradie� multiplikat�vne zap�san
 oper�ciu rob�me
najprv	 Napr	 na mno�ine cel�ch ��sel �PDZ� p��eme �y � z� � x � y � x � z � x�
teda bez z�tvoriek na pravej strane	 Ke��e znak n�sobenia mo�no vynecha�� z�pis
mo�no �alej zjednodu�i�� �y � z�x � yx � zx	

Pr�klad ���� Dok��eme� �e oper�cia ��� de�novan� v pr�klade �	� je distribu�
t�vna vzh�adom na oper�ciu � de�novan
 v pr�klade �	�&	 Nech A�B�C � M s

�ubovo�n� tri matice  	 stup�a� ktor�ch prvky s
 re�lne ��sla	 Pre ur�itos� nech

A �

�
x� y
z� v

�
� B �

�
a� b
c� d

�
� C �

�
k� l
m� n

�
�
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Po��tajme

A � �B� C� �
�
x� y
z� v

�
�

��
a� b
c� d

�
�
�
k� l
m� n

��
�

�
�
x� y
z� v

�
�

�
a � k� b� l
c�m� d� n

�
�
�
xa� xk � yc� ym� xb � xl � yd� yn
za � zk � vc� vm� zb� zl � vd� vn

�
�

�
�
xa � yc� xb � yd
za � vc� zb � vd

�
�
�
xk � ym� xl � yn
zk � vm� zl � vn

�
�
�
x� y
z� v

�
�

�
a� b
c� d

�
�

�

�
x� y
z� v

�
�

�
k� l
m� n

�
� A �B�A � C

Dok�zali sme� �e �+DZ� plat�	 Podobne sa dok��e i �PDZ�	 �Urobte to,�

Pr�klad ���
 Nech oper�cia � je oby�ajn� s��tanie de�novan� na mno�ine re�
�lnych ��sel	 Na mno�ine R de�nujme aj nasledovn
 oper�ciu�
Pre ka�d� x� y � R � x � y � y	 Uk��eme� �e oper�cia � je z�ava distribut�vna
k oper�cii �� ale nie je sprava distribut�vna k tej istej oper�cii	 Naozaj x� �y� z� �
� y � z ako aj �x � y� � �x � z� � y � z	 Teda x � �y � z� � �x � y� � �x � z�	 Ale ak
vypo��tame �y � z� � x � x ako aj �y � x� � �z � x� � x � x �  x� vid�me� �e sta��
voli� x �� &� aby �y � z� � x �� �y � x� � �z � x�	

Veta ��	� Nech � je asociat�vna oper�cia de�novan� na mno�ine A� Nech e je
neutr�lny prvok danej oper�cie� Nech� �alej� a��

� i a��
� s
 inverzn� prvky k prvku

a � A� Potom a��
� � a��

� �

D�kaz� Nech a��
� a a��

� s
 inverzn� prvky k prvku a � A	 Potom
a��
� � a��

� � e � a��
� � �a � a��

� � � �a��
� � a� � a��

� � e � a��
� � a��

� 	

Pozn�mka ���� Vo vet�ch �	� a �	 sme dok�zali tzv	 unicitu �jedine�nos�� ne�
utr�lneho i inverzn�ho prvku	 V�imnime si� �e na d
kaz unicity inverzn�ho prvku
sme potrebovali predpoklad� �e oper�cia je asociat�vna	 Ak oper�cia nie je asocia�
t�vna� inverzn� prvok nemus� by� iba jeden� ako uvid�me v nasleduj
com pr�klade	

Pr�klad ����� Nech je dan� mno�ina A � fe� a� b� cg a na nej oper�cia � dan�
tabu�kou�

� e a b c

e e a b c
a a b e e
b b e c a
c c e a a

Vidie�� �e e je neutr�lny prvok� b� c s
 dva r
zne inverzn� prvky k prvku a	 Je
to mo�n� preto� lebo �AZ� neplat�	 Skuto�ne napr	 a � �b � c� � a � a � b� ale
�a � b� � c � e � c � c	

Pr�klad ����� Nech je dan� mno�ina A � fa� bg	 Syst�m v�etk�ch podmno��n
mno�iny A je P�A� � f�� fag� fbg� fa� bgg	 Zostroj�me Cayleyho tabu�ky pre oper��
cie zjednotenie a prienik na mno�ine P�A�	
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Dan� tabu�ky s
�

	 � fag fbg A

� � fag fbg A
fag fag fag A A
fbg fbg A fbg A
A A A A A

� � fag fbg A

� � � � �
fag � fag � fag
fbg � � fbg fbg
A � fag fbg A

Obe oper�cie s
 asociat�vne i komutat�vne	 � je neutr�lnym prvkom oper�cie
zjednotenia	 A je neutr�lnym prvkom prieniku	 Prienik je distribut�vny vzh�adom
na zjednotenie	 Aj naopak� Zjednotenie je distribut�vna oper�cia vzh�adom na prie�
nik	 �Skontrolujte to,� Teda prienik a zjednotenie s
 navz�jom distribut�vne	 To
v�dy neplat�	 Napr�klad v mno�ine re�lnych ��sel� n�sobenie je distribut�vne vzh�a�
dom na s��tanie� zatia� �o s��tanie nie je distribut�vne vzh�adom na n�sobenie	

Pozn�mka ���� V oboch oper�ci�ch pr�kladu �	�� s
 zvl��tne prvky� ktor� sa
chovaj
 �agres�vne�	 Je to prvok A v oper�cii 	 a prvok � v oper�cii �	 Presnej�ie�

Prvok a � G oper�cie � de�novanej na mno�ine G naz�vame agres�vnym prvkom	
ak pre ka�d� x � G plat�� a � x � x � a � a	

Z predch�dzaj
cich pr�kladov bin�rnych oper�ci� sme videli� �e bin�rna oper�cia
je v�dy de�novan� na nejakej nepr�zdnej mno�ine	 A pr�ve mno�ina a oper�cia
na nej de�novan�� spolu s vlastnos�ami tejto oper�cie� tvoria algebraick
 �truk�
t
ru s jednou oper�ciou	 Postupne si budeme de�nova� tieto algebraick� �trukt
ry�
grupoid	 pologrupa	 monoid	 grupa� Poslednej z nich� grupe� bude venovan� cel�
nasleduj
ci paragraf	

De�n�cia ���� Nech je dan� nepr�zdna mno�ina G a na nej de�novan� bin�rna
oper�cia �	 Potom dvojicu �G� �� naz�vame grupoid	

Grupoid m
�e by� kone�n�� ak mno�ina G je kone�n�� alebo nekone�n�� ak mno�
�ina G je nekone�n�	

Grupoid m
�e by� komutat�vny ak oper�cia � je komutat�vna� alebo nekomuta�
t�vny� ak oper�cia � je nekomutat�vna	

Ak nie je �iadna pochybnos� o tom ak� oper�cia je de�novan� na mno�ine G�
grupoid �G� �� �asto ozna�ujeme skr�tene� len znakom G	

Pr�klad ����� Uvedieme pr�klady grupoidov	

a� Oper�cie z bodov ���� � � a ��� pr�kladu �	* spolu s mno�inami na ktor�ch
s
 de�novan� d�vaj
 tieto grupoidy� �N���� �N� ��� �Z���� �Z� ��� �Q����
�Q� ��� �R���� �R� ��� �C���� �C� ��	 S
 to v�etko nekone�n� komutat�vne
grupoidy	

b� Grupoidy s oper�ciami z bodu �$� a ��� pr�kladu �	* �Z���� �Q����
�R���� �C���� �Q	� ��� �R	� �� s
 nekone�n� nekomutat�vne grupoidy	

c� Ak oper�ciu umoc�ovanie na mno�ine N z bodu �(� pr�kladu �	* ozna��me
hoci znakom �� t	j	 a � b � ab� dost�vame grupoid �N� ��� ktor� je tie�
nekone�n� a nekomutat�vny	

d� Grupoidy �M� �� z pr�kladu �	� a �M��� z pr�kladu �	�& s
 nekone�n�
grupoidy	 Prv� je nekomutat�vny� druh� komutat�vny	
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e� Grupoidy s oper�ciami zadan�mi pomocou Cayleyho tabu�ky v pr�kladoch
�	$� �	�� �	!� �	��� �	�( a �	�� s
 kone�n�	 Grupoid z pr�kladu �	� ozna�
��me �K�� ��� grupoidy z pr�kladu �	�( �P�A��	�� �P�A���� a podobne aj
v �al��ch pr�kladoch	

De�n�cia ���� Grupoid �G� ��� v ktorom oper�cia ��� je asociat�vna sa naz�va
pologrupa	

Mno�ina G v danej pologrupe m
�e� ale nemus� obsahova� neutr�lny prvok ope�
r�cie	 Ak ho obsahuje� hovor�me� �e pologrupa je s neutr�lnym prvkom	 Takejto
pologrupe hovor�me aj monoid	

Pr�klad ����� )itate� nech si skontroluje nasledovn� tvrdenia�

a� V�etky grupoidy z pr�kladu �	�! a� s
 pologrupami	 V�etky tieto pologrupy
okrem pologrupy �N��� s
 pologrupy s neutr�lnym prvkom t	j	 monoidami	

b� Grupoidy z pr�kladu �	�! b� a c� pologrupami nie s
	
c� Grupoidy �M���� �M� ��� �K�� ��� �P�A��	�� �P�A���� z pr�kladu �	�! d�

a e� s
 tie� monoidy	
d� Grupoid �Q� �� z pr�kladu �	( ako aj �A� �� z pr�kladu �	�( pologrupou

nie je	

Pr�klad ��	�� Uvedieme d
le�it� pr�klad monoidu	 Nech A je nepr�zdna mno�
�ina a nech Z � ff ' f � A� Ag� t	j	 Z je mno�ina v�etk�ch zobrazen� mno�iny A
do seba	 Ak znakom � ozna��me oper�ciu skladania zobrazen� na mno�ine A� tak
�trukt
ra �Z� �� je monoid	 Aby sme to dok�zali� predpokladajme� �e f� g� h � Z s

�ubovo�n� zobrazenia mno�iny A do seba a x � A je �ubovo�n� prvok mno�iny A	
Po��tajme�

��f � g� � h��x� � �f � g��h�x�� � f�g�h�x����
znova�
�f � �g � h���x� � f��g � h��x�� � f�g�h�x���	

Vid�me� �e �f � g� � h � f � �g � h�� t	j	 skladanie zobrazen� je asociat�vne	
Neutr�lnym prvkom oper�cie � je identick� zobrazenie i � A � A de�novan�

takto� Pre v	etky x � A je i�x� � x� Dok��eme� �e pre v�etky f � Z je
i � f � f � i � f 	 Naozaj� ak x � A je �ubovo�n� prvok mno�iny A� tak plat��

�i � f��x� � i�f�x�� � f�x��
ako aj

�f � i��x� � f�i�x�� � f�x��
�o znamen�� �e zobrazenie i � f resp	 f � i zobrazuje tak� ako zobrazenie f 	

Veta ��
 �v�eobecn� asociat�vny z�kon�� Nech �P� �� je pologrupa� Potom s
�in
viacer�ch �inite
ov �prvkov mno�iny P � nez�vis� od sp�sobu uz�tvorkovania�

Veta ��� �v�eobecn� komutat�vny z�kon�� Nech �P� �� je komutat�vna polo�
grupa� Potom s
�in viacer�ch �inite
ov �prvkov mno�iny P � nez�vis� od poradia
�inite
ov�

D
kazy oboch viet ponech�me na �itate�a �cvi�enie �	 � a �	 ( �	



x �� Grupoidy
 pologrupy
 monoidy �
�


Pr�klad ��	�� Na mno�ine A � fa� b� c� dg de�nujme bin�rnu oper�ciu ���
nasledovnou Cayleyho tabu�kou	

� a b c d
a b d a c
b c a d b
c a c b d
d d b c a

)itate� si �ahko over�� �e grupoid �A� �� nie je asociat�vny	 Uk��eme� �e v takejto
�trukt
re nie je mo�n� de�nova� tretiu mocninu	 Naozaj� �a � a� � a � b � a � c�
ale a � �a � a� � a � b � d� �i�e s
�in troch rovnak�ch �inite�ov je raz rovn� c
raz d	 Nevieme jednozna�ne ur�i� hodnotu a�	 Teda v neasociat�vnej �trukt
re sa
tretia� a t�m ani vy��ie mocniny� de�nova� nedaj
	 Inak je to v pologrupe� kde plat�
asociat�vny z�kon	 Tam pre ka�d� prvok pologrupy x plat� �x � x� � x � x � �x � x�
a tak jednozna�ne ur�en� s
�in troch prvkov m
�eme ozna�i� x�	

De�n�cia ���� Nech �P� �� pologrupa	 Nech a � P je �ubovo�n� prvok pologrupy
P a n je prirodzen� ��slo	 Potom mocnina an prvku a je prvok pologrupy P maj
ci
nasledovn� vlastnosti�

a� � a��i�

an	� � an � a��ii�

Ak pologrupa �P� �� je monoid s neutr�lnym prvkom e� tak polo��me�

a
 � e��iii�

Pozn�mka ���� V pologrupe bez neutr�lneho prvku s
 teda de�novan� moc�
niny s prirodzen�m exponentom� v monoide m
�e exponent nadob
da� nez�porn�
celo��seln� hodnoty	 )itate�a upozor�ujeme� �e pojem mocnina bol v predch�dza�
j
cej de�n�cii de�novan� pomocou matematickej indukcie	 Mocniny v pologrupe
�v monoide� maj
 zn�me vlastnosti �cvi�enie �	 � a �	 $�	

Pozn�mka ���� Ak pologrupa m� oper�ciu zap�san
 adit�vne t	j	 �P���� tak
miesto mocniny s prirodzen�m exponentom

ak � a � a � � � � � a� �z �
k razy

m�me prirodzen� n�sobok k � a � a� a� � � �� a� �z �
k razy

a vz�ahy �i�� �ii� a �iii� bud
 ma� tvar

�� a � a��i-�

�n� �� � a � n� a� a��ii-�

&� a � &��iii-�

kde znak & na �avej strane rovnosti �iii-� znamen� cel� ��slo nula� na pravej neutr�lny
prvok pologrupy �P���	
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De�n�cia ����� Nech H je nepr�zdna podmno�ina mno�iny G	 Nech �G� �� je
grupoid	 Ak �H� �� je tie� grupoid� tak ho naz�vame podgrupoid grupoidu �G� ��	
Fakt� �e H je podgrupoidom G� ozna�ujeme H �� G	

Analogick�m sp
sobom sa de�nuj
 pojmy podpologrupa a podmonoid 	

Pozn�mka ����� Ke� sme oper�ciu v podgrupoide �H� �� ozna�ili t�m ist�m
znakom ako v grupoide �G� ��� dopustili sme sa istej nepresnosti	 Skuto�ne� oper�cia
v grupoide G je zobrazenie � � G � G � G a v grupoide H ide o in� zobrazenie
�� � H �H � H� ktor� m� �ak H je vlastnou podmno�inou G� in� de�ni�n� obor
a in� obor hodn
t	 Hovor�me� �e oper�cia �� v podmno�ine H je indukovan� ope�
r�ciou � v mno�ine G� ke� pre v�etky prvky a� b � H plat� a �� b � a � b	 Ide o tzv	
z
�enie oper�cie �	 A pr�ve v takomto zmysle ch�peme oper�ciu �� v podgrupo�
ide H	 Budeme ju preto v �al�om ozna�ova� rovnako ako oper�ciu v grupoide G	
Poznamenajme e�te� �e v podmonoide sa nach�dza aj neutr�lny prvok monoidu	
M
�eme ma� aj podpologrupu monoidu� ktor� neutr�lny prvok monoidu neobsa�
huje	 Dokonca m
�eme ma� tak
 podpologrupu monoidu� ktor� je tie� monoidom
ale nie je podmonoidom dan�ho monoidu� lebo m� in� neutr�lny prvok	 �Zostrojte
tak� pr�klad,�

Pr�klad ��		� V�imnime si �trukt
ry pr�kladu �	�!	 +ahko sa presved��me� �e
�Z��� je podgrupoid grupoidu �R���� pologrupa �Z� �� je podpologrupou pologrupy
�Q� ��� pologrupa �Z��� je podpologrupou grupy �Q��� a t� zase podpologrupou
grupy �R���	 Vzh�adom na predch�dzaj
cu pozn�mku uve�me e�te� �e adit�vna
pologrupa �N��� je podpologrupou . nie podmonoidom . monoidu �N 	 f&g���
nez�porn�ch cel�ch ��sel	

Cvi�enia

��� Zistite� �i s��tanie cel�ch ��sel je oper�cia na mno�ine
A � fx' x � �n� kde n � Zg�

��	� Na mno�ine re�lnych ��sel s
 dan� nasleduj
ce oper�cie�

a� x � y � &� b� x � y � �� c� x � y � x � y � xy�
d� x � y � x � y � xy� e� x � y � �

�
�x � y��

Zistite� ktor� z dan�ch oper�ci� je komutat�vna� ktor� je asociat�vna a ktor� m�
neutr�lny prvok	 Ak neutr�lny prvok existuje� ur�te ho	

��
� Na mno�ine kladn�ch re�lnych ��sel s
 dan� nasleduj
ce oper�cie�

a� a � b � a�b
a	b � b� a � b � a� � b��

Zistite� ktor� z oper�ci� je komutat�vna� ktor� asociat�vna a ktor� m� agres�vny
prvok	

���� Rozhodnite� ktor� z uveden�ch podmno��n f��� &� �g� �&���� ���� &��
h��� �i� �&� �� mno�iny v�etk�ch re�lnych ��sel je uzavret� vzh�adom na oper�ciu
obvykl�ho n�sobenia	

��
� Zistite� ak� vlastnosti maj
 tieto oper�cie de�novan� na mno�ine N �

a� x � y � xy � b� x � y � max�x� y��



x �� Grupoidy
 pologrupy
 monoidy ����

��� Nech M je oper�cia na mno�ine M 	 Oper�ciu O de�novan
 rovnos�ou
aO b � b M a naz�vame oper�ciou opa�nou k oper�cii M	 Ak M je asociat�vna
�komutat�vna�� tak aj O je asociat�vna �komutat�vna�	 Dok��te to	

���� V mno�ine cel�ch ��sel Z s
 de�novan� dve oper�cie �� 
 takto� Ak a� b s

�ubovo�n� cel� ��sla� tak

a� b � a� b � �� a 
 b � a � b � ab�
Dok��te� �e oper�cia 
 je distribut�vna vzh�adom na oper�ciu �	 Plat� to aj

naopak#

���� Na mno�ine v�etk�ch nep�rnych prirodzen�ch ��sel �N s
 de�novan� ope�
r�cie � a 
 takto� Nech a� b s
 �ubovo�n� prvky mno�iny �N 	 Potom

a� b � a� b � �� a
 b �
�
 
�a � ���b � �� � ��

Dok��te� �e oper�cia 
 je distribut�vna vzh�adom na oper�ciu �	
���� Na mno�ine R s
 oper�cie 
�� de�novan� takto� Nech x� y s
 �ubovo�n�

re�lne ��sla	 Potom

x 
 y �  x �  y� x� y �
�
 
xy�

Zistite� �i oper�cia � je distribut�vna vzh�adom na oper�ciu 
	
����� Zistite� �i oper�cia ��� de�novan� na mno�ine Z rovnos�ou x � y � x je

distribut�vna vzh�adom na s��tanie cel�ch ��sel	

����� Ur�te inverzn� matice k nasleduj
cim maticiam druh�ho stup�a��
� �
 �

�
�

�
�  
� �

�
�

�
� a
& �

�
� a � R�

���	� Matica

A �
�
a b
c d

�
� a� b� c� d � R

m� inverzn
 maticu A�� pr�ve vtedy� ke� ad� bc �� &	 Dok��te to	

���
� N�jdite v�etky grupoidy de�novan� na mno�ine fx� yg	 Zostavte ich
Cayleyho tabu�ky	 Ko�ko je grupoidov# Ktor� z nich s
 pologrupy#

����� Ko�ko oper�ci� mo�no de�nova� na n�prvkovej mno�ine#

���
� Zostavte Cayleyho tabu�ku pre oper�ciu �N� de�novan
 na mno�ine
A � f��  � �� $� �� (g t�mto sp
sobom� ak a� b � A� tak aN b je po�et prvo�inite�ov
��sla �&a� b	

����� Zistite� �i oper�cie dan� nasleduj
cimi tabu�kami s
 asociat�vne	

� a b c d
a a b c d
b b b d d
c c b a d
d d b b d

� a b c d
a a b c d
b b a d c
c c d a b
d d c b a
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����� Nech �G� �� je grupoid maj
ci neutr�lny prvok e � G	 Potom �G� �� je
Abelova pologrupa pr�ve vtedy� ke� pre ka�d� a� b� c� d � G plat�� �a � b��c � d� �
� �a � c��b � d�	 Dok��te to	

����� Nepr�zdny prienik dvoch podpologr
p danej pologrupy je tie� podpolo�
grupa danej pologrupy	 Dok��te to	

����� Prienik dvoch podmonoidov dan�ho monoidu je podmonoid dan�ho mo�
noidu	 Dok��te to	

��	�� Tvrdenia cvi�en� �	�! a �	�* mo�no zov�eobecni� na �ubovo�n� syst�m
podpologr
p resp	 podmonoidov	 Urobte to	

��	�� Ka�d� dve podpologrupy pologrupy �Z	��� maj
 nepr�zdny prienik	 Do�
k��te to	 Mo�no to poveda� o podpologrup�ch pologrupy �Z���#

��		� Existuje nekone�ne mnoho podpologr
p pologrupy �Z	� ��� ktor� s
 po
dvoch disjunktn�	 Dok��te to	

��	
� Nech �P� �� je pologrupa	 Dok��te� �e pre ka�d� m� n � N a ka�d� a � P
plat� am � an � am	n	

��	��Nech �P� �� je komutat�vna pologrupa	 Dok��te� �e pre ka�d� n � N a ka�d�
a� b � P plat� �a � b�n � an � bn	
���	
� Dok��te vetu �	� �v�eobecn� asociat�vny z�kon�	 Nech �P� �� je polo�

grupa� Potom s
�in viacer�ch �inite
ov �prvkov mno�iny P � nez�vis� od sp�sobu
uz�tvorkovania�
N�vod� Predpokladajme� �e m�me n prvkov pologrupy P 	 Prvky ozna��me
a�� a�� � � � � an	 Najprv de�nujeme �partikul�rne s
�iny� prvkov ai takto� s� � a��
s� � a�a�� s� � �a�a��a�� s� � ��a�a��a��a�� s� � ���a�a��a��a��a� � � � �
sn � �� � � ��a�a��a��a� � � � an���an	 Potom dok��eme matematickou indukciou
pod�a n� �e ��ubovo�ne uz�tvorkovan�� s
�in prvkov a�� a�� � � � � an �v danom po�
rad�,� sa v�dy rovn� prvku sn	

���	�� Dok��te vetu �	$ �v�eobecn� komutat�vny z�kon�	 Nech �P� �� je komuta�
t�vna pologrupa� Potom s
�in viacer�ch �inite
ov �prvkov mno�iny P � nez�vis� od
poradia �inite
ov�
N�vod� Nech b� a�� a�� � � � � an s
 �ubovo�n� prvky pologrupy P 	 Matematickou
indukciou pod�a n dok��eme� �e ba�a� � � � an � a�a� � � � anb a potom op�� matema�
tickou indukciou pod�a n� �e ai�ai� � � � ain � a�a� � � � an� kde i�� i�� � � � � in je in�
poradie indexov ��  � � � � � n	

x 	� Grupy

Pojem grupy je jedn�m z najd
le�itej��ch pojmov algebry a matematiky v
bec	
)itate�a pros�me� aby mu venoval zv��en
 pozornos�	 Ak si dobre osvoj� z�kladn�
vlastnosti grupy� ve�mi �asto to ocen� v �al�om �t
diu	



x �� Grupy ��

De�n�cia 	��� Pologrupa �G� �� s neutr�lnym prvkom e � G� v ktorej ku ka��
d�mu prvku z G existuje v G inverzn� prvok� sa naz�va grupa	

Alebo inak� Monoid� v ktorom ka�d� prvok m� inverzn� prvok sa naz�va grupa	
Komutat�vna grupa sa naz�va ajAbelova alebo abelovsk� grupa	� Ak grupa �G� ��

je kone�n�� tak po�et prvkov mno�iny G naz�vame r�dom grupy a ozna�ujeme ho
r�G�	 O nekone�nej grupe niekedy hovor�me� �e m� nekone�n� r�d	

De�n�ciu grupy vyslov�me e�te raz tak� �e osobitne uvedieme ka�d
 vlastnos�
�grupovej� oper�cie�

Dvojica �G� ��� kde G je nepr�zdna mno�ina� sa naz�va grupa� ak�

�i� Pre ka�d� a� b � G existuje c � G� tak�� �e a � b � c�
t	j	 � je oper�cia na mno�ine G	

�ii� Pre ka�d� a� b� c � G plat� �a � b� � c � a � �b � c��
t	j	 oper�cia � je asociat�vna	

�iii� Existuje tak� e � G� �e pre v�etky a � G plat� a � e � e � a � a�
t	j	 v G existuje neutr�lny prvok	

�iv� Ku ka�d�mu a � G existuje a�� � G tak�� �e a � a�� � a�� � a � e�
t	j	 ku ka�d�mu prvku z G existuje v G inverzn� prvok	

Grupa je abelovsk�� ak okrem toho

�v� pre ka�d� a� b � G plat� a � b � b � a�
t	j	 oper�cia � je komutat�vna	

Aby sme dok�zali� �e algebraick� �trukt
ra s jednou oper�ciou je grupa� sta��
preveri� vlastnosti �i� � �iv�	

Pr�klad 	��� Na z�klade vedomost� zo strednej �koly� ktor� m�me o aritme�
tick�ch oper�ci�ch na mno�ine cel�ch ��sel �ahko zist�me� �e algebraick� �trukt
ra
�Z��� je grupa	 Zrejme � je bin�rna oper�cia na Z� t	j	 �i� plat�	 Ke��e � je
asociat�vna oper�cia �plat� �a�b��c � a��b�c� pre v�etky a� b� c � Z�� je splnen�
aj podmienka �ii�	 Cel� ��slo & je neutr�lnym prvkom oper�cie �� teda �iii� plat�	
Ku ka�d�mu cel�mu ��slu a � Z je inverzn�m prvkom opa�n� ��slo �a � Z� t	j	
plat� aj �iv�	 Ke��e plat� aj �v�� �Z��� je Abelova grupa	

Podobn�m sp
sobom over�me� �e aj �Q���� �R���� �C���� s
 komutat�vne
grupy	 Pou�it�m stredo�kolsk�ch vedomost� sa �itate� m
�e presved�i�� �e aj nasle�
dovn� �trukt
ry s
 grupy� �Q	� ��� �R	� ��� �Q�f&g� ��� �R�f&g� ��� �C�f&g� ��	
S
 to v�etko nekone�n� komutat�vne grupy	

Pr�klad 	�	� +ahko zist�me� �e �trukt
ra �K�� �� z pr�kladu �	� je kone�n� abe�
lovsk� grupa	 Skuto�ne� ak presk
mame Cayleyho tabu�ku v pr�klade �	� vid�me�
�e vlastnosti �i� � �v� s
 splnen�	 Asociat�vnos� oper�cie ��� nemus�me overova� ako
v pr�klade �	!� lebo ide o n�sobenie komplexn�ch ��sel a to asociat�vne je	 Neutr�l�
nym prvkom je �	 Inverzn� prvky� ��� � �� ������ � ��� i�� � �i� ��i��� � i	
)itate� si podobn�m sp
sobom r�chlo over�� �e aj �trukt
ra �A� �� z pr�kladu �	! je
grupa	 Jej neutr�lnym prvkom je prvok c	 R�d grupy K� je $� r�d grupy A je �� �o
zapisujeme r�K�� � $ a r�A� � �	

�Niels Henrik Abel ���������
�
 n�rsky matematik�
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Pr�klad 	�
� Uvedieme pr�klad kone�nej nekomutat�vnej grupy	 Za t�m 
�elom
de�nujme najprv permut�ciu mno�iny troch prvkov A� � f��  � �g ako bijekciu
� � A� � A�	 Bijekciu � zapisujeme takto�

� �

�
�  �
k� k� k�

�
�

kde pod ka�d�m prvkom v prvom riadku je jeho obraz v zobrazen� �� t	j	
���� � k�� �� � � k�� ���� � k�	 Ke��e zobrazenie � je bijekt�vne� v druhom
riadku permut�cie sa v�dy nach�dzaj
 v�etky tri prvky mno�iny A�	 R
znych per�
mut�ci� je teda to�ko� ko�ko je r
znych porad� troch prvkov v druhom riadku	 A t�ch
je� ako �itate� vie� �, � (	 V�etky permut�cie troch prvkov s
 teda tieto�

�� �
�
�  �
�  �

�
� �� �

�
�  �
 � �

�
� �� �

�
�  �
� �  

�
�

�� �
�
�  �
� �  

�
� �� �

�
�  �
�  �

�
� �� �

�
�  �
 � �

�
�

Ich mno�inu ozna��me S� � f��� ��� ��� ��� ��� ��g	 V mno�ine S� de�nujeme
oper�ciu skladania zobrazen� �t	j	 skladania permut�ci�� �	 Zrejme ide o asociat�vnu
oper�ciu� lebo skladanie zobrazen� je asociat�vna oper�cia �pozri pr�klad �	 &�	 Vy�
po��tame napr�klad �� ���	 M�me� �� ������ � ����� �  � �� ���� � � ��� � � ��
�� � ����� � ����� � �� Vid�me� �e �� � �� � ��	 )itate� podobne vypo��ta
�� � �� � ��	 Teda oper�cia nie je komutat�vna	 Ak pou�ijeme vy��ie uvedn� z�pis
permut�ci�� v�po�et zap��eme takto�

�� � �� �
�
�  �
� �  

�
�
�
�  �
�  �

�
�

�
�  �
 � �

�
� ���

�� � �� �
�
�  �
�  �

�
�
�
�  �
� �  

�
�

�
�  �
� �  

�
� ���

Podobne vypo��tame aj ostatn� s
�iny	 Dostaneme nasledovn
 Cayleyho tabu�ku�

� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �� ��

Ak tabu�ku presk
mame� �vediac� �e ide o asociat�vnu oper�ciu� zist�me� �e �truk�
t
ra �S�� �� je nekomutat�vna grupa	 Neutr�lnym prvkom je ��� prvky ��� �� s

inverzn� jeden druh�mu a ostatn� s
 sami sebe inverzn�	 Grupu S� naz�vame sy

metrick� grupa stup�a tri	 Jej r�d je r�S�� � (	 Ako uvid�me neskor�ie je to najmen�
�ia nekomutat�vna grupa	 Dve d
le�it� vlastnosti grupy s
 uveden� v nasleduj
cich
dvoch vet�ch�
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Veta 	��� Nech �G� �� je grupa� Nech a� b� c � G s
 
ubovo
n� prvky grupy�
Potom platia nasledovn� dve pravidl��

a � c � b � c implikuje a � b��PK�

c � a � c � b implikuje a � b��+K�

In�mi slovami� V grupe mo�no kr�ti� �sprava i z
ava� 
ubovo
n�m prvkom�

Pozn�mka 	��� V�rok �PK� je pravidlo o kr�ten� sprava� v�rok �+K� je pravi�
dlo o kr�ten� z�ava	

D�kaz vety ��
� Dok��eme pravidlo o kr�ten� sprava	 Nech a� b� c s
 �ubovo�n�
prvky grupy G� pre ktor� plat� a � c � b � c� Po vyn�soben� tejto rovnosti sprava
prvkom c�� � G� ktor� existuje pod�a vlastnosti �iv� de�n�cie  	� a pre ktor� plat�
c�c�� � e dostaneme� �a�c��c�� � �b�c��c��� odkia� po uplatnen� asociat�vneho
z�kona� ako aj vlastnosti inverzn�ho a neutr�lneho prvku m�me a � b� ��m je
dok�zan� pravidlo o kr�ten� sprava	 Pravidlo o kr�ten� z�ava sa dok��e podobne	 �

Pozn�mka 	�	� Ak je grupa zap�san� adit�vne� miesto slova �kr�ti�� pou��vame
slovo �ru�i��	 Teda v grupe �G��� pravidlo �o ru�en�� je� Ak a� b� c � G s
 
ubovo
n�
prvky grupy �G���� tak z rovnosti a � c � b � c vypl�va a � b� Ke��e znak � sa
pou��va len pre komutat�vne oper�cie� nemus�me hovori� o �ru�en� sprava� a �ru�en�
z�ava�	

Veta 	�	� Nech �G� �� je grupa� a� b � G� Potom existuj
 jednozna�ne dan�
prvky grupy x
� y
 � G tak�� �e x
 vyhovuje prvej� y
 druhej z nasleduj
cich
rovn�c

a � x � b� 	��

y � a � b� 	 �

In�mi slovami�V ka�dej grupe m� ka�d� z rovn�c � 	�� a � 	 � jednozna�ne ur�en�
rie	enie�

D�kaz� A	 D
kaz existencie rie�enia	 Dok��eme existenciu x
	 Na to sta�� zvoli�
x
 � a�� � b� kde a�� � G je inverzn� prvok k prvku a	

Skuto�ne� ak dosad�me x
 do �avej strany rovnice � 	��� m�me� a � �a�� � b� �
� �a � a��� � b � e � b � b	 Podobne sa dok��e� �e y
 � b � a��	

B	 Dok��eme jednozna�nos� hoci x
	 Pou�ijeme nepriamy d
kaz	 Predpokla�
dajme� �e rovnici � 	�� vyhovuje okrem x
 e�te aj x� � G� kde x� �� x
	 Potom

a � x
 � b�

a � x� � b�

Porovnan�m m�me a � x
 � a � x�� odkia�� uplatniac pravidlo o kr�ten� z�ava�
dostaneme x
 � x�� �o je spor s predpokladom x� �� x
	 �



�� Kapitola � Z�KLADN� ALGEBRAICK� �TRUKT�RY

Veta 	�
� Nech �G� �� je grupa a a� b � G s
 
ubovo
n� prvky grupy� Potom

�a����� � a�� 	��

�a � b��� � b�� � a���� 	$�

D�kaz� Ke��e d
kaz je trivi�lny� ponech�va sa �itate�ovi	 �

Pozn�mka 	�
� Ke��e ka�d� grupa je pologrupou� daj
 sa v nej de�nova�
mocniny� kde exponent je nez�porn� cel� ��slo tak� ako v de�n�cii �	*	 V grupe v�ak
mo�no de�nova� mocninu aj so z�porn�m celo��seln�m mocnite�om takto� Nech
k je z�porn� cel� ��slo a prvok a je 
ubovo
n� prvok grupy G� Potom de�nujeme
ak � �a����k�

Poznamenajme �alej� �e analogicky ako podgrupoid mo�no de�nova� podgrupu�

De�n�cia 	�	� Nech H je nepr�zdna podmno�ina mno�iny G	 Nech �G� �� je
grupa	 Ak �H� �� je tie� grupa� tak ju naz�vame podgrupou grupy �G� ��	 Fakt� �e
H je podgrupou grupy G� ozna�ujeme H �� G	

Pr�klad 	��� V�imnime si �trukt
ry pr�kladu  	�	 +ahko sa presved��me� �e
grupa �Z��� je podgrupou grupy �Q���� t� je podgrupou grupy �R��� a t� zase
podgrupou grupy �C���	

Pr�klad 	�
 Uva�ujme mno�inu �Z � f�k' k � Zg	 Vid�me� �e do �Z patria
tie cel� ��sla� ktor� s
 delite�n� troma	 �Aj nula medzi ne patr�� lebo & � � � &	�
Ak na mno�ine �Z uva�ujeme oby�ajn� s��tanie cel�ch ��sel� vid�me� �e ��Z��� je
podgrupou grupy �Z���	 Presved�te sa o tom	

Pr�klad 	�� Uva�ujme o grupe �K�� �� z pr�kladu �	�	 de�novanej na mno�ine
K� � f����� i��ig	 Zoberme podmno�inu K� � f�� ��g mno�iny K�	 Vidie�� �e
�truk
ra �K�� �� je podgrupou grupy �K�� ��	 �Pozri tabu�ku v pr�klade �	�	�

Pozn�mka 	��� Na z�klade de�n�cie  	 m
�eme poveda�� �e podgrupa je tak�
podmno�ina danej grupy� ktor� je sama grupou vzh�adom na dan
 oper�ciu	 )itate�
sa �ahko presved�� o tom� �e ka�d� grupa m� dve trivi�lne �samozrejm�� podgrupy	
Jednou z nich je podgrupa pozost�vaj
ca len z neutr�lneho prvku grupyG t	j	 grupa
�feg� �� a druh� samotn� grupa G	 Okrem nich grupa m
�e ma� aj in� podgrupy	
Vol�me ich netrivi�lne alebo vlastn� podgrupy	

Teraz dok��eme nieko�ko viet o podgrup�ch	 Aby sme si u�ah�ili vyjadrovanie
a zjednodu�ili ozna�ovanie� budeme pou��va� multiplikat�vny z�pis grupovej oper��
cie	

Veta 	��� Nech �G� �� je grupa a H nepr�zdna podmno�ina grupy G� Potom
�H� �� je podgrupou grupy G pr�ve vtedy� ke� s
 splnen� nasledovn� podmienky�

Ak a� b � H� tak a � b � H��i�

Ak a � H� tak a�� � H��ii�

kde a�� je inverzn� prvok k prvku a v grupe G�

D�kaz� I	 Predpokladajme� �e H �� G	 Ke��e �H� �� je grupoid� podmienka
�i� je splnen�	 Hne� vidie�� �e podgrupa �H� �� m� ten ist� neutr�lny prvok e ako



x �� Grupy ��

grupa G �pre�o#�	 Vzh�adom na jednozna�nos� rie�enia rovnice a �x � e v grupe G�
aj inverzn� prvok k prvku a v grupe H je ten ist� ako v grupe G	 Preto plat� aj
�ii�	

II	 Prepokladajme teda� �e pre nejak
 nepr�zdnu podmno�inuH grupy G platia
podmienky �i� aj �ii�	 Mus�me dok�za�� �e �trukt
ra �H� �� je grupa	 Pod�a pod�
mienky �i� je grupoidom	 Je aj pologrupou� lebo ak by v grupoide H existovali tri
prvky� pre ktor� by asociat�vny z�kon neplatil� neplatil by pre ne ani v grupe G�
�o je nemo�n�	 Nech a � H je �ubovo�n� prvok mno�iny H	 Potom pod�a �ii� aj
a�� � H	 Odtia� pod�a �i� m�me a � a�� � e � H� t	j	 H obsahuje neutr�lny prvok	
Ke��e podmienka �ii� je vlastne podmienkou �iv� z de�n�cie  	�� sme s d
kazom
hotov�	 �

Pri d
kaze� �e nejak� podmno�ina grupy je podgrupou� mus�me pod�a predch��
dzaj
cej vety preveri� dve podmienky	 Pod�a nasleduj
cej vety sta�� preveri� len
jednu �pravda�e in
� podmienku	

Veta 	�
� Nech �G� �� je grupa a H nepr�zdna podmno�ina grupy G� Potom
�H� �� je podgrupou grupy G pr�ve vtedy� ke� je splnen� nasledovn� podmienka�

�iii� Ak a� b � H� tak a � b�� � H�

D�kaz� I	 Nech H �� G	 Je jednoduch� zisti� �pozri prv
 �as� d
kazu predch��
dzaj
cej vety�� �e podmienka �iii� je splnen�	

II	 Predpokladajme teda� �e pre nejak
 nepr�zdnu podmno�inuH grupy G plat�
podmienka �iii�	 Nech a � H je �ubovo�n� prvok mno�iny H	 Potom pod�a �iii�
a � a�� � e � H� t	j	 H obsahuje neutr�lny prvok	 Ke��e e� a � H� pod�a �iii�
m�me e � a�� � a�� � H� �i�e je splnen� podmienka �ii� vety  	$	 Nech a� b � H s

�ubovo�n� prvky mno�iny H	 Potom pod�a vy��ie uveden�ho je aj b�� � H	 Preto
pod�a �iii� a � �b����� � a � b � H� t	j	 je splnen� aj prv� podmienka �i� vety  	$	
Preto H �� G	 �

Veta 	��� Nech �G� �� je grupa� Nech H� a H� s
 jej podgrupy� Potom aj
H� �H� je podgrupa grupy G�

In�mi slovami� Prienik dvoch podgr
p je podgrupa�

D�kaz� Pod�a vety  	� n�m sta�� dok�za�� �e pre v�etky a� b � H� � H�

a � b�� � H� �H�	 Nech teda a� b � H� �H�	 Potom a� b � H� a z�rove� a� b � H�	
Ke��e H� i H� s
 podgrupy plat� a � b�� � H� a z�rove� a � b�� � H�	 Preto
a � b�� � H� �H�	 �

Pozn�mka 	�
� Vetu  	( mo�no zov�eobecni� takto� Nech S je nepr�zdny sys�
t�m podgr
p grupy G� Potom

T
H�S

H je tie� podgrupa grupy G �cvi�enie  	���	

Pod�a vety  	( a pozn�mky za �ou m
�eme vyslovi� nasleduj
cu de�n�ciu	

De�n�cia 	�
� Nech je dan� podmno�ina M grupy G	 Nech S je syst�m v�et�
k�ch t�ch podgr
p grupy G� z ktor�ch ka�d� obsahuje mno�inuM 	 �Zrejme S �� ��
lebo G � S	� Teda

S � fH' H �� G a z�rove� H �Mg�
Podgrupu� ktor� je prienikom v�etk�ch podgr
p syst�mu S ozna��me �M � a nazveme
ju podgrupou generovanou �vytvorenou� mno�inou M 	

Prvky mno�iny M sa naz�vaj
 gener�tory podgrupy �M �	
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Veta 	��� Podgrupa �M � grupy G generovan� mno�inou M m� tieto dve vlast�
nosti�

�i� �M � �M �
�ii� Ak H �� G tak�� �e H �M� tak H � �M ��

Podgrupa �M � je vlastnos�ami �i� a �ii� jednozna�ne ur�en��

D�kaz� D
kaz oboch vlastnost� vykon�me trivi�lnou aplik�ciou de�n�cie  	�	
Aby sme dok�zali druh
 �as� vety� predpokladajme� �e existuj
 dve podgrupy
�M �� �� �M �� maj
ce vlastnosti �i� a �ii�	 Potom z �ii� vypl�va ako �M �� � �M ���
tak aj �M �� � �M ��� �i�e �M �� � �M ��	 Dan� spor ukon�uje d
kaz	 �

Pozn�mka 	��� Veta  	� n�m hovor�� �e �M � je v istom zmysle najmen�ia pod�
grupa grupy G obsahuj
ca mno�inuM 	 Ke��e ka�d� podgrupa obsahuje neutr�lny
prvok danej grupy� pod�a vlastnosti �ii� vety  	� obsahuje aj trivi�lnu podgrupu feg	
Na druhej strane pr�zdna mno�ina � je podmno�inou ka�dej mno�iny� teda aj ka��
dej podgrupy H	 Preto podgrupa ��� generovan� pr�zdnou mno�inou je prienikom
v�etk�ch podgr
p danej grupy	 To znamen� ��� � feg	 Nasleduj
ca veta je o tom�
z �oho pozost�va podgrupa generovan� nepr�zdnou mno�inou	

Veta 	��� Nech �G� �� je grupa a M � G jej nepr�zdna podmno�ina� Potom

� 	�� �M � � fae�� � ae�� � � � � � aekk ' k � N� ai �M� ei � f�� ��gg�

In�mi slovami� Podgrupa generovan� nepr�zdnou mno�inou pozost�va zo v	etk�ch
mo�n�ch kone�n�ch s
�inov prvkov mno�iny M a prvkov k nim inverzn�ch�

D�kaz� Pre lep�ie vyjadrovanie mno�inu na pravej strane rovnosti � 	�� ozna��me
X � fae�� � ae�� � � � � � aekk ' k � N� ai �M� ei � f�� ��gg	 Dok��eme najsk
r� �e X je
podgrupa grupy G	 Naozaj� ak x� y � X s
 dva �ubovo�n� prvky mno�iny X� napr��
klad x � ae�� � ae�� � � � � � aekk � y � bf�� � bf�� � � � � � bfhh � tak prvok
x � y�� � ae�� � ae�� � � � � � aekk � b�fhh � � � � � b�f�� � b�f�� je tie� prvkom mno�iny X	
�Pozri vetu  	� a cvi�enie  	$	� Nech a je �ubovo�n� prvok mno�inyM 	 Sta�� polo�i�
k � �� a� � a� e� � �� aby sme videli� �e a � X	 Preto M � X� �i�e mno�ina X
m� vlastnos� �i� vety  	�	 Na druhej strane� ka�d� podgrupa obsahuj
ca mno�inu
M obsahuje aj v�etky mo�n� kone�n� s
�iny prvkov mno�iny M a prvkov k nim
inverzn�ch	 Preto X m� aj vlastnos� �ii� vety  	�	 M
�eme uzavrie� X � �M �	 �

Pr�klad 	��� Uva�ujme o podgrupe grupy �Z��� generovanej mno�inou
M � f�� �g	 Pod�a vety  	! podgrupa �M � pozost�va zo v�etk�ch kone�n�ch s
�tov
prvkov mno�iny M a prvkov k nim opa�n�ch	 Ke��e � � � � � � �
a tie� �� � �� �� �� je vidie�� �e uveden�mi s
�tami mo�no �nagenerova�� �ubo�
vo�n� cel� ��slo	 Preto �M � � Z� t	j	 mno�ina M generuje cel
 grupu �Z���	

Pr�klad 	��� Zist�me� ak
 podgrupu grupy �S�� �� generuje jednoprvkov� pod�
mno�inaM � f��g mno�iny S� � f��� ��� ��� ��� ��� ��g	 Pod�a Cayleyho tabu�ky
z pr�kladu  	�	 m�me� ��� � ��� �

�
� � ��� �

�
� � ��� � � � 	 Vid�me� �e �M � � H� kde

H � f��� ��� ��g	 Podgrupa �H� �� je v �avom hornom rohu tabu�ky	 Poznamenajme
e�te� �e r�d podgrupy generovanej jedin�m prvkom naz�vame r�dom dan�ho prvku	
Ke��e r�d podgrupy H je r�H� � �� p��eme tie� r���� � �	
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Cvi�enia

	��� Zistite� �i niektor� z nasleduj
cich grupoidov je grupa	

� a b c
a b a c
b b c a
c c a b

� a b c
a a b c
b b a c
c c c a

� a b c
a b c a
b c a b
c a b c

	�	� Dok��te� �e v Cayleyho tabu�ke sa v ka�dom riadku �st"pci� nach�dza ka�d�
prvok grupy pr�ve raz	

	�
� Nech a� b� c s
 pevne zvolen� prvky grupy �G� ��	 Dok��te� �e rovnica
xaxba � xbc m� pr�ve jedno rie�enie	

	���Dok��te vetu  	� a toto zov�eobecnenie jej tvrdenia � 	$�� Nech a�� a�� � � � � an
s
 �ubovo�n� prvky grupy G	 Potom

� 	$-� �a�a� � � � an��� � a��
n � � � a��

� a��
� �

	�
�	 Je dan� mno�ina A � fa� b� c� dg a na nej oper�cie ��� de�novan� Cayleyho
tabu�kami	 Dok��te� �e �trukt
ry �A� �� a �A��� s
 komutat�vne grupy	

� a b c d
a a b c d
b b c d a
c c d a b
d d a b c

� a b c d
a a b c d
b b a d c
c c d a b
d d c b a

	��� V grup�ch z pr�kladov  	��  	 a  	� a z predch�dzaj
ceho cvi�enia  	�
ur�te niektor� podmno�iny� ktor� s
 podgrupami dan�ch gr
p	 Sk
ste n�js� v�etky
podgrupy grupy �A��� z predch�dzaj
ceho cvi�enia	

	��� Je dan� mno�ina M � fx� yg	 Ur�te oper�ciu � tak� aby �M� �� bola grupa	
/lohu opakujte pre mno�inu M� � fx� y� zg	
	��� Dan� je mno�ina G � R � f&g a mno�ina

M � fx � R' x � a � b
p
 � �a� b� � Q�Q� �a �� & � b �� &�g�

Zistite� �i �trukt
ra �M� �� je podgrupou �trukt
ry �G� ��� kde ��� je oby�ajn� n�so�
benie re�lnych ��sel	

	��� Nech p� q� r � R s
 �ubovo�n�� ale pevne zvolen� re�lne ��sla	 Na mno�ine
v�etk�ch re�lnych ��sel de�nujte oper�ciu ��� takto� Ak a� b � R� tak a � b �
� pa� qb� r	 Ako treba voli� ��sla p� q� r� aby �R� �� bola

a� pologrupou# b� komutat�vnou pologrupou# c� monoidom#
d� komutat�vnym monoidom# e� grupou#
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	���� Dok��te� �e komplexn� jednotky �komplexn� ��sla tvaru cos� � i sin��
tvoria grupu vzh�adom na n�sobenie komplexn�ch ��sel	

	���� Nech �G�� �� a �G��
� s
 grupy	 Dok��te� �e �trukt
ra �G� � G���� je
grupa� ak oper�cia � je de�novan� takto� �a�� a��� �b�� b�� � �a� � b�� a� 
 b���

	��	� Nech a � G je �ubovo�n� pevne zvolen� prvok grupy G	 Dok��te� �e pod�
mno�ina fan'n � Zg je podgrupou grupy G	

	��
� N�jdite podgrupu adit�vnej grupy cel�ch ��sel generovan
 mno�inou
f � �� �g	
	���� V ka�dej abelovskej grupe tie prvky� ktor� s
 sami sebe inverzn� tvoria

podgrupu	 Dok��te to	

	��
� Nech a � G je �ubovo�n� prvok grupy G	 Ako sme poznamenali v pr�klade
 	!� r�d pogrupy �fag� generovanej prvkom a naz�vame r�dom prvku a	 Dok��te�
�e ak v�etky prvky danej grupy okrem neutr�lneho maj
 r�d dva� grupa je komu�
tat�vna	

	���� Nech H je nepr�zdna podmno�ina kone�nej grupy G	 Potom H je podgru�
pou grupy G pr�ve vtedy� ke� mno�ina H je uzavret� vzh�adom na oper�ciu grupy
G	 Dok��te to	
�Pozn�mka� Vid�me� �e pre kone�n� pr�pad nemus�me predpoklada�� �e mno�ina H
je uzavret� aj na inverzn� prvky	�

	���� Dok��te� �e vetu  	( mo�no zov�eobecni� takto� Nech S je nepr�zdny sys�
t�m podgr
p grupy G� Potom

T
H�S

H je tie� podgrupa grupy G�

x 
� Okruhy� obory integrity� polia

Ak na nepr�zdnej mno�ine de�nujeme dve bin�rne oper�cie maj
ce ur�it� vlast�
nosti a ur��me vz�ah medzi t�mito oper�ciami �napr�klad tak� ako sme to urobili
v de�n�cii �	(�� dostaneme algebraick
 �trukt
ru s dvoma oper�ciami	 Z viacer�ch
tak�chto �trukt
r zn�mych z algebry uvedieme v tomto paragrafe okruh a jeho
�peci�lne pr�pady� obor integrity	 teleso a pole	

De�n�cia 
��� Nech A je nepr�zdna mno�ina� na ktorej s
 de�novan� dve ope�
r�cie ��� a ���	 Potom �trukt
ra �A��� �� je okruh� ak s
 splnen� nasleduj
ce
podmienky�

�i� �A��� je komutat�vna grupa�
�ii� �A� �� je pologrupa�
�iii� Oper�cia ��� je distribut�vna vzh�adom na oper�ciu ���� t	j	 plat� �+DZ�

a �PDZ� z de�n�cie �	(	

Ak �A� �� je komutat�vna pologrupa� okruh �A��� �� naz�vame komutat�vnym
okruhom	
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Ak �A� �� je pologrupa s neutr�lnym prvkom� okruh �A��� �� naz�vame okruhom
s jednotkov�m prvkom	

Grupu �A��� naz�vame adit�vna grupa okruhu	 Neutr�lny prvok grupy �A���
vol�me nulov� prvok okruhu	 Ozna�ujeme ho &	

Pologrupu �A� �� naz�vame multiplikat�vna pologrupa okruhu	 Neutr�lny prvok
pologrupy �A� �� �ak existuje� naz�vame jednotkov�m prvkom okruhu	 Ozna�ujeme
ho �	

Okruh� ktor� obsahuje len nulov� prvok� t	j	 okruh �f&g��� �� naz�vame trivi�l

nym okruhom	 Okruh� ktor� obsahuje aspo� dva prvky je netrivi�lny	

Pr�klad 
��� Pros�me �itate�a� aby sa presved�il o tom� �e �trukt
ry �Z��� ���
�Q��� ��� �R��� ��� �C��� �� s
 okruhy	 V�etky tieto tzv	 ��seln� okruhy s
 komu�
tat�vne	

Pr�klad 
�	� Uvedieme pr�klad nekomutat�vneho okruhu	 V�etko potrebn� m��
me u� pripraven�	 Vezmeme mno�inu M v�etk�ch �tvorcov�ch mat�c  	 stup�a
s re�lnymi prvkami de�novan
 v pr�klade �	� spolu s oper�ciou ��� de�novanou
v pr�klade �	�& a oper�ciou ��� de�novanou v pr�klade �	�	 +ahko skontrolujeme�
�e �M��� je abelovsk� grupa	 To �e �M� �� je pologrupa� sme dok�zali v pr�klade
�	�	 Tam sme tie� uk�zali� �e oper�cia ��� nie je komutat�vna	 V pr�klade �	�$ sme
dok�zali� �e oper�cia ��� je distribut�vna vzh�adom na oper�ciu ���	 Teda �M��� ��
je nekomutat�vny okruh	 Ide o nekomutat�vny okruh s jednotkov�m prvkom �pozri
pr�klad �	� �	

Pr�klad 
�
� Ak vezmeme mno�inu �Z v�etk�ch p�rnych ��sel a oper�cie s��tania
a n�sobenia cel�ch ��sel� dostaneme okruh ��Z��� �� bez jednotkov�ho prvku	

Veta 
��� Nech & je nulov� prvok okruhu �A��� ��� Potom pre ka�d� prvok
a � A plat�

& � a � a � & � &�

D�kaz� Zvol�me �ubovo�n� prvok a � A	
Plat�

a � & � a � �& � &� � a � & � a � &���	��

a � & � a � & � &���	 �

+av� strany rovnost� ��	�� a ��	 � s
 rovnak�	 Preto sa musia rovna� aj prav�
strany� a � &� a � & � a � &�&� Pod�a pravidla �o ru�en��� ktor� plat� v grupe �A���
�pozri vetu  	� a pozn�mku  	 �� plat� a � & � &	 Podobne sa dok��e� �e & � a � &
�urobte to,�	 �

Veta 
�	� Nech a� b s
 
ubovo
n� prvky okruhu A� Potom plat�

��a� � b � a � ��b� � ��ab����	��

��a� � ��b� � ab���	$�

D�kaz� Dok��eme ��	��	 Je jasn�� �e prvok ��ab� je opa�n� prvok k prvku ab	
Dok��eme� �e aj ��a� � b je opa�n� prvok k prvku ab	 Skuto�ne� a � b � ��a� � b �
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� �a � ��a�� � b � & � b � &� kde sme pou�ili najprv distribut�vny z�kon a potom
vetu �	�	 Podobne sa dok��e aj ��a��b�a�b � &	 Ke��e ��� je asociat�vna oper�cia�
pod�a vety �	 opa�n� prvok je len jeden	 Preto ��a��b � ��ab�	 Podobne sa dok��e
a � ��b� � ��ab��

Dok��eme ��	$�	 Po��tame� ��a� � ��b� � ��a � ��b�� � ����a � b�� � ab�
Dvakr�t sme pou�ili vz�ah ��	��� potom fakt� �e opa�n� prvok prvku opa�n�ho
k dan�mu prvku je dan� prvok	 �

Pozn�mka 
��� Vz�ahy ��	��� ��	$� z vety �	 s
 tzv	 znamienkov� pravidl��
�m�nus kr�t plus je m�nus� a �m�nus kr�t m�nus je plus��

Veta 
�
� Nech �A��� �� je netrivi�lny okruh s jednotkov�m prvkom� Potom
& �� ��

D�kaz� Ak by & � �� tak pre nejak� a �� & by platilo & � a � � � a � a a z�rove�
& � a � &	 Odtia� m�me a � &� �o je spor s predpokladom	 �

Pod�a pozn�mky �	* mo�no v adit�vnej grupe okruhu �A��� �� de�nova� tzv	
celo��seln� n�sobky prvkov okruhu� t	j	 ak a � A a k � Z je kladn� cel� ��slo� tak
k � a � a� a � � � �� a� �z �

k razy

a tie� �k � a � ��a� � ��a� � � � �� ��a�� �z �
k razy

	 V okruhoch�

kde nem
�e pr�s� k omylu �napr�klad v ��seln�ch okruhoch alebo v okruhu mat�c
v pr�klade �	 � z�pis zjednodu�ujeme a miesto k � a p��eme len ka	 Tie� m�me
&� a � &� kde na �avej strane rovnosti znakom & sme ozna�ili cel� ��slo nula� zatia�
�o na pravej strane znak & je nulov� prvok okruhu	

Veta 
��� Nech �A��� �� je okruh� Potom pre ka�d� a� b � A a pre ka�d� h� k � Z
plat�

�h� k�� a � h� a � k � a

k � �a � b� � �k � a� � b � a � �k � b�

D�kaz� Je trivi�lny	 �

Pr�klad 
��� Dok��eme tvrdenie� Okruh �A��� �� je komutat�vny vtedy a len
vtedy� ke� v �om pre 
ubovo
n� prvky a� b � A plat�

�a � b�� � a� �  ab � b����	��

kde miesto z�pisu  � �ab� sme p�sali len  ab	

D�kaz tvrdenia� I	 Nech �A��� �� je komutat�vny okruh	 Potom �a � b�� �
� �a� b� � �a� b� � �a� b� � a��a� b� � b � a� � ba� ab� b� � a� � ab� ab� b� �
� a� �  ab � b�	 Pou�ili sme dva razy distribut�vny z�kon a potom okolnos�� �e
�A��� �� je komutat�vny okruh	

II	 Nech �A��� �� je okruh� v ktorom plat� �����	 Nech a� b s
 �ubovo�n� prvky
okruhu	 Po��tajme �a�b�� � �a�b���a�b� � �a�b��a��a�b��b � a��ba�ab�b�	
Ke��e ����� plat�� m�me�

a� �  ab � b� � a� � ba� ab � b��
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alebo
a� � ab� ab � b� � a� � ba � ab � b��

Po �vyru�en�� rovnak�ch �lenov dostaneme ab � ba� t	j	 okruh �A��� �� je komuta�
t�vny	 �

De�n�cia 
�	� Nech B je nepr�zdna podmno�ina okruhu �A��� ��	 Ak �trukt
ra
�B��� �� je tie� okruh� tak ho naz�vame podokruhom okruhu A	 Fakt� �e okruh B
je podokruhom okruhu A zapisujeme B �� A	

Pr�klad 
�
� Ka�d� netrivi�lny okruh �A��� �� m� dva trivi�lne podokruhy�
okruh �f&g��� �� a okruh �A��� ��	 Pravda okruhm
�e ma� aj netrivi�lne podokruhy	
Napr�klad okruhy �Z��� ��� �Q��� ��� �R��� ��� s
 netrivi�lne �naz�vame ich aj
vlastn�� podokruhy okruhu �C��� ��	
Veta 
�
� Nepr�zdna podmno�ina B okruhu �A��� �� je podokruhom okruhu A

pr�ve vtedy� ke� platia tieto podmienky�

Pre ka�d� a� b � B plat�� a� b � B��i�

Pre ka�d� a� b � B plat�� a � b � B��ii�

D�kaz� I	 Ak B je podokruhom okruhu A� tak podmienky �i� a �ii� zrejme platia	
II	 Nech pre nepr�zdnu podmno�inu B okruhu A platia podmienky �i� a �ii�	

Prv� podmienka je vlastne podmienkou vety  	� o podgrupe	 Preto grupa �B���
je podgrupou grupy �A���	 Podmienka �ii� implikuje� �e �B� �� je podpologrupou
pologrupy �A� �� �od
vodnite to,�	 Podobne �ahk� je dok�za�� �e aj v �B��� �� plat�
�av� i prav� distribut�vny z�kon	 �

Veta 
��� Nech S je syst�m �nie nutne v	etk�ch� podokruhov okruhu
�A��� ��� Potom aj

T
B�S

B je podokruhom okruhu A�

D�kaz� ktor� je podobn� d
kazu vety  	( �pozri aj pozn�mku  	�� sa vykon�
aplik�ciou vety �	� a ponech�va sa na �itate�a	 �

De�n�cia 
�
� Nech je dan� podmno�ina M okruhu A	 Nech S je syst�m v�et�
k�ch t�ch podokruhov okruhu A� z ktor�ch ka�d� obsahuje mno�inu M 	 �Zrejme
S �� �� lebo A � S	� Teda

S � fB' B �� A a z�rove� B �Mg

Podokruh� ktor� je prienikom v�etk�ch podokruhov syst�mu S ozna��me ��M �� a na�
zveme ho podokruhom generovan�m �vytvoren�m� mno�inou M 	

Prvky mno�iny M sa naz�vaj
 gener�tory podokruhu ��M ��	

Veta 
��� Podokruh ��M �� generovan� mno�inou M m� tieto dve vlastnosti�

�i� ��M �� �M �
�ii� Ak B �� A tak�� �e B �M� tak B � ��M ���

Podokruh ��M �� je vlastnos�ami �i� a �ii� jednozna�ne ur�en��

D�kaz je analogick� d
kazu vety  	� a tak si ho �itate� vykon� s�m	 �
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Pozn�mka 
�	� Poznamenajme podobne ako v pozn�mke  	(� �e ��M �� je v is�
tom zmysle najmen�� podokruh obsahuj
ci mno�inu M 	 Ke��e ka�d� podokruh
obsahuje aj trivi�lny podokruh f&g a pr�zdna mno�ina � je podmno�inou ka�d�ho
podokruhu� podokruh ����� � f&g	 Nasleduj
ca veta hovor� o tom� z �oho pozost�va
podokruh generovan� nepr�zdnou mno�inou	

Veta 
��� Nech �A��� �� je okruh a M � A jeho nepr�zdna podmno�ina� Potom
podokruh generovan� nepr�zdnou mno�inou M pozost�va zo v	etk�ch mo�n�ch
kone�n�ch s
�tov v	etk�ch mo�n�ch kone�n�ch s
�inov prvkovmno�inyM a prvkov
k nim opa�n�ch�

D�kaz� Ak mno�inu t�chto s
�tov ozna��me B� tak aplik�ciou vety �	� �ahko zis�
t�me� �e B je podokruh okruhu A	 Zrejme B �M � lebo B obsahuje � jedno�lenn��
s
�ty� z ktor�ch ka�d� je len � jedno�lenn�� s
�in rovn� nejak�mu prvku mno�iny
M �premyslite to,�	 Na druhej strane� ka�d� podokruh obsahuj
ci mno�inu M ob�
sahuje aj v�etky mo�n� kone�n� s
�ty v�etk�ch mo�n�ch kone�n�ch s
�inov prvkov
mno�iny M a prvkov k nim opa�n�ch	 Preto B sp"�a obe podmienky vety �	�	
M
�eme uzavrie� B � ��M ��	 �

D�sledok� Nech �A��� �� je komutat�vny okruh s jednotkov�m prvkom �� Nech
�B��� �� je jeho vlastn� podokruh tie� obsahuj
ci jednotkov� prvok �� �alej nech
u � A je tak� prvok� �e u �� B� Potom

��B 	 fug�� � fa
 � a�u� � � �� anu
n' ai � B� n � Ng�

D�kaz� Sta�� si uvedomi�� �e ka�d� prvok podokruhu ��B	fug�� je s
�tom prvkov
tvaru �b�b� � � � br � kde bi � B 	 fug	 Ak s t�chto prvkov je z podokruhu B� m�me
�b�b� � � � bs � ur�s	 Vidie�� �e ka�d� �len s
�tu m� tvar a � uk� kde a � B a k � N 	

�

Pozn�mka 
�
� Pr�ve dok�zan� d
sledok vyu�ijeme neskor�ie pri algebraickej
de�n�cii polyn�mov	

Pr�klad 
��� Uva�ujme o podokruhu okruhu �Z��� �� generovanom mno�inou
M � f�� �g	 Podobne ako v pr�klade  	� pomocou vety  	�� teraz pomocou vety �	!
�ahko zist�me� �e podokruh ��M �� � Z	

Pr�klad 
��� Uva�ujme o okruhu mat�c  	 stup�a s re�lnymi prvkami �M��� ��
z pr�kladu �	 	 Tento okruh m� t
 zvl��tnos�� �e v �om existuj
 nenulov� prvky�
ktor�ch s
�in je nulov� prvok	 Napr�klad nasleduj
ci s
�in nenulov�chmat�c �d�va�
nulov
 maticu	 �

� &
& &

�
�
�
& &
&  

�
�
�
& &
& &

�
�

De�n�cia 
��� Nech �A��� �� je okruh	 Prvok a � A naz�vame �av�m �prav�m�
delite�om nuly� ak k nemu existuje tak� prvok b � A� �e b �� & a plat� a � b � &
�b � a � &�	 Ak prvok a � A je prav�m alebo �av�m delite�om nuly� naz�vame ho
delite� nuly	

Pr�klad 
��� Ak b �� & je �ubovo�n� nenulov� prvok okruhu A� tak pod�a vety
�	� plat� & � b � b � & � &	 Vid�me� �e nulov� prvok okruhu je delite�om nuly	
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Naz�vame ho trivi�lnym delite�om nuly	 Trivi�lny delite� nuly teda obsahuje ka�d�
okruh	 Z pr�kladu �	� vidie�� �e existuj
 okruhy obsahuj
ce netrivi�lne delitele nuly�
t	j	 tak� delitele nuly� ktor� s
 nenulov�mi prvkami okruhu	

De�n�cia 
�
� Okruh �A��� ��� ktor� neobsahuje netrivi�lne delitele nuly naz��
vame obor integrity	 Teda v obore integrity plat��

���(� Ak a� b �� & s
 �nenulov�� prvky oboru integrity� tak a � b �� &	

In�mi slovami� Okruh A je obor integrity� ak jeho nenulov� prvky tvoria podpo�
logrupu jeho multiplikat�vnej pologrupy	

Pozn�mka 
��� V niektorej literat
re sa po�aduje� aby obor integrity �okrem
toho� �e nem� netrivi�lne delitele nuly� bol komutat�vny okruh s jednotkov�m prv�
kom	

Veta 
��� Netrivi�lny okruh �A��� �� je oborom integrity pr�ve vtedy� ke� pre
v	etky a� b� c � A� tak�� �e c �� & plat��

Rovnos� ca � cb implikuje a � b��+KNP�

rovnos� ac � bc implikuje a � b��PKNP�

In�mi slovami�Okruh je oborom integrity pr�ve vtedy� ke� sa v �om d� kr�ti� z
ava
i sprava nenulov�m prvkom�

Pozn�mka 
�
� V�roky �+KNP� a �PKNP� s
 �av� a prav� pravidlo o kr�ten�
nenulov�m prvkom	

D�kaz vety ���� I	 Nech A je obor integrity	 Dok��eme� �e v �om plat� hoci �av�
pravidlo o kr�ten� nenulov�m prvkom	 Nech teda a� b� c � A s
 tak� prvky� �e c �� &
a z�rove� ca � cb	 Odtia� m�me ca � cb � & a odtia� c�a � b� � &	 Ke��e c �� &
a okruh A neobsahuje netrivi�lne delitele nuly� mus� by� a � b � &� �i�e a � b	
Pravidlo �PKNP� sa dok��e podobne	

II	 Nech v okruhu �A��� �� plat� �av� i prav� pravidlo o kr�ten� nenulov�m prv�
kom	 Dok��eme� �e okruh je oborom integrity� t	j	 neobsahuje netrivi�lne delitele
nuly	 Aby sme to dok�zali� predpokladajme� �e a� x � A s
 tak� prvky� �e a �� &
a z�rove� ax � &	 Posledn
 rovnos� mo�no nap�sa� takto� a � x � a � &� odkia� po
kr�ten� z�ava nenulov�m prvkom a dostaneme x � &	 To znamen�� �e A neobsahuje
netrivi�lne delitele nuly� �i�e je obor integrity	 �

De�n�cia 
��� Nech �T��� �� je okruh s jednotkov�m prvkom	 Okruh �T��� ��
naz�vame telesom� ak v jeho multiplikat�vnej pologrupe �T� �� m� ka�d� nenulov�
prvok inverzn� prvok	

In�mi slovami� Okruh �T��� �� je teleso� ak �trukt
ra �T � f&g� �� je grupa	 Na�
z�vame ju multiplikat�vna grupa telesa	

Ak teleso �F��� �� je komutat�vny okruh� naz�vame ho pole	

Pr�klad 
��� Pomocou vedomost� zo strednej �koly �ahko over�me� �e okruhy
�Q��� ��� �R��� ��� �C��� �� s
 komutat�vne teles�� teda polia	

Pr�klad 
���� Nech F je mno�ina ur�en� takto�

F � fa� b
p
 ' a� b � Qg�
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Na mno�ine F de�nujeme oby�ajn� s��tanie ��� a n�sobenie ��� re�lnych ��sel	
Dok��eme� �e �trukt
ra �F��� �� je pole	

)itate� m
�e �ahko zisti�� �e �trukt
ra �F��� je abelovsk� grupa	
Podobne �ahko zist�me� �e �F� �� je komutat�vna pologrupa s jednotkov�m prvkom

� � & � p 	 Je to zrejm�� ke��e n�sobenie re�lnych ��sel je asociat�vne a s
�in �a �
b
p
 ��a� � b�

p
 � � �aa� �  bb�� � �ab� � ba��

p
 je op�� z po�a F 	

Zost�va zisti�� �e ak x � a � b
p
 �� & � &�

p
 � tak existuje inverzn� prvok

k tomuto prvku	 Presved��me sa o tom� �e inverzn� prvok je

x�� �
a

a� �  b�
�

�b
a� �  b�

p
 �

Skuto�ne�

�a � b
p
 ��

a

a� �  b�
�

�b
a� �  b�

p
 � �

�
a�

a� �  b�
�

�ab
a� �  b�

p
 �

ab

a� �  b�
p
 �  b�

a� �  b�
�
a� �  b�

a� �  b�
� � � &�

p
 �

Samozrejme� treba e�te dok�za�� �e ak a � b
p
 �� &� tak aj a� �  b� �� &	 Pone�

ch�me to na �itate�a	
Ke��e distribut�vny z�kon �n�sobenie je distribut�vne vzh�adom na s��tanie� plat�

v celom obore re�lnych ��sel� plat� zrejme aj v mno�ine F 	

Pozn�mka 
��� Vn�mavej�� �itate� iste postrehol� �e na tomto mieste by bolo
treba uvies� pr�klad telesa� �o nie je pole� t	j	 m� nekomutat�vne n�sobenie	 Tak�to
teles� skuto�ne existuj
	 S pr�kladom nekomutat�vneho telesa sa stretneme v prie�
behu �al�ieho �t
dia algebry	

Veta 
���� Ka�d� teleso �T��� �� je obor integrity�
D�kaz� Pod�a vety �	* sta�� dok�za�� �e v telese mo�no kr�ti� �z�ava i sprava�

nenulov�m prvkom	 Dok��eme napr	 prav� kr�tenie ��av� sa dok��e podobne�	 Nech
a� b� c � T s
 �ubovo�n� prvky telesa T � tak� �e c �� & a z�rove� ac � bc	 Potom
pod�a de�n�cie �	( k prvku c �� & existuje inverzn� prvok c��	 Ak n�m vyn�sob�me
rovnos� ac � bc sprava� dostaneme �ac� � c�� � �bc� � c��� odkia� po uplatnen�
asociat�vneho z�kona a vlastnosti jednotkov�ho prvku okruhu m�me a � b� ��m je
kr�tenie nenulov�m prvkom sprava dok�zan�	 �

Veta 
���� Okruh cel�ch ��sel �Z��� �� je obor integrity�

D�kaz� Okruh cel�ch ��sel je podokruhom okruhu racion�lnych ��sel	 Ale okruh
racion�lnych ��sel je telesom� teda aj oborom integrity� �i�e neobsahuje netrivi�lne
delitele nuly	 Nem
�e ich teda obsahova� ani okruh cel�ch ��sel	 �

In� d
kaz tejto vety uvedieme neskor�ie	 )itate� ho m
�e n�js� napr�klad v skrip�
te ���� kap	 VIII� veta �	� �	

Pozn�mka 
��� Pod�a viet �	�& a �	�� ��seln� polia �Q��� ��� �R��� ��� �C��� ���
ako aj okruh cel�ch ��sel �Z��� �� s
 obormi integrity	 Ke��e neobsahuj
 netrivi�lne
delitele nuly� plat� v nich tvrdenie zn�me zo strednej �koly� Ak s
�in dvoch ��sel sa
rovn� nule� tak jeden alebo druh� �inite
 sa rovn� nule� )itate� nech si uvedom��
�e toto tvrdenie nem� �v�eobecn
� platnos�	 Neplat� v okruhoch� �o nie s
 obormi
integrity	



x �� Okruhy
 obory integrity
 polia ��

De�n�cia 
��� Nech �T��� �� je teleso	 Ak S je tak� podmno�ina telesa T � �e
�S��� �� je tie� teleso� tak S naz�vame podtelesom telesa T 	 Ozna�ujeme� S �� T 	

V pr�pade komutat�vneho telesa �po�a� pou��vame n�zov podpole	

Pr�klad 
���� Polia �Q��� ��� �R��� �� s
 podpoliami po�a �C��� ��	
Veta 
��	� Nepr�zdna podmno�ina S telesa �T��� �� je podtelesom telesa T

pr�ve vtedy� ke� platia tieto podmienky�

Pre ka�d� a� b � S plat�� a � b � S��i�

Pre ka�d� a� b � S plat�� a � b � S��ii�

Pre ka�d� a � S tak�� �e a �� &� plat�� a�� � S��iii�

D�kaz ponech�me na �itate�a	 �

Cvi�enia


��� Zistite� �i nasleduj
ce ��seln� mno�iny s oper�ciami oby�ajn�ho s��tania
a n�sobenia s
 okruhom� oborom integrity� alebo po�om	

a� H � fa� b
p
� ' a� b � Zg�

b� K � fa � b
p
� ' a� b � Qg�

c� L � fa � b
p
 � c

p
� ' a� b� c � Qg�

d� M � fa� b
p
 � c

p
� � d

p
( ' a� b� c� d � Qg	


�	� Zistite� �i mno�ina M � fa� b� c� dg s oper�ciami ��� a ��� de�novan�mi
nasleduj
cimi Cayleyho tabu�kami

� a b c d
a a b c d
b b c d a
c c d a b
d d a b c

� a b c d
a a a a a
b a b c d
c a c a c
d a d c b

tvor� okruh	 Je to obor integrity# Je to teleso#


�
� Dok��te� �e mno�ina M � fa� b� cg s oper�ciami ��� je teleso �teda
syst�m �M����� je teleso�	

� a b c

a a b c
b b c a
c c a b

� a b c

a a a a
b a b c
c a c b


��� Zistite� �i mno�ina v�etk�ch cel�ch ��sel je okruhom �oborom integrity�
vzh�adom na oper�cie ��
� ktor� s
 dan� vz�ahmi

x� y � x� y � �� x
 y � x� y � xy�
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kde x� y s
 �ubovo�n� cel� ��sla	


�
� Zistite� �i �trukt
ra �Z���
�� kde
a � b � a � b�  a 
 b � ab �  a�  b�  �

a a� b s
 �ubovo�n� cel� ��sla je okruhom	 Je to obor integrity#


��� Dok��te� �e ak v okruhu �A��� �� pre ka�d� a � A plat� a� � a� tak A je
komutat�vny okruh	
�N�vod� Najprv dok��te� �e pre ka�d� a � A plat� a� a � &	�


��� Dok��te� �e �Z���
� je obor integrity� ke�

a� b � a� b � �� a 
 b � a � b � ab�

kde a� b s
 �ubovo�n� cel� ��sla	


��� Nech �A��� ��� �B��� �� s
 okruhy	 Nech v mno�ine �A �B��� �� s
 dan�
oper�cie ��� a ��� takto� Pre ka�d� �x� y�� �u� v� � A�B plat�

�x� y� � �u� v� � �x� u� y � v� a �x� y� � �u� v� � �x � u� y � v��
Potom �trukt
ra �A �B��� �� je tie� okruhom	 Dok��te to	

Pozn�mka Zrejme nevad�� �e oper�cie vo v�etk�ch troch okruhoch ozna�ujeme
rovnako	 Okruh �A�B��� �� naz�vame direktn�m s
�tom okruhov �A��� ��� �B��� ��	

��� Dok��te� �e direktn� s
�et dvoch oborov integrity nie je oborom integrity	


����NechR je mno�ina re�lnych ��sel	 Nech �alej ��� a �
� s
 bin�rne oper�cie
de�novan� na mno�ine R�R dan� takto�

a� �a� b� � �c� d� � �ac� bc � d�� �a� b� 
 �c� d� � �ac� bd��
b� �a� b� � �c� d� � �a � c� b� d�� �a� b� 
 �c� d� � �ac� bc� ad� bd��
c� �a� b� � �c� d� � �ad � bc� bd�� �a� b� 
 �c� d� � �ac� bd��

kde a� b� c� d s
 �ubovo�n� re�lne ��sla	 Rozhodnite� �i �trukt
ra �R � R���
� je
okruh� komutat�vny okruh pr�padne okruh s jednotkov�m prvkom	


���� Nech

M �
��

a b
�b a

�
' a� b � R

�
�

Dok��te� �e �trukt
ra �M��� �� je pole	


��	� Rozhodnite� �i platia v�roky
a� Ka�d� podokruh po�a je pole	
b� Ka�d� nadokruh po�a je pole	

Ak �no� dok��te pr�slu�n� v�rok� ak nie� n�jdite kontrapr�klad	



x �� Okruhy
 zvy�kov�ch tried �


x �� Okruhy zvy�kov�ch tried

Na za�iatku tohto paragrafu si uvedieme niektor� vlastnosti cel�ch ��sel zalo�en�
na bin�rnej rel�cii �del��	 Najprv dok��eme nasleduj
cu vetu	

Veta ��� �veta o delen� so zvy�kom�	 Nech a� b � Z s
 
ubovo
n� cel� ��sla tak��
�e b �� &� Potom existuj
 jednozna�ne ur�en� cel� ��sla q� r � Z tak�� �e plat� rovnos�

�$	�� a � b � q � r� kde & � r � jbj�

D�kaz� Najprv dok��eme� �e sta�� uva�ova� o pr�pade� ke� cel� ��slo b je kladn�	
Naozaj� Ak by existovali jednozna�ne ur�en� cel� ��sla q� r pre �ubovo�n� cel� ��slo a
a kladn� cel� ��slo b tak�� aby platilo a � bq � r� kde & � r � b � jbj� potom by
platilo aj a � ��b���q� � r� kde & � r � b � jbj � j � bj	 )itate� nech si uvedom��
�e z jednozna�nosti q pod�a vety �	 vypl�va aj jednozna�nos� �q	

A	 Existencia	 Nech s
 teda dan� �ubovo�n� cel� ��sla a� b tak�� �e b � &	 Najprv
de�nujme mno�inu

M � fb � k' k � Zg�
M�me dve mo�nosti�

�� a � M 	 Potom existuje cel� ��slo s � Z tak�� �e a � b � s� �i�e a � bs � &	
Vid�me� �e q � s a s
�asne r � &� �i�e existencia ��sel q� r je pre tento pr�pad
dok�zan�	 �Zrejme & � r � b� lebo r � & a b � &	�

 � a �� M ��itate� si premysl�� �e v tomto pr�pade b �� ��	 Potom zrejme��

existuje cel� ��slo q tak�� �e bq � a � b�q � ��� �i�e bq � a � bq � b	 Odtia� m�me
& � a � bq � b	 Teraz polo�me a � bq � r	 Vid�me� �e

a � bq � r� kde & � r � b�

Ak vezmeme do 
vahy aj v�sledok ��� m�me

a � bq � r� kde & � r � b�

alebo vzh�adom na to� �e b � &

a � bq � r� kde & � r � jbj�

T�m je existencia ��sel q� r � Z tak�ch� �e plat� �$	�� dok�zan�	
B	 Jednozna�nos�	 Nepriamo	 Budeme predpoklada�� �e existuj
 dve r
zne dvo�

jice q�� r� a q�� r� tak� �e

a � bq� � r�� kde & � r� � b�

a � bq� � r�� kde & � r� � b�

��T�to �zrejmos�� je zalo�en� na tom
 �e �itate m� dobr! predstavu o rozlo�en" �"sel mno�iny
M na �"selnej osi� Presn� d#kaz vyu�"vaj!ci pojem �dobr� usporiadanie mno�iny prirodzen�ch
�"sel� bude vykonan� v predmete te�ria �"sel�



�� Kapitola � Z�KLADN� ALGEBRAICK� �TRUKT�RY

Ak by q� � q� mali by sme
bq� � r� � bq� � r��

odkia� r� � r� a dvojice by boli rovnak�� �o je v spore s predpokladom	 Nech preto
q� �� q� napr	 q� � q�	 Potom q� � � � q�	 Z toho vypl�va bq� � b � bq�	 Preto
m�me a � bq� � r� � bq� � b � bq� � a� t	j	 a � a� �o je spor	 �

Pr�klad ���� Ak si zvol�me cel� ��slo n v���ie ako jeden a budeme n�m deli�
cel� ��sla� pri delen� m
�eme dosta� n r
znych nez�porn�ch zvy�kov	 S
 to zvy�ky
&� ��  � � � � � n � �	 Napr	 ak n � ( m�me zvy�ky &� ��  � �� $� �	 Pri delen� ��sla  &
m�me zvy�ok  � lebo  & � ( � � �  � pri delen� �� zvy�ok �� lebo �� � ( �  � �	 Ak�
zvy�ok bude� ak ��slom ( vydel�me ���# P��eme ��� � ( � �� � � ����	 Dostali
sme �zvy�ok� ��	 Nie sme spokojn�� lebo to nie je nez�porn� cel� ��slo	 Po��tajme�
��� � (�� � � ���� � (� ( � (�� � �� � ���� � ( � ( � ���� � �	 Zvy�ok je �	

De�n�cia ���� Nech a� b � Z s
 cel� ��sla	 Hovor�me� �e ��slo a del� ��slo b�
�o zapisujeme a j b� ak existuje ��slo c � Z tak�� �e b � a � c	 Ak tak� cel� ��slo c
neexistuje� tak hovor�me� �e a nedel� b� �o zapisujeme a � b	

Pr�klad ��	� Vid�me� �e � j � � �� j � � � j &� � j �� � �  a pod	

Veta ��	� Rel�cia
�
j � de�novan� na mno�ine Z v de�n�cii ��� m� nasledovn�

vlastnosti� Pre v	etky a� b� c� x� y � Z plat��

��� a j &�
� � & j a pr�ve vtedy� ke� a � &�
��� ak a j b� tak ��a� j b� a j ��b�� ��a� j ��b��
�$� a j a�
��� ak a j b a z�rove� b j c� tak a j c�
�(� ak a j b� tak a j bc�
��� ak a j b� tak ac j bc�
�!� ak ac j bc a z�rove� c �� &� tak a j b�
�*� ak a j b � c a z�rove� a j b� tak a j c�

��&� ak a j b a z�rove� a j c� tak a j �bx � cy�� ��

D�kaz uveden�ch tvrden� je jednoduch�	 Ponech�me ho �itate�ovi �cvi�enie $	��	
�

Pozn�mka ���� Z vlastnosti �$� a ��� vypl�va� �e rel�cia
0
j 1 je re2ex�vna

a tranzit�vna	

De�n�cia ��	� Nech a� b s
 �ubovo�n� cel� ��sla	 Nech cel� ��slo d m� tieto
vlastnosti�

d j a a z�rove� d j b��i�

ak d� je tak� cel� ��slo� �e d� j a a z�rove� d� j b� tak d� j d��ii�

Potom ��slo d naz�vame najv����m spolo�n�m delite�om �v skratke NSD� cel�ch
��sel a� b	 3alej ozna��me jdj � �a� b�	

In�mi slovami� Najv���� spolo�n� delite� je tak� spolo�n� delite�� ktor� delia
v�etky spolo�n� delitele	

��M#�eme p"sa� aj a j bx$ cy
 teda bez z�tvorky �pre�o%��



x �� Okruhy
 zvy�kov�ch tried ��

Pozn�mka ��	� )itate� �ahko skontroluje� �e ak d je NSD ��sel a� b� tak aj �d je
ich najv����m spolo�n�m delite�om	 Ak napr�klad a � � � b � �!� tak ich spolo�n�
delitele s
� �(����� ���� ��  � �� ( a ich NSD je ��slo ( ako aj �(	 Vidie�� �e NSD
v
bec nemus� by� �najv����� v zmysle usporiadania cel�ch ��sel	 Nez�porn� NSD
sme ozna�ili �a� b�	 Preto �� � �!� � (	

Okrem toho hne� vidie�� �e �a� b� � �b� a�� �a� &� � jaj� �&� b� � jbj� �&� &� � & pre
v�etky a� b � Z	

Veta ��
� Nech a� b s
 
ubovo
n� cel� ��sla� Potom existuje ich najv��	� spolo�n�
delite
�

D�kaz� Vzh�adom na pozn�mku $	 sta�� n�js� najv���� spolo�n� delite� pre ne�
nulov� cel� ��sla	 Nech teda a �� &� b �� &	 Vzh�adom na t
 ist
 pozn�mku sta��
n�js� tak� NSD� ktor� je kladn�	 To urob�me takto�

Najprv de�nujeme mno�inu M � fax � by' x� y � Zg	 Hovor�me� �e tak�to
mno�ina je mno�inou v�etk�ch line�rnych kombin�ci� ��sel a� b	 +ahko zist�me� �e
M obsahuje aj kladn� cel� ��sla	 Naozaj� ak a je kladn�� sta�� voli� x � �� y � &�
ak a je z�porn�� sta�� voli� x � ��� y � &	 Nech d � ax
 � by
 je najmen�ie kladn�
cel� ��slo z mno�iny M 	 Dok��eme� �e d � �a� b�	 Pod�a vety $	� existuj
 cel� ��sla
q� r tak�� �e plat�

a � dq � r� kde & � r � d	
Po��tajme

a � dq � r � �ax
 � by
�q � r�
odkia� m�me

r � a � �ax
 � by
�q � a�� � x
q� � b��y
�q	
Vid�me� �e r � M 	 Ke��e & � r � d a d je najmen�ie kladn� ��slo z mno�iny M �
mus� by� r � &	 Preto a � dq� �i�e d j a	 Analogicky dok��eme� �e d j b	 Teda
d m� prv
 vlastnos� najv���ieho spolo�n�ho delite�a	 Dok��eme� �e m� aj druh

vlastnos�	 Nech d� je tak� cel� ��slo� �e d� j a a z�rove� d� j b	 Potom pod�a ��&�
vety $	 d� j �ax
 � by
� � d	 T�m sme dok�zali� �e d � �a� b�	 �

D�sledok� Nech d je najv��	� spolo�n� delite
 cel�ch ��sel a� b� Potom existuj

cel� ��sla x
� y
� tak�� �e d � ax
 � by
�

D�kaz� a� Predpokladajme najsk
r� �e d � &	 Ak niektor� z ��sel napr	 b je rovn�
nule a druh� �ubovo�n�� m�me d � jaj � �a� &�	 Potom ak a � &� pr�slu�n� vyjadrenie
je d � a���&�c ���slo c je �ubovo�n� cel� ��slo�� ak a � &� tak d � �a � a������&�c
je pr�slu�n� vyjadrenie	 Ak s
 obe nenulov�� vyjadrenie d � ax
 � by
 sme na�li
v d
kaze vety $	�	

b� Teraz predpokladajme d � &	 Pod�a bodu a� n�jdeme vyjadrenie jdj �
� ax
 � by
� odkia� m�me d � a��x
� � b��y
�	 �

De�n�cia ��
� Kladn� cel� ��slo p �� � sa naz�va prvo��slo� ak ho delia len tieto
��sla� �� ��� p� �p	 Teda prvo��sla s
  � �� �� �� � � � 	
De�n�cia ���� Cel� ��sla a� b naz�vame nes�delite�n�� ak �a� b� � �	

Pozn�mka ��
� Prvo��slo p je nes
delite�n� s ka�d�m nenulov�m cel�m ��slom
r
znym od �p	



�� Kapitola � Z�KLADN� ALGEBRAICK� �TRUKT�RY

Veta ���� Nech a� b� c s
 cel� ��sla tak�� �e a j bc a tie� �a� b� � �� Potom a j c�
D�kaz� Ak c � &� veta plat�	 Nech c �� &	 Pod�a d
sledku vety $	� existuj
 cel�

��sla x
� y
� tak�� �e ax
 � by
 � �	 Odtia�� po vyn�soben� rovnosti ��slom c� m�me
acx
 � bcy
 � c	 Vidie�� �e ��slo a del� �av
 stranu rovnosti	 Preto a j c� �o sme
chceli dok�za�	 �

De�n�cia ��
� Nech je dan� pevne zvolen� cel� ��slo n �  	 Na mno�ine Z
de�nujme bin�rnu rel�ciu �� �mod n�� takto�

Pre v�etky a� b � Z a � b �mod n� vtedy a len vtedy� ke� n j a� b�

Potom bin�rnu rel�ciu �� �mod n�� naz�vame kongruenciou pod�a modulu n	
Vz�ah a � b �mod n� ��tame� � a kongruentn� b modulo n�	

Pr�klad ��
� Nech n � (	 Potom ��$ � �& �mod (�� lebo ��$ � �& � � $
a ( j �� $�	 Podobne � � �* �mod (�� lebo ( j ��� � � �� �*	

Veta ��
� Rel�cia �� �mod n�� z de�n�cie ��� je rel�ciou ekvivalencie na
mno�ine Z�

D�kaz� Dok��eme� �e rel�cia kongruencie je re2ex�vna� symetrick� a tranzit�vna	
Nech a� b� c s
 �ubovo�n� cel� ��sla	

�� Plat� a j &� teda aj a j a � a� �i�e a � a �mod n�� t	j	 rel�cia je re2ex�vna	
 � Ak a � b �mod n�� tak n j a�b	 Preto aj n j b�a� �i�e b � a �mod n�	 Vidie��

�e rel�cia je symetrick�	
�� Ak a � b �mod n� a z�rove� b � c �mod n�� tak n j a� b a z�rove� n j b� c	

Preto n j �a� b� � �b� c� � a� c� �i�e a � c �mod n�� t	j	 rel�cia je tranzit�vna	 �

)itate� u� vie� ka�d� rel�cia ekvivalencie �rozdel�� mno�inu na ktorej p
sob� na
disjunktn� triedy	 Preto ak je na mno�ine Z de�novan� rel�cie kongruencie� je t�m
tie� dan� jej rozklad na disjunktn� triedy	 Nech a je �ubovo�n� cel� ��slo	 Trieda�
ktor
 de�nuje je dan� takto�

� � a � fx � Z' x � a �mod n�g�

Triedy � � naz�vame zvy�kov� triedy pod�a modulu n� alebo krat�ie zvy�kov� triedy
modulo n	 Dok��eme o nich nieko�ko pomocn�ch viet	 Najprv poznamenajme� �e
ka�d� cel� ��slo a � Z patr� do triedy� ktor
 de�nuje� t	j	 a � a	 3alej� dve r
zne
zvy�kov� triedy s
 aj disjunktn�� t	j	 a �� b � a � b � � �cvi�enie $	(�	

Lema ���� Nech a� � a� Potom a � a�� In�mi slovami� Zvy	kov� trieda je
ur�en� 
ubovo
n�m svoj�m prvkom�

D�kaz� Najprv poznamenajme� �e ak a� � a� tak a� � a �mod n�	 M�me dok�za�
rovnos� mno��n a a a�	

�� Nech x � a� �o znamen� x � a �mod n�	 Ale je aj a � a� �mod n�� a tak
m�me �tranzit�vnos�� x � a� �mod n�� t	j	 x � a�	 Ke��e x je �ubovo�n� prvok
triedy a� plat� a � a�	

 � Inkl
zia a� � a sa dok��e podobne	 M�me tak a � a�	 �



x �� Okruhy
 zvy�kov�ch tried ��

Lema ��	� Dve cel� ��sla x� y � Z patria do tej istej zvy	kovej triedy pr�ve
vtedy� ke� x � y �mod n��

D�kaz� I	 Nech x � a a z�rove� x � y �mod n�	 Potom a � x �mod n� a z�ro�
ve� x � y �mod n�� z �oho vypl�va a � y �mod n�� �o znamen� y � a	

II	 Nech x � a a z�rove� y � a	 Odtia� m�me x � a �mod n� a z�rove� a � y
�mod n�� �i�e x � y �mod n�	 �

Lema ��
� Dve cel� ��sla x� y � Z patria do tej istej zvy	kovej triedy pr�ve
vtedy� ke� po delen� ��slom n d�vaj
 ten ist� zvy	ok�

D�kaz� I	 Nech d�vaj
 ten ist� zvy�ok r� t	j	

x � nq� � r�

y � nq� � r�

Po od��tan� m�me
x � y � n�q� � q���

odkia� vypl�va n j x � y alebo x � y �mod n�	 Potom pod�a lemy $	 patria do tej
istej zvy�kovej triedy	

II	 Nech cel� ��sla x� y patria do tej istej zvy�kovej triedy	 Potom pod�a lemy $	 
plat� x � y �mod n�� �i�e n j x � y	 To znamen�� �e existuje cel� ��slo k� tak�� �e
x � y � kn	 Nech

x � nq� � r�� pri�om & � r� � n�

y � nq� � r�� pri�om & � r� � n�

Od��tan�m a �al�ou 
pravou m�me

x � y � n�q� � q�� � r� � r��

kn � n�q� � q�� � r� � r��

n�k � q� � q�� � r� � r��

Vidie�� �e ��slo r� � r� je n�sobkom ��sla n� pri�om & � jr� � r�j � n	 To m
�e
nasta� len vtedy� ke� r� � r� � &� �i�e ke� r� � r�	 �

Lema ���� Nech a� b� a�� b� s
 tak� cel� ��sla� �e plat��

a� � a �mod n� b� � b �mod n�

Potom plat� tie��

a� � b� � a� b �mod n� a� � b� � a � b �mod n��

In�mi slovami� Kongruencia modulo n �zachov�va� oper�ciu s��tania i n�sobenia
cel�ch ��sel�

D�kaz� �� Dok��eme� �e zachov�va s��tanie	 Nech a� � a �mod n� a z�rove�
b� � b �mod n�	 Potom n j a� � a a z�rove� n j b� � b� odkia� n j a� � a � b� � b
alebo n j a� � b� � �a � b�� �i�e a� � b� � a � b �mod n�	



�� Kapitola � Z�KLADN� ALGEBRAICK� �TRUKT�RY

 � Dok��eme� �e zachov�va n�sobenie	 Nech a� � a �mod n� a z�rove�
b� � b �mod n�	 Potom n j a� � a a z�rove� n j b� � b� odkia� n j a�b� � ab�
a z�rove� n j ab� � ab	 Potom n j a�b� � ab� � ab� � ab� �i�e n j a�b� � ab alebo
a�b� � ab �mod n�	

�

Cie�om �al��ch 
vah je uvies� de�n�ciu a najjednoduch�ie vlastnosti okruhu zvy��
kov�ch tried	

Uva�ujme o mno�ine cel�ch ��sel Z � f� � � ��$����� ���� &� ��  � �� $� � � � g	
Dok�zali sme �veta $	��� �e ak m�me dve cel� ��sla a� n� kde n � �� tak existuj

jednozna�ne dan� cel� ��sla q� r tak�� �e a � nq � r� kde r � f&� ��  � � � � � n � �g	
Ku ka�d�mu cel�mu ��slu a je teda jednozna�ne ur�en� zvy�ok r� ktor� dostaneme
po delen� ��sla a ��slom n	 To znamen�� �e v�etky cel� ��sla sa daj
 roztriedi� do n
tried pod�a toho� ak� zvy�ok �d�vaj
� po delen� ��slom n	 Tieto tzv	 zvy�kov� triedy
pod�a lemy $	 a $	� s
 vlastne triedy kongruencie pod�a modulu n	 Zvy�kov� triedy
v s
hlase s vy��ie uveden�m ozna��me &� ��  � � � � � n � �	 Do triedy & d�me v�etky
cel� ��sla ktor� d�vaj
 zvy�ok &� do � tie cel� ��sla� ktor� d�vaj
 zvy�ok �� at�	
Zrejme plat� Z � &	�	 	� � �	 �n � ��� Okrem toho� Ak a �� b� tak a� b � ��
Syst�m zvy�kov�ch tried budeme ozna�ova� znakom Zn	 Teda

Zn � f&� ��  � � � � � n� �g�
Pr�klad ���� Ak n � (� ide o tieto zvy�kov� triedy�

& � f� � � ���!��� ��(� &� (� � � �!� � � � g�
� � f� � � ������������ �� �� ��� �*� � � � g�
 � f� � � ���(���&��$�  � !� �$�  &� � � � g�
� � f� � � ����� � *���� �� *� ���  �� � � � g�
$ � f� � � ���$� � !�� � $� �&� �(�   � � � � g�
� � f� � � ����� � ����� �� ��� ���  �� � � � g�

Syst�m Z� � f&� ��  � �� $� �g je teda mno�inou zvy�kov�ch tried pod�a modulu (	
)itate�ovi odpor
�ame� aby si podobne ur�il mno�iny Z�� Z�� Z�� Z� a Z�	

Pr�klad ��
� Pod�a toho �o sme povedali� plat�� Ak cel� ��slo a patr� do triedy
x � Zn� tak ho mo�no p�sa� v tvare a � n � q � x	 Napr�klad ak a �  �  � Z�� tak
a � (q �  ' ak  � Z�� tak a � �q �  � at�	 Preto zvy�kov� triedy mno�iny Zn
m
�eme �ahko zap�sa� aj takto�

& � fx � Z' x � nq� q � Zg�
� � fx � Z' x � nq � �� q � Zg�
 � fx � Z' x � nq �  � q � Zg�
			

n� � � fx � Z' x � nq � n� �� q � Zg�
)itate� nech si analogick�m sp
sobom nap��e triedy syst�mov Z�� Z�� Z�� Z� a Z�	
Tie� je dobr� uvedomi� si� �e & � &� � � �� � � � � n� � � n� �	

Teraz na mno�ine Zn de�nujeme oper�cie s��tania a n�sobenia	



x �� Okruhy
 zvy�kov�ch tried ��

De�n�cia ���� Na mno�ine zvy�kov�ch tried Zn de�nujeme oper�cie ��� a ���
takto� Nech a� b s
 �ubovo�n� prvky mno�iny Zn	 Potom

a � b � a � b� a � b � a � b�

S��tanie a n�sobenie tried v de�n�cii $	( sme de�novali pomocou tzv	 �repre�
zentantov tried�	 Naozaj a � a a b � b	 Triedy a� b sme s��tali tak� �e sme
vykonali s
�et ich reprezentantov a � b a s
�tom bola trieda a � b� ktor
 tento
s
�et de�noval t	j	 trieda� do ktorej patr� s
�et a � b	 Podobne sme de�novali aj
s
�in	 Aby sme na�e 
vahy polo�ili na seri�zny z�klad� mus�me dok�za�� �e s
�et
tried� ani ich s
�in� nez�vis� od v�beru reprezentantov� t	j	 v�sledok bude tak� ist�
nech u� vyberieme reprezentantov akoko�vek	 To dok��eme v nasleduj
cej vete	

Veta ���� Nech a� b s
 
ubovo
n� triedy syst�mu zvy	kov�ch tried Zn� Nech
a� � a� b� � b� Potom

a� � b� � a � b a� � b� � a � b

In�mi slovami� S
�et ani s
�in tried nez�vis� od reprezentantov tried� pomocou
ktor�ch de�nujeme v�sledn� triedy�

D�kaz� �� Pre s
�et� Nech a� � a� b� � b	 Potom a� � a �mod n� a tie� b� � b
�mod n�	 Pod�a lemy $	$ m�me a� � b� � a� b �mod n�� ale potom pod�a lemy $	 
a� � b� � a� b	

 � D
kaz pre s
�in sa vykon� podobne	 �

Pr�klad ���� S��tajme napr	 triedy � a � � Z�	 V triede � zvo�me napr	 �*�
v triede � zvo�me hoci  �	 Pozrime sa kde padne s
�et �* �  � � �$	 Vid�me� �e
�$ �  	 Teda � � � �  	 Ak zvol�me in�ch reprezentantov napr	 * � �� �� � ��
vid�me� �e znova * � �� �  & �  	 Samozrejme� za reprezentantov tried r a s
m
�eme zvoli� aj r� s� lebo r � r� s � s a zjednodu�i� si tak po��tanie	 Podobne
pre s
�in	 Vyn�sobme tie ist� triedy � a � � Z�	 V triede � zvo�me ako vy��ie
�*� v triede � zvo�me  �	 Pozrime sa kde padne s
�in �* �  � � � &�	 Vid�me� �e
� &� � �	 Teda � � � � �	 Ak zvol�me * � �� �� � �� vid�me� �e aj * � �� � ** � �	

Veta ���� Ak v mno�ine zvy	kov�ch tried modulo n de�nujeme oper�cie

�
� � a

�
� � ako v de�n�cii ���� tak 	trukt
ra �Zn��� �� je komutat�vny okruh

s jednotkov�m prvkom�

D�kaz� I	 Dok��eme� �e �trukt
ra �Z��� je abelovsk� grupa	
a� Z de�n�cie $	( a vety $	( vypl�va� �e �Zn��� je grupoid	
b� Dok��eme� �e oper�cia ��� je asociat�vna	 Nech r� s� t � Zn s
 �ubovo�n�

prvky mno�iny Zn	 Po��tajme
�r � s� � t � r � s � t � �r � s� � t � r � �s � t� � r � s � t � r � �s � t�	

Teda �Zn��� je pologrupa	
c� Neutr�lnym prvkom pologrupy �Zn��� je trieda &	 D
kaz tohto faktu pone�

ch�me na �itate�a	
d� Nech r � Zn je �ubovo�n� trieda mno�iny Zn	 Potom �r � n� r	 Skuto�ne
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r � n� r � r � n� r � n � &�
podobne

n� r � r � n� r � r � n � &	
e� )itate� �ahko dok��e� �e oper�cia ��� je komutat�vna	
II	 Dok��eme� �e �trukt
ra �Zn� �� je komutat�vna pologrupa s neutr�lnym prv�

kom �komutat�vny monoid�	
a� Podobne� ako vy��ie� z de�n�cie $	( a vety $	( vypl�va� �e �trukt
ra �Zn� �� je

grupoid	
b� D
kaz asociat�vnosti je podobn� ako pri s��tan�	 Nech r� s� t � Zn s
 �ubovo�n�

prvky mno�iny Zn	 Po��tajme
�r � s� � t � r � s � t � �r � s� � t � r � �s � t� � r � s � t � r � �s � t�	

Teda �Zn� �� je pologrupa	
Komutat�vnos� oper�cie ��� je zrejm�	 Tie� vidie�� �e � � Zn je neutr�lnym

prvkom oper�cie ��� �overte to,�	
III	 Dok��eme� �e oper�cia ��� je distribut�vna vzh�adom na oper�ciu

���	 Ke��e oper�cia ��� je komutat�vna� sta�� dok�za� len jeden� napr	 prav�� dis�
tribut�vny z�kon	 Nech r� s� t � Zn s
 �ubovo�n� prvky mno�iny Zn	
Po��tajme

�r � s� � t � r � s � t � �r � s� � t � r � t� s � t � r � t� s � t � r � t� s � t	
Vid�me� �e distribut�vny z�kon plat�	 T�m je veta dok�zan�	 �

Pr�klad ���� Nasleduj
ce Cayleyho tabu�ky s
 tabu�ky okruhu �Z���� ��	 )itate�
si m
�e skontrolova�� �e prv� tabu�ka je naozaj tabu�kou grupy �Z���� a druh�
tabu�kou monoidu �Z�� ��	

� & �  � $ �
& & �  � $ �
� �  � $ � &
  � $ � & �
� � $ � & �  
$ $ � & �  �
� � & �  � $

� & �  � $ �
& & & & & & &
� & �  � $ �
 &  $ &  $
� & � & � & �
$ & $  & $  
� & � $ �  �

V�imnime si� �e pre nenulov� prvky tohto okruhu  � � � Z� plat�  � � � &	 Teda
m�me �al�� pr�klad okruhu� �o nie je oborom integrity	 Av�ak existuj
 tak� okruhy
zvy�kov�ch tried� ktor� obormi integrity s
	 Hovor� o tom nasleduj
ca veta	

Veta ���� Okruh �Zn��� �� je pole �teda aj obor integrity� pr�ve vtedy� ke� n
je prvo��slo�

D�kaz� I	 Nech �Zn��� �� je pole	 Ak by n nebolo prvo��slo� potom by existovali
tak� ��sla r� s � Z� �e n � r � s �kde � � r� s � n� a mali by sme r � s � & t	j	 Zn
by nebol obor integrity a teda ani pole . spor,

II	 Nech n je prvo��slo	 Nech r � Zn je �ubovo�n� trieda okruhu Zn tak�� �e
r �� &	 Potom ��sla r a n s
 nes
delite�n�	 Odtia� vypl�va existencia cel�ch ��sel
x� y tak�ch� �e plat� rx� ny � � �pozri d
sledok vety $	��	 Preto rx � ny � �� �i�e
rx � ny � �� a teda rx � ny � �	 Ke��e n � &� m�me rx � &y � � a tak rx � ��
�o znamen�� �e x � �r���	 Vid�me� �e �ubovo�n� nenulov� prvok okruhu �Zn��� ��



x �� Okruhy
 zvy�kov�ch tried ��

m� inverzn� prvok� ��m sme dok�zali� �e �Zn��� �� je pole a teda aj obor integrity	
�

Pr�klad ���� Uvedieme tabu�ky po�a �Z���� ��	

� & �  � $
& & �  � $
� �  � $ &
  � $ & �
� � $ & �  
$ $ & �  �

� & �  � $
& & & & & &
� & �  � $
 &  $ � �
� & � � $  
$ & $ �  �

)itate�a pros�me� aby si skontroloval� �e �trukt
ra �Z���� �� m� v�etky vlastnosti
po�a	 Napr	 prvky � a $ s
 vzh�adom na n�sobenie sami sebe inverzn�� zatia� �o
prvok � je inverzn� prvku  a naopak	

Pozn�mka ���� Doteraz sme sa zozn�mili s po�om racion�lnych� re�lnych a kom�
plexn�ch ��sel� �Q��� ��� �R��� ��� �C��� ��	 Tieto tzv	 ��seln� polia vlastne pozn�me
zo strednej �koly �i ke� sa tam pojem pole nepou��val�	 S
 to v�etko nekone�n�
polia	 Ako sme videli v tomto paragrafe� m
�u existova� aj kone�n� polia� ako s

polia zvy�kov�ch tried pod�a prvo��seln�ho modulu� t	j	 polia �Z���� ��� �Z���� ���
�Z���� ��� at�	 Neskor�ie sa zozn�mime aj s �al��mi kone�n�mi poliami	 V ��sel�
n�ch poliach be�ne pou��vame zlomky	 Napr�klad� ak a je nenulov� re�lne ��slo� tak
v poli re�lnych ��sel k nemu existuje inverzn� prvok a��� ktor� zap��eme be�n�m
sp
sobom v tvare zlomku a�� � �

a
	 Tento z�pis �t	j	 v tvare zlomku� sa v kone��

n�ch poliach nepou��va	 Napriek tomu v �al�om texte sa vyskytn
 
vahy� v ktor�ch
m�me na mysli pole v 
plnej v�eobecnosti �t	j	 kone�n� alebo nekone�n�� a zlomky
pre jednoduchos� pou��vame	 V tomto pr�pade �itate� v�dy m
�e miesto v�razu a

b

pou�i� v�raz a � b��� ktor� je pr�pustn� aj v kone�n�ch poliach	

Pr�klad ���� V poli zvy�kov�ch tried �Z���� �� rie�te rovnicu �� � x� � $ � ��

Rie�enie� Pri po��tan� budeme vyu��va� Cayleyho tabu�ky oper�ci� �� �� ktor�
sme zostrojili v pr�klade $	!	 K obom stran�m rovnice pripo��tame prvok �� ktor�
je opa�n� k prvku $	 Dostaneme � � x � $	

V oby�ajnej algebre by sme teraz delili prvok $ prvkom �	 Ako to urob�me tu#
Z tabu�ky pre n�sobenie vid�me� �e inverzn�m prvkom prvku � je prvok  	 Preto
posledn
 rovnicu n�sob�me z�ava  	 M�me

 � �� � x� �  � $�

Uplatnen�m asociat�vneho z�kona a vlastnosti neutr�lneho prvku dost�vame x � �	
Sk
�ka� Dosaden�m do �avej strany rovnice m�me� �� � x� � $ � �� � �� � $ �

� $ � $ � �	 Vid�me� �e prav� strana rovnice sa rovn� �avej	

Cvi�enia

���� Dok��te vetu $	 	 Formulujte zov�eobecnenie tvrdenia ��&� a dok��te ho	
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��	� Nech a� b � Z s
 �ubovo�n� cel� ��sla a k �ubovo�n� prirodzen� ��slo	 Potom
plat�� Ak a � b �mod n�� tak aj ka � kb �mod kn�	 Dok��te to	

��
� Ur�te v�etky cel� ��sla x� tak�� �e & � x � �� a z�rove� �x � ( �mod ���	

���� Dok��te� �e plat� (k � ( �mod �&�� kde k je �ubovo�n� prirodzen� ��slo	

��
� Zostavte Cayleyho tabu�ky pre oper�cie ��
 v okruhoch Z�� Z�� Z�� Z�	

���� Nech Zn � f&� ��  � � � � � n� �g je syst�m tried pod�a modulu n	 Nech a� b �
Zn	 Potom plat��

Z � & 	 � 	  	 � � � 	 �n� ���

Okrem toho�
Ak a �� b� tak a � b � ��

Dok��te to	

���� Dok��te bod c� a e� z prvej �asti d
kazu vety $	�	

���� Nech �Zn��� �� je okruh zvy�kov�ch tried pod�a modulu n	 Potom prvok
b � Zn m� v monoide �Zn� �� inverzn� prvok pr�ve vtedy� ke� ��sla b a n s

nes
delite�n�� t	j	 �b� n� � �	 Dok��te to	

���� V poli �Z����
� rie�te rovnice� $ � x �  � � � x � ��  � x � $�
� 
 x� � � � �� �$
 x� � $ �  s nezn�mou x	

����� V okruhu �Z����
� rie�te rovnicu � 
 x� � � �  s nezn�mou x	

����� Zistite� ktor� z nasleduj
cich mno��n
f�� �� $� �� *g� f�� �� �� �� !g� f�� !g� f�� �&g

je grupa vzh�adom na oper�ciu n�sobenia zvy�kov�ch tried pod�a modulu ��	



Kapitola �

VEKTOROV� PRIESTORY

x �� Vektorov� priestor nad po�om

Pojem vektorov�ho priestoru je z�kladn�m pojmom tejto kapitoly� Preto venuj�
me jeho de�n�cii n�le�it� pozornos	� Za
neme pr�kladom�

Pr�klad ���� Na strednej �kole sa de�nuje vektor ako �posunutie
 v rovine� pr��
padne v priestore� Zn�zor�ujeme ho orientovanou �se
kou� Dve orientovan� �se
ky
predstavuj� ten ist� vektor� ke� s� s�hlasne orientovan� a maj� rovnak� d��ku�
Ozna
me mno�inu v�etk�ch vektorov� ktor� le�ia v nejakej rovine znakom V � V zho�
de s t�m 
o sme povedali� tieto vektory si m��eme predstavi	 ako v�etky mo�n�
orientovan� �se
ky vych�dzaj�ce z nejak�ho pevne zvolen�ho bodu danej roviny�
Nech �a��b � V s� dva �ubovo�n� vektory� Tieto vektory vieme s
�ta	 pomocou tzv�
rovnobe�n�kov�ho pravidla� M��eme teda predpoklada	� �e

�� ak �a��b � V � tak existuje vektor �a��b � V � ktor� naz�vame s��tom vektorov
�a a �b�

Zo zn�mych vlastnost� rovnobe�n�ka �
itate� urob� dobre� ke� si nakresl� obr�zky�
vypl�vaj� nasleduj�ce dve pravidl��

�� Ak �a��b � V � tak �a� �b � �b� �a� t�j� s��tanie vektorov je komutat�vne�

�� Ak �a��b� �c � V � tak ��a��b���c � �a���b��c�� t�j� s��tanie vektorov je asociat�vne�

Na strednej �kole sa tie� de�nuje nulov� vektor �� �posunutie� ktor� m� nulov�
ve�kos	�� o ktorom plat� pravidlo�

	� Nech �a je 
ubovo
n� vektor mno�iny V � Potom �a� �� � ��� �a � �a�

Pozn�me aj pojem vektora ��a �inverzn� posunutie k posunutiu �a�� Plat� pra�
vidlo�

�� Ku ka�d
mu vektoru �a � V existuje vektor ��a �zvan� opa�n��� o ktorom

plat� ��a� �a � �a� ���a� � ���

Ke� si pozorne v�imneme pravidl� �� a� ��� zist�me� �e tieto s� ni
 in� ako axi�my
komutat�vnej grupy� teda mno�ina V je vzh�adom na oper�ciu ��
 komutat�vna
grupa�

�itate�ovi je iste zn�me� �e vektor �a � V je mo�n� n�sobi	 re�lnym 
�slom k�
S�
in k � �a je vektor� ktor� le�� na tej istej priamke ako vektor �a� ale jeho ve��
kos	 �t�j� ve�kos	 orientovanej �se
ky� ktor� ho predstavuje� je jkj�n�sobok ve�kosti
vektora �a� pri
om orient�cia vektora k � �a je s�hlasn� s orient�ciou vektora �a ak
k � �� ale opa
n� ak k � �� Okrem toho � � �a � ��� �ahko sa presved
�me� �e ak

��
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�a��b s� vektory� s� t re�lne 
�sla� platia pravidl��

�� s � ��a� �b� � s � �a� s � �b�
 � �s � t� � �a � s � �a� t � �a�
!� �s � t� � �a � s � �t � �a��
"� � � �a � �a�

Mnoh� �al�ie pr�klady v matematike n�s ved� k de�n�cii algebraickej �trukt�ry V
maj�cej tak� vlastnosti� ako mno�ina vektorov v rovine z pr�kladu ���� Presnej�ie�
V je mno�ina objektov� ktor� vzh�adom na s
�tanie tvoria komutat�vnu grupu �pla�
tia pravidl� �� � ��� a kde je de�novan� n�sobenie prvkov mno�iny V prvkami neja�
k�ho po�a F �v pr�klade ��� to bolo pole re�lnych 
�sel� tak� �e platia pravidl� �� � "�
#al��m pr�kladom takejto �trukt�ry je napr� mno�ina komplexn�ch 
�sel C� $truk�
t�ra �C��� je komutat�vna grupa �oper�cia ��
 je oby
ajn� s
�tanie komplexn�ch

�sel�� #alej pre ka�d� komplexn� 
�slo � � C a ka�d� re�lne 
�slo s � R je de��
novan� s�
in s � � � C� pri
om zrejme platia pravidl� �� % "� $trukt�ru tak�chto
vlastnost� naz�vame �vektorov� priestor
� Vyslov�me presn� de�n�ciu vektorov�ho
priestoru�

De�n�cia ���� Nech F je pole�� a �V ��� komutat�vna grupa� De�nujme oper��
ciu ��
 takto� � � F �V � V � To znamen�� �e ��
 je zobrazenie� ktor� ka�dej dvojici
�s��� � F � V prira�uje prvok � � V t�j� �s��� �� �� 
o zapisujeme s �� � ��

Mno�inu V naz�vame vektorov�m priestorom nad po�om F � ak s� splnen� nasle�
duj�ce podmienky �axi�my��

s � ��� �� � s ��� s � ���V��

�s � t� �� � s ��� t ����V��

�s � t� �� � s � �t �����V��

� �� � ���V��

kde ��� � V � s� t � F ����

Ak chceme zd�razni	� �e vektorov� priestor V je nad po�om F � miesto V 
asto p��
�eme V �F �� Prvky mno�iny V naz�vame vektory� Budeme ich ozna
ova	 ���� � � � �
alebo �a��b� � � � � Nulov� prvok grupy V �nulov� vektor� ozna
�me ��� �Rozli�ujte me�
dzi nulov�m vektorom �� a nulov�m prvkom po�a F � ktor� ozna
�me ��� Prvky
po�a F naz�vame skal�ry� Oper�ciu ��
 grupy �V ��� naz�vame vn�tornou oper��
ciou a oper�ciu ��
 �n�sobenie vektora skal�rom� vonkaj�ou oper�ciou vektorov�ho
priestoru V � S�
in s � � naz�vame skal�rny n�sobok vektora � �bodku spravidla
vynech�me� s��� Ak F je pole re�lnych 
�sel R� vektorov� priestor V naz�vame

��Nulov� prvok po�a F budeme v tejto kapitole vola� nula� ozna	ova� �� jednotkov� prvok po�a
F budeme ozna	ova� 
�

���Nesp�sob
 nedorozumenie� �e dve r�zne oper�cie s	
tania de�novan� v grupe �V ���
a v poli F ozna	ujeme t�m ist�m znakom ���� Analogicky ozna	ujeme rovnak�m znakom ���
oper�ciu n�sobenia v poli F i n�sobenie vektora prvkami po�a F �
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� Vektorov� priestor nad po�om �


re�lny vektorov� priestor� Dva doposia� uveden� vektorov� priestory �mno�ina posu�
nut� v rovine a mno�ina komplexn�ch 
�sel� s� re�lne vektorov� priestory� Uvedieme
�al�ie pr�klady vektorov�ch priestorov�

Pr�klad ���� Ka�d� pole �F��� �� je vektorov�m priestorom nad F � Prvky po�a
F s� vektory i skal�ry� Oper�cia ��
 je s
�tanie vektorov� oper�cia ��
 je n�sobenie
vektora skal�rom�

Pr�klad ��	� Podobne ako v pr�klade ��� m��eme uva�ova	 mno�inu V v�etk�ch
posunut� v trojrozmernom priestore� resp� mno�inu v�etk�ch orientovan�ch �se
iek
vych�dzaj�cich z pevne zvolen�ho bodu�� tohoto priestoru� pri
om oper�cie s
�tania
vektorov a n�sobenie re�lnym 
�slom s� de�novan� ako v pr�klade ���� Mno�ina V
je tie� re�lny vektorov� priestor�

Pr�klad ��
 �d�le�it��� Nech F je pole� Mno�ina v�etk�ch n�t�c prvkov po�a F
ozna
�me Vn�F �� Nech � � �x�� x�� � � � � xn�� � � �y�� y�� � � � � yn� s� �ubovo�n� n�tice
z Vn�F �� Ich s�
et de�nujeme takto�

�� � � �x� � y�� x� � y�� � � � � xn � yn��

Nech s � F � Skal�rny n�sobok s �� de�nujeme nasledovne�

s� � �sx�� sx�� � � � � sxn��

Je mo�n� �ahko skontrolova	 �cvi
enie ��� c�� �e Vn�F � je vektorov� priestor� Nu�
lov�m vektorom je zrejme �� � ��� � � � � � ��� Poznamenajme e�te� �e prvky
x�� x�� � � � � xn naz�vame zlo�ky vektora �� ako aj to� �e � � � pr�ve vtedy� ke�
x� � y�� x� � y�� � � � � xn � yn� Pozanamenajme �alej� �e priestor Vn�F � naz�vame
aritmetick�m priestorom nad F �

Pr�klad ����Uva�ujme o vektorovom priestoreV��Z�� ��peci�lny pr�padVn�F ���
�itate�ovi pripomenieme� �e Z� je pole zvy�kov�ch tried modulo &� t�j� Z� � f�� �g�
Vid�me� �e vektorov� priestor V��Z�� m� ! prvkov�
V��Z�� � f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g�
Ke��e pole Z� m� len & prvky� pre skal�rny n�sobok vektora napr� � � ��� �� ��
m�me len & mo�nosti� � � ��� �� �� � ��� �� �� a � � ��� �� �� � ��� �� ���

Pr�klad ���� Nech W je mno�ina v�etk�ch re�lnych spojit�ch funkci� de�nova�
n�ch na intervale h�� �i� Ak f� g �W � s�
et f � g je funkcia h �p��eme h � f � g��
pre ktor� plat� h�x� � f�x� � g�x� pre v�etky x � h�� �i� Zrejme aj f � g � W

a �W ��� je komutat�vna grupa� Analogicky de�nujeme skal�rny n�sobok s �f � kde
s � R� Vidie	� �e W je re�lny vektorov� priestor�

Pr�klad ��
� Nech F je pole� Zobrazenie f � Vn�F � � F sa naz�va line�rnou
formou nad Vn�F �� ak je dan� vz	ahom

����� f��� � a�x� � a�x� � � � � � anxn�

��Tento bod oby	ajne vol
me za po	iatok s�radnicov�ho syst�mu�
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kde � � �x�� x�� � � � � xn� � Vn�F � a a�� a�� � � � � an � F � Mno�inu v�etk�ch line�r�
nych foriem nad Vn�F � budeme ozna
ova	 Ln�F �� Nech f� g � Ln�F �� kde forma f
je dan� vz	ahom ����� a forma g vz	ahom g��� � b�x� � b�x� � � � �� bnxn� pri
om
b�� b�� � � � � bn � F � S�
et foriem f� g je forma h de�novan� takto�

h��� � f��� � g��� � �a� � b��x� � �a� � b��x� � � � �� �an � bn�xn�

Skal�rny n�sobok s � f � kde s � F de�nujeme sf��� � sa�x�� sa�x�� � � �� sanxn�
�ahko sa uk��e �cvi
enie ����e�� �e Ln�F � je vektorov� priestor nad F �nulov�
vektor priestoru je ���� � �x� � �x� � � � �� �xn� opa
n� vektor k vektoru ����� je
�f��� � �a�x� � ��a��x� � � � �� ��an�xn��

Nasleduj�ci pr�klad bude pre n�s obzvl��	 d�le�it��

Pr�klad ���� Nech f � Ln�F � je line�rna forma nad Vn�F � dan� vz	ahom ������
V�rokov� funkciu � de�novan� vz	ahom

���&� a�x� � a�x� � � � �� anxn � a�

kde a je pevne zvolen� prvok po�a F � naz�vame line�rna rovnica s n nezn�mymi
nad F � V�rokov� funkcia � teda ka�d�mu vektoru � � �x�� x�� � � � � xn� � Vn�F �
prira�uje v�rok� �hodnota formy f pre vektor � je a
� Mno�inu v�etk�ch line�r�
nych rovn�c s n nezn�mymi nad F budeme ozna
ova	 Rn�F �� Nech � je rovnica
de�novan� vz	ahom ���&� a � nasledovn� rovnica�

b�x� � b�x� � � � �� bnxn � b�

S�
et rovn�c �� � je rovnica de�novan� takto�

�a� � b��x� � �a� � b��x� � � � �� �an � bn�xn � a � b�

Skal�rny n�sobok rovnice ���&� s � � je

sa�x� � sa�x� � � � �� sanxn � sa�

kde s � F � Podobne ako v predch�dzaj�com pr�klade �ahko skontrolujeme �cvi�

enie ��� f�� �e Rn�F � je vektorov� priestor nad F �nulov� vektor je rovnica
� � x� � � � x� � � � �� � � xn � ���

Veta ���� Nech � je 
ubovo
n� vektor priestoru V �F � a s 
ubovo
n� skal�r
�prvok po
a F �� Potom plat�

���'� � �� � ��( s � �� � ���

D�kaz� a� � �� � �� � �� �� � � ��� � ��� #alej � �� � � ��� ��� Porovnan�m
m�me � �� � � �� � � �� � ��� odkia� �zn�ma vlastnos	 grupy� vypl�va � �� � ���

b� D�kaz vz	ahu s � �� � �� ponech�me na 
itate�a� �
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Cvi�enia

���� Dok��te podrobne� �e nasleduj�ce mno�iny s� vektorov� priestory�

a� mno�ina komplexn�ch 
�sel C nad po�om re�lnych 
�sel R�
b� mno�ina V v�etk�ch posunut� v trojrozmernom priestore z pr�kladu ��'�
c� mno�ina Vn�F � z pr�kladu ��)
d� mno�ina W v�etk�ch re�lnych funkci� na h�� �i z pr�kladu ����
e� mno�inu Ln�F � v�etk�ch line�rnych foriem nad Vn�F � �pr�klad �� ��
f� mno�ina Rn�F � v�etk�ch line�rnych rovn�c o n nezn�mych nad F �pr��

klad ��!��

���� Nech f � Ln�F � je line�rna forma nad Vn�F � de�novan� vz	ahom ������
Nech �alej s � F a � � �x�� x�� � � � � xn�� � � �y�� y�� � � � � yn� s� dva vektory
z Vn�F �� Dok��te� �e platia tzv� podmienky linearity

f�� � �� � f��� � f�������)�

f�s�� � s � f���������

��	� Nap��te v�etky prvky vektorov�ho priestoru V��Z���

��
� Ko�ko prvkov m� vektorov� priestor Vn�Zp�� kde n � � je prirodzen� 
�slo
a p je prvo
�slo*

���� Dok��te�

a� ����� je opa
n� prvok k vektoru ��
b� ak s� � ��� tak s � � alebo � � ���
c� ak s� � t�� tak s � t alebo � � ���
d� ak s� � s�� tak s � � alebo � � ��

���� Funkcia f � F � F de�novan� vz	ahom

f�x� � anx
n � an��x

n�� � � � � � a�x � a��

kde an� an��� � � � � a� � F a n � � je cel� 
�slo� sa naz�va polyn�m jednej premennej
n�t�ho stup�a s koe�cientami z po�a F � S
�tanie polyn�mov a skal�rny n�sobok
polyn�mu sa de�nuje ako v pr�klade ����

a� Zistite� 
i mno�ina v�etk�ch polyn�mov jednej premennej s racion�lnymi
koe�cientami je vektorov�m priestorom nad po�om racion�lnych 
�sel Q*

b� Tvor� mno�ina v�etk�ch polyn�mov stup�a ) s re�lnymi koe�cientami re�lny
vektorov� priestor*

c� Tvor� vektorov� priestor mno�ina Pn�R� v�etk�ch polyn�mov jednej pre�
mennej s re�lnymi koe�cientami stup�a najviac n� �*

��
� Ur
te re�lne 
�sla x� y� z tak� aby platilo � � �� ke� � � ��� &� '� a � �
�x � y � z� x � y � z� x � &x� 'z�� pri
om ��� � V��R��
���� Ur
te line�rnu formu L��R�� ktor� vo vektore � � ���� '� nadob�da hod�

notu  a vo vektore � � ��� �� hodnotu ��
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x �� Line�rna z�vislos� a nez�vislos�

De�n�cia ���� Nech ������ � � � ��n � V �F � s� vektory a s�� s�� � � � � sn � F s�
skal�ry� Vektor

� � s��� � s��� � � � � � sn�n

sa naz�va line�rna kombin�cia vektorov ������ � � � ��n� Skal�ry s�� s�� � � � � sn s�
koe�cienty line�rnej kombin�cie�

Pr�klad ���� Pre vektory � � ��� &� '�� � � ���� )��&�� � � ����!� �&� z V��R�
plat� � � &�� ��'��� t�j� � je line�rnou kombin�ciou vektorov ����

De�n�cia ���� Hovor�me� �e vektory ������ � � � ��n vektorov�ho priestoruV �F �
s� line�rne z�visl�� ak existuje n�tica skal�rov c�� c�� � � � � cn � F tak�ch� �e aspo�
pre jeden index i plat� ci �� � a �e je splnen� nasleduj�ca rovnos	

�&��� c��� � c��� � � � �� cn�n � ���

Vektory ������ � � � ��n s� line�rne nez�visl�	 ak z rovnosti �&��� vypl�va
c� � c� � � � � � cn � ��

Pr�klad ���� Vektory � � �'����� � � ���� ��� � �
���� �

�

�
vektorov�ho

priestoru V��R� s� line�rne z�visl�� lebo �
�
� � )� � &� � ��� Vektory � � ��� &��

� � �'� �� s� line�rne nez�visl�� Skuto
ne� z rovnice c���� &� � c��'� �� � ��� ��
vypl�va c� � c� � �� �Od�vodnite podrobne��

Veta ���� Vektory ������ � � � ��n � V �F � s� line�rne z�visl
 pr�ve vtedy� ke�
aspo� jeden z nich je line�rnou kombin�ciou ostatn�ch�

D�kaz� I� Ak pre nejak� i plat�

�i � b��� � b��� � � � �� bi���i�� � bi���i�� � � � �� bn�n�

tak
b��� � b��� � � � �� bi���i�� � �����i � bi���i�� � � � �� bn�n � ���

Ke��e �� �� �� vektory ������ � � � ��n s� line�rne z�visl��

II� Nech vektory ������ � � � ��n s� line�rne z�visl�� t�j� nech plat�

c��� � c��� � � � �� ci�i � � � �� cn�n � ���

pri
om napr� ci �� �� Potom je

�i � �c�

ci
�� � c�

ci
�� � � � � � ci��

ci
�i�� � ci��

ci
�i�� � � � � � cn

ci
�n�

t�j� �i je line�rna kombin�cia ostatn�ch vektorov� �

Pozn�mka ���� Nad kone
n�m po�om vektor �i uvedieme v tvare

�i � �c�c��
i �� � c�c

��
i �� � � � � � ci��c

��
i �i�� � ci��c

��
i �i�� � � � � � cnc

��
i �n�

Pozri pozn�mku )�) v kapitole ��



x �� Line�rna z�vislos� a nez�vislos� ��

Veta ���� Nenulov
 vektory ������ � � � ��n � V �F � s� line�rne z�visl
 pr�ve
vtedy� ke� jeden z nich je line�rnou kombin�ciou predch�dzaj�cich�

Veta ��	� Nech A�B s� nepr�zdne kone�n
 podmno�iny vektorov
ho priestoru
V �F �� Potom

a� Ak A je tak� mno�ina vektorov� �e �� � A� tak vektory mno�iny A s� line�rne
z�visl
�

b� Ak vektory nejakej podmno�iny B mno�iny vektorov A s� line�rne z�visl
�
tak aj vektory mno�iny A s� line�rne z�visl
�

c� Ak vektory mno�iny A s� line�rne nez�visl
� tak vektory ka�dej jej nepr�zdnej
podmno�iny B s� line�rne nez�visl
�

D�kazy viet &�& a &�' ponech�me na 
itate�a �cvi
enie &����

Pr�klad ��	� Zist�me� 
i vektory � � ��� ��� � � ���� '�� � � �&��'� � V��R� s�
line�rne z�visl�� Ak �no� vyjadr�me jeden z nich ako line�rnu kombin�ciu ostatn�ch�

M�me vlastne zisti	� 
i existuje nenulov� trojica re�lnych 
�sel c�� c�� c�� tak�� �e
plat� c��� c�� � c�� � ��� t�j�

c���� �� � c����� '� � c��&��'� � ��� ��

alebo �po s
�tan� vektorov na �avej strane�

�c� � c� � &c�� c� � 'c� � 'c�� � ��� ���

odkia� vypl�va

c� � c� � &c� � ��

c� � 'c� � 'c� � ��

S�stava m� zrejme aj nenulov� rie�enie� Ak zvol�me napr� c� � � dostaneme s�stavu

c� � c� � �&�
c� � 'c� � '�

po vyrie�en� ktorej dostaneme c� � ��
� � c� � �

� � Skuto
ne ��
�� � �

�� � � �
� ��

� ��� �� �
�
� ���� '� � �&� �'� � ���

� � � �
�

�
�
�� �

� �
��
�

�
�
�
�
� � ���

�

�
� ��� ���

Vid�me� �e vektory 	� 
� � s� line�rne z�visl�� Vyjadr�me jeden z nich napr� � ako
line�rnu kombin�ciu zvy�n�ch dvoch� � � �

��� �
���

Cvi�enie

���� Dok��te vety &�& a &�'�

���� Dok��te�

a� Jednoprvkov� mno�ina f�g� kde � � V �F � pri
om � �� �� tvor� line�rne
nez�visl� syst�m vektorov�

b� Dva vektory ��� � V �F � s� line�rne z�visl� pr�ve vtedy� ke� jeden je ska�
l�rnym n�sobkom druh�ho �tak�to vektory sa niekedy naz�vaj� koline�rne��
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��	� Zistite� 
i nasleduj�ce syst�my vektorov s� line�rne z�visl��

a� �&� '�� �)� �� � V��R�
b� ��� &� '�� �'���� &�� �)���� &� � V��R�
c� ��� &� '�� �'���� &�� ��� '� !� � V��R�

��
� �ubovo�n� tri vektory ����� � V��R� s� line�rne z�visl�� Dok��te to�

���� Zistite� 
i nasleduj�ce syst�my vektorov vektorov�ho priestoru v�etk�ch po�
lyn�mov s re�lnymi koe�cientami stup�a men�ieho ako � �cvi
enie ���c� s� line�rne
nez�visl��

a� �� x�� x��
b� �� �x � ���� �x � ����
c� �� �x � ���� 'x� � �x�

���� Nech ����� s� tri line�rne nez�visl� vektory vektorov�ho priestoru V �
Zistite� 
i nasleduj�ce syst�my vektorov s� line�rne nez�visl��

a� �� �� �� �� �

b� �� �� �� �� �� �� �� �
c� �� �� �� �� � � �

d� '�� &�� �
e� �� � � �� �� � � �� �� � � �

f� �� &� � �� &�� )� � ��� �� � � )��

��
� Nech vektory ����� s� line�rne z�visl� a � nie je line�rnou kombin�ciou
vektorov � a �� Potom jeden z vektorov ��� je skal�rnym n�sobkom druh�ho�
Dok��te to�

���� Nech �x� y�� �u� v� s� dva vektory z V��F �� Dok��te� �e tieto vektory s�
line�rne z�visl� vtedy a len vtedy� ke� xv � yu�

���� Dok��te� �e plat� nasledovn� �silnej��
 variant vety &�&�
Vektory ������ � � � ��n� kde �� �� �� s� line�rne z�visl
 pr�ve vtedy� ke� jeden z nich
je line�rnou kombin�ciou predch�dzaj�cich�

x 	� Podpriestory

De�n�cia 	��� Nech V �F � je vektorov� priestor nad po�om F � Nech P � V

je tak� nepr�zdna podmno�ina priestoru V � �e P tvor� vektorov� priestor nad F

vzh�adom na oper�cie s
�tanie vektorov a n�sobenie vektora skal�rom de�novan�
vo V �F �� Potom P naz�vame podpriestorom priestoru V � Ozna
ujeme P �� V �

Zrejme f��g� V �F � s� podpriestory priestoru V �F �� Naz�vame ich trivi�lne� Pod�
priestory� ktor� nie s� trivi�lne vol�me vlastn��



x �� Podpriestory ��

Veta 	��� Nepr�zdna podmno�ina P vektorov
ho priestoru V �F � je podpries�
torom priestoru V �F � pr�ve vtedy� ke� s� splnen
 nasleduj�ce podmienky�

�� Pre 
ubovo
n
 dva vektory ��� � P plat� �� � � P �
�� Pre 
ubovo
n� vektor � � P a 
ubovo
n� skal�r s � F plat� s� � P �

D�kaz� I� Ak P je podpriestor priestoru V � podmienky �� a &� s� zrejme splnen��
II� Nech P je nepr�zdna podmno�ina priestoru V � pre ktor� platia podmienky

�� a &� Dok��eme� �e �P ��� je podgrupa komutat�vnej grupy �V ���� Z podmienky
�� vypl�va� �e oper�cia ��
 je v mno�ine P uzavret�� Asociovanos	 a komutat�vnos	
s
�tania vypl�va z t�chto vlastnost� v grupe �V ���� Zost�va dok�za	� �e �� � P a �e
ka�d�mu prvku � � P existuje v mno�ine P opa
n� prvok� To v�ak dostaneme
okam�ite takto� Z podmienky &� � ����� � P � z podmienky ��� � � � � ����� �
� �� � ������ � � �� � �� � P � Vid�me� �e �� � ������

Nakoniec z podmienky &� vypl�va� �e na P je de�novan� aj skal�rny n�sobok
vektora� �ahko sa presved
�me� �e v mno�ine P platia aj vlastnosti �V�� % �V��� �

Pr�klad 	��� Nech P � f�x�� x�� x��( �x�� x�� x�� � V��R�� x� � �g� Dok��eme�
�e P je podpriestor priestoru V��R��

Skuto
ne �x�� x�� ����y�� y�� �� � �x��y�� x��y�� �� � P � podobne c�x�� x�� �� �
� �cx�� cx�� �� � P � kde c � R t�j� podmienky �� a &� z vety '�� s� splnen��

Pr�klad 	��� Mno�ina P v�etk�ch polyn�mov s re�lnymi koe�cientami de�no�
van�ch na intervale h�� �i �pozri cvi
enie ���� je podmno�ina vektorov�ho priestoru
W v�etk�ch re�lnych spojit�ch funkci� de�novan�ch na intervale h�� �i �pozri pr��
klad ����� �itate� sa �ahko presved
� o tom� �e P je podpriestor priestoru W �

Veta 	��� Nech P �S s� podpriestory vektorov
ho priestoru V �F �� Potom aj
P � S je podpriestor priestoru V �F ��

D�kaz� Dok��eme� �e v P � S platia obe podmienky vety '��� Skuto
ne ak
��� � P � S� tak ��� � P a z�rove� ��� � S� Ke��e P �S s� podpriestory� tak
��� � P a z�rove� ��� � S� odkia� vypl�va ��� � P �S� Druh� podmienka
sa dok��e podobne� �

Pozn�mka 	��� Vetu '�& mo�no zov�eobecni	 takto� Nech P je 
ubovo
n� sys�
t
m podpriestorov priestoru V �F �� Potom aj �P

P�P
je podpriestor priestoruV �F ��

�Dok��te to v cvi
en� '�)��

Pod�a vety '�& a pozn�mky '�� m��eme vyslovi	 nasleduj�cu de�n�ciu�

De�n�cia 	��� Nech je dan� podmno�ina M priestoru V �F � Nech P je syst�m
v�etk�ch t�ch podpriestorov priestoru V �F �� z ktor�ch ka�d� obsahuje mno�inu
M � �Zrejme P �� 	� lebo V �F � � P �� Teda

P � fP ( P �� V �F � a z�rove� P 
Mg

Podpriestor� ktor� je prienikom v�etk�ch podpriestorov syst�mu P ozna
�me +M ,
a nazveme ho podpriestorom generovan�m 
vytvoren�m� mno�inouM � niekedy tie�
line�rnym obalom mno�iny M � Vektory mno�iny M sa naz�vaj� gener�tory pod�
priestoru +M ,�
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Pozn�mka 	��� Ak M je kone
n� mno�ina� t�j�

�'��� M � f������ � � � ��kg�

tak podpriestor +M , ozna
ujeme aj +������ � � � ��k,�

Veta 	�	� Podpriestor +M , vektorov
ho priestoru V �F � generovan� vektormi
mno�iny M m� tieto dve vlastnosti�

�i� +M , 
M �
�ii� Ak P �� V �F � pri�om P 
M� tak P 
 +M ,�

Podpriestor +M , je vlastnos�ami �i� a �ii� jednozna�ne ur�en��

D�kaz� D�kaz oboch vlastnost� vykon�me trivi�lnou aplik�ciou de�n�cie '�&�
Aby sme dok�zali jednozna
nos	� predpokladajme� �e existuj� dva podpriestory
+M ,� �� +M ,� maj�ce vlastnosti �i� a �ii�� Potom z �ii� vypl�va ako +M ,� 
 +M ,��
tak aj +M ,� � +M ,�� 
i�e +M ,� � +M ,�� Dan� spor ukon
uje d�kaz� �

Veta '�' n�m hovor�� �e +M , je v istom zmysle najmen�� podpriestor obsahuj�ci
mno�inu M �

Ozna
me p�smenom K mno�inu v�etk�ch line�rnych kombin�ci� vektorov mno�
�iny M � kde M � V �F � je nepr�zdna mno�ina� Teda

�'�&� K � fc��� � c��� � � � �� ck�k( ci � F� �i �M� k � Ng�

Pomocou vety '�� r�chlo over�me� �e K je podpriestor priestoru V �F �� Naozaj�
s�
et dvoch line�rnych kombin�ci� vektorov mno�inyM je zase line�rna kombin�cia
z mno�iny K� Podobne aj skal�rny n�sobok line�rnej kombin�cie z mno�iny K je
op-	 prvok mno�iny K� Dok��eme viac�

Veta 	�
� Nech M je nepr�zdna podmno�ina vektorov
ho priestoru V �F �� Po�
tom +M , �K�

D�kaz� Ke��e podpriestor K obsahuje v�etky vektory mno�iny M �to znamen�
K 
 M�� pod�a tvrdenia �ii� vety '�' je K 
 +M ,� Na druhej strane podpriestor
+M , zrejme obsahuje aj v�etky line�rne kombin�cie vektorov mno�iny M � Preto
K � +M ,� �

Pozn�mka 	�	� �itate� si r�chlo over�� �e ak M � 	� tak +M , � +	, � f��g�
Naozaj� Pr�zdna mno�ina je podmno�inou ka�d�ho podpriestoru vektorov�ho pries�
toru V �F �� preto syst�m P z de�n�cie '�& obsahuje v�etky podpriestory priestoru
V �F �� Ich prienik je zrejme trivi�lny podpriestor f��g�

Pr�klad 	�	� Nech ��� � V��R�� � � ��� �� ��� � � ��� �� �� a x� y � R� Majme
na mysli podpriestor generovan� vektormi ��� � V��R�� Po
�tame x� � y� �
� x��� �� ���y��� �� �� � �y� x�y� x�� Vid�me� �e podpriestor +���, priestoru V��R�
generovan� vektormi mno�iny M � f���g pozost�va z tak�ch vektorov� ktor�ch
druh� zlo�ka sa rovn� s�
tu prvej a tretej�



x �� Podpriestory ��

Pr�klad 	�
� Nech �� � ��� �� ��� �� � ��� �� ��� �� � ��� �� �� s� vektory priestoru
V��R�� Uk��eme� �e +��� ��� ��, � V��R��

Skuto
ne� Nech � � �x�� x�� x�� je �ubovo�n� vektor priestoru V��R�� Zrejme je
� � x��� � x��� � x��� a tak vektory ��� ��� �� generuj� cel� priestor V��R��

Aby sme sa mohli lep�ie vyjadrova	� zavedieme pojem s�stava vektorov� Pod
t�mto pojmom budeme rozumie	 vektory ������ � � ��k � V �F �� z ktor�ch niektor�
sa m��u aj opakova	� Dan� s�stavu ozna
�me takto� S � ++������ � � � ��k,,� Tak na�
pr�klad z mno�iny vektorov S � f�����g m��eme vytvori	 s�stavu
S � ++���������,, alebo s�stavu T � ++�������,,� Naopak� z danej s�stavy
m��eme vytvori	 mno�inu tak� �e do nej zahrnieme ka�d� prvok s�stavy len raz� Je
jasn�� �e ka�d� mno�ina vektorov je aj s�stavou vektorov� ale nie ka�d� s�stava je
aj mno�inou� Nech S je mno�ina vektorov a S je s�stava vektorov z nej vytvoren��
Podobne ako vy��ie ozna
�me mno�inu v�etk�ch line�rnych kombin�ci� vektorov
mno�iny S znakom K� Ak teraz vytvor�me mno�inu v�etk�ch line�rnych kombin��
ci� vektorov s�stavy S� dostaneme t� ist� mno�inu K �overte to.�� Preto m��eme
hovori	 o podpriestore +S, generovanom s�stavou S�
De�n�cia 	�	� Nech S�T s� dve s�stavy vektorov vektorov�ho priestoru V �F ��

S�stavy S�T nazveme line�rne ekvivalentn�� ke� obe generuj� ten ist� podpriestor
priestoru V �F �� t�j� ke� +S, � +T ,�

Ve�mi 
asto budeme pou��va	 nasleduj�cu vetu�

Veta 	��� Nech je dan� nasleduj�ca s�stava S vektorov vektorov
ho priestoru
V �F ��

S � ++������ � � � ��i� � � � ��j � � � � ��k,,�

Nech s�stava T vznikne zo s�stavy S jednou z t�chto oper�ci��
�a� Z�menou poradia vektorov s�stavy S�
�b� Z�menou vektora �i za vektor s�i� kde � �� s � F �
�c� Z�menou vektora �i za vektor �i ��j �

Potom plat� +S, � +T ,� t�j� s�stavy S a T s� line�rne ekvivalentn
�

Pozn�mka 	�
� Oper�cie �a�� �b�� �c� naz�vame element�rne oper�cie�

D�kaz vety ��
� Dok��eme� +S, � +T ,� Nech � je �ubovo�n� vektor z +S,� Potom
� mo�no vyjadri	 ako line�rnu kombin�ciu vektorov s�stavy S� t�j�

� � c��� � c��� � � � �� ci�i � � � �� cj�j � � � � � cn�n�

Dok��eme� �e �mo�no vyjadri	 ako line�rnu kombin�ciu vektorov s�stavy T � V pr��
pade �a� je to zrejm�� V pr�pade �b� m�me�
� � c��� � c��� � � � � � ci�i � � � �� cj�j � � � �� cn�n �

� c��� � c��� � � � � � ci
s
�s�i� � � � � � cj�j � � � �� cn�n�

V pr�pade �c��
� � c��� � c��� � � � �� ci�i � � � �� cj�j � � � �� cn�n �

� c��� � c��� � � � �� ci��i ��j� � � � �� �cj � ci��j � � � �� cn�n�
D�kaz inkl�zie +T , � +S, ponech�me na 
itate�a� �
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Veta 	���Steinitzova veta o v�mene�� Nech vektory

�'�'� ������ � � � ��n

generuj� priestor V �F �� t�j� V �F � � +������ � � � ��n,� Nech �alej

�'�)� ������ � � � ��k

je k line�rne nez�visl�ch vektorov tohto priestoru� Potom k � n a pri vhodnom
pre��slovan� vektorov ����� plat�

+������ � � � ��k��k��� � � � ��n, � V �F ��

D�kaz� Vetu dok��eme matematickou indukciou pod�a k�

I� Nech k � �� Potom

�a� �� � c��� � c��� � � � �� cn�n�

Vektor �� �� �� �inak by mno�ina vektorov �'�)� bola line�rne z�visl��� tak aspo�
jeden z koe�cientov ci v �a� je r�zny od nuly� Pre
�slovan�m vektorov �'�'� je mo�n�
dosiahnu	� aby c� �� �� Potom z �a� vypo
�tame

�b� �� � d��� � d��� � d��� � � � �� dn�n�

odkia� vypl�va
+������ � � � ��n, � +��������� � � � ��n,�

Skuto
ne� ak nejak� vektor je mo�n� vyjadri	 ako line�rnu kombin�ciu vekto�
rov ������ � � � ��n� tak �vzh�adom na �b�� je mo�n� vyjadri	 ho aj ako line�rnu
kombin�ciu vektorov ������ � � � ��n� Podobne z �a� vypl�va +������ � � � ��n, �
� +������ � � ��n,� M�me tak +������ � � � ��n, � +������ � � � ��n, � V a veta pre
k � � plat�� �Zrejme � � k � n��

II� Predpokladajme� �e veta je spr�vna pre k � �� t�j� plat� k � � � n a

�c� +������ � � � ��k����k��k��� � � � ��n, � +������ � � � ��n, � V �F ��

Potom m�me

�d� �k � c���� � c���� � � � �� c�k���k�� � c�k�k � � � �� c�n�n�

Ak by sa v �d� v�etky skal�ry c�k� c
�
k��� � � � � c

�
n rovnali nule� vektor �k by bol line�r�

nou kombin�ciou vektorov ������ � � � ��k�� 
o nie je� lebo vektory �'�)� s� line�rne
nez�visl�� Vhodn�m pre
�slovan�m vektorov�k� � � � ��n mo�no dosiahnu	� �e c�k �� ��
Potom z �d� vypo
�tame �k� t�j�

�e� �k � d���� � d���� � � � �� d�k�k � d�k���k�� � � � �� d�n�n�
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Z �d� vypl�va +������ � � � ��k��k��� � � � ��n, � +������ � � � ��k����k� � � � ��n,� z �e�
m�me +������ � � � ��k����k� � � � ��n, � +������ � � � ��k��k��� � � � ��n, a tak vzh�a�
dom na �c� je +������ � � � ��k��k��� � � � ��n, � +������ � � � ��k����k� � � � ��n, �
� +������ � � � ��n, � V �F ��

Zost�va dok�za	 k � n� To dok��eme takto� Pod�a induk
n�ho predpokladu je
k�� � n� Ak by k�� � n� mali by sme +������ � � � ��n, � +������ � � � ��k��, � V �
To by znamenalo �k � d���� d���� � � �� dk���k��� 
o nem��e by	� lebo vektory
�'�)� s� line�rne nez�visl�� Teda k � � � n� odkia� k � n� �

Cvi�enia

	��� Ktor� z nasleduj�cich mno��n vektorov priestoru V��R� s� podpriestormi�

A � f�x�� x�� x��( x� � �g�
B � f�x�� x�� x��( x� � 'g�
C � f�x�� x�� x��( )x� � x� � �g�
D � f�x�� x�� x��( ax� � bx� � cx� � �� a� b� c � Rg�
E � f�x�� x�� x��( ax� � bx� � cx� � d� a� b� c� d � Rg�

Ak� je geometrick� v�znam mno��n A�B�C�D�E*

	��� N�jdite v�etky podpriestory priestoru V��Z���

	�	� Dok��te� �e nasleduj�ce dve podmno�iny vektorov�ho priestoru P v�etk�ch
polyn�mov jednej premennej s racion�lnymi koe�cientami s� podpriestormi prie�
storu P �

P� � fax� � bx� � cx� d( a� b� c� d � Qg�
P �
� � fax� � bx� � cx( a� b� c � Qg�

V akom vz	ahu s� podpriestory P� a P �
�*

	�
� Nech P je �ubovo�n� syst�m podpriestorov priestoru V �F �� Potom aj �P
P�Pje podpriestor priestoru V �F �� Dok��te to�

	��� N�jdite kontrapr�klad� ktor� dokazuje� �e nasleduj�ce tvrdenie je neprav�
div�� Nech P��P�� � � � �Pk s� podpriestory priestoru V � Potom aj P��P� �� � ��Pk

je podpriestor priestoru V �

	��� Dok��te � �e �ubovo�n� �tyri vektory ����������� � V��R� s� line�rne
z�visl�� �Pou�ite Steinitzovu vetu��

	�
� N�jdite podpriestor priestoru V��R�� ktor� generuj� vektory �� � ��� &� '��
�� � ���� �� )�� Dok��te� �e mno�ina v�etk�ch vektorov tohto podpriestoru je
f�x� y� z� � V��R�( !x �  y � &z � �g�
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	��� Ak� podpriestory priestoru P� �pozri cv� '�'� generuj� nasleduj�ce mno�iny
vektorov �P� je vektorov� priestor polyn�mov nad po�om Q��

A � f'x�  g E � fx� � x�� 'x�� x�  g�
B � f'x��  g� F � f�x � ���� �x � ���� x � �� �g�
C � fx�� &x�g� G � f&x�g�
D � fx� � x�� xg� H � fx�� �g�

Ktor� z uveden�ch mno��n generuj� ten ist� podpriestor* Ktor� generuj� cel�
priestor P�*

	��� Dok��te� �e nasleduj�ce dvojice Ai� Bi mno��n vektorov priestoru V��R� s�
line�rne ekvivalentn��

A� � f��� �� ��g� B� � f�'� �� ��� ��� �� ��g
A� � f��� �� ��� ��� �� ��g� B� � f��� &� ��� �&� '� ��g
A� � f����&� '�� �)��'� &�� ��� �� ��g� B� � f�!���� )�� ��� �� ��� ������ '�g�

	���� Nech ������ � s� vektory vektorov�ho priestoru V �F �� Ak je s�stava vek�
torov ����� line�rne nez�visl�� tak � � +�����, pr�ve vtedy� ke� s�stava ������ �
je line�rne z�visl�� Dok��te to�

	���� Nech S je podpriestor priestoru V a M�N � V � Potom

a� Ak M � N � tak +M , � +N ,
b� +S, � S

c� Ak M � N a N � +M ,� tak +M , � +N ,�

Dok��te to�

x 
� Dimenzia a b�za

De�n�cia 
��� Hovor�me� �e vektorov� priestor V m� kone�n� dimenziu n� ak
v �om existuje n line�rne nez�visl�ch vektorov a neexistuje v �om v-
�� po
et
�t�j� v-
�� ako n� line�rne nez�visl�ch vektorov� Ozna
ujeme d�V � � n� Priestor
dimenzie n naz�vame n�rozmern� vektorov� priestor�

De�n�cia 
��� �ubovo�n� mno�inu B � f��� ��� � � � � �ng n line�rne nez�visl�ch
vektorov n�rozmern�ho priestoru V naz�vame b�zou priestoru V �

Pr�klad 
��� Uk��eme� �e aritmetick� priestor Vn�F � m� dimenziu n� Predo�
v�etk�m existuje v �om n line�rne nez�visl�ch vektorov� S� to vektory

�� � ��� �� �� � � � � ���

�� � ��� �� �� � � � � ���

�� � ��� �� �� � � � � ���

���

�n � ��� �� �� � � � � ���

Skuto
ne� /iadny vektor �i nem��e by	 line�rnou kombin�ciou ostatn�ch� lebo jed�
notkov� prvok �po�a F �� ktor� je na i�tom mieste nemo�no dosta	 �iadnou line�rnou
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kombin�ciou nulov�ch prvkov� Dok��eme� �e

Vn�F � � +��� ��� � � � � �n,�

Skuto
ne� ak � � �x�� x�� � � � � xn� je �ubovo�n� vektor priestoru Vn�F �� tak ho
m��eme vyjadri	 v tvare � � x��� � x��� � � � �� xn�n�

Nech ������ � � � ��m je �ubovo�n� m�tica line�rne nez�visl�ch vektorov pries�
toru Vn�F �� Pod�a Steinitzovej vety �veta '��� je m � n� t�j� v priestore Vn�F �
neexistuje v-
�� po
et line�rne nez�visl�ch vektorov ako n� Vektory ��� ��� � � � � �n
teda tvoria b�zu priestoru Vn�F ��

Pozn�mka 
��� B�zu f��� ��� � � � � �ng z pr�kladu )�� naz�vame kanonick� b�za
priestoru Vn�F ��

De�n�cia 
�	� Hovor�me� �e priestor V je nekone�nej dimenzie� ak v priestore
V existuje �ubovo�n� po
et line�rne nez�visl�ch vektorov�

Pr�klad 
��� Vektorov� priestor spojit�ch re�lnych funkci� de�novan�ch na in�
tervale h�� �i m� nekone
n� dimenziu� lebo

f��x� � x� f��x� � x�� f��x� � x�� � � �

tvor� nekone
n� mno�inu line�rne nez�visl�ch vektorov tohoto priestoru�

Veta 
��� Nech f��� ��� � � � � �ng je b�za priestoru V � Ka�d� vektor � � V je
mo�n
 vyjadri� ako line�rnu kombin�ciu vektorov b�zy� Toto vyjadrenie je jedno�
zna�n
�

D�kaz� V n�rozmernom priestore V vektory �� ��� ��� � � � � �n s� line�rne z�visl�
�lebo ich je n� ��� t�j� plat�

�)��� c��� c��� � c��� � � � � � cn�n � ���

pri
om aspo� jedno ci�i � �� �� � � � � n� je r�zne od nuly� Ak by c� � �� vektory b�zy
��� ��� � � � � �n by boli line�rne z�visl�� Preto c� �� �� Z �)��� m�me

� � �c�

c�
�� � c�

c�
�� � � � � � cn

c�
�n�

alebo �ozna
iac � ci
c�

� xi�

�)�&� � � x��� � x��� � � � �� xn�n�


o dokazuje prv� tvrdenie vety� Zost�va dok�za	� �e vyjadrenie �)�&� je jednozna
n��
Nepriamo� Nech plat� �)�&� a okrem toho � � x���� � x���� � � � � � x�n�n� Potom
m�me x��� � x��� � � � � � xn�n � x���� � x���� � � � � � x�n�n� z 
oho vypl�va
�x� � x����� � �x� � x����� � � � � � �xn � x�n��n � ��� Ke��e vektory ����� � � � � �n s�
line�rne nez�visl�� plat� x� � x�� � �� x� � x�� � �� � � � � xn � x�n � �� to znamen�
x� � x��� x� � x��� � � � � xn � x��� 
o dokazuje druh� tvrdenie vety� �
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De�n�cia 
�
� Nech B � f��� ��� � � � � �ng je b�za vektorov�ho priestoru V �F �
a � � V je �ubovo�n� vektor tohto priestoru� Potom skal�ry x�� x�� � � � � xn �
F z jednozna
n�ho vyjadrenia �)�&� naz�vame s�radnice vektora � vzh�adom na
b�zu B� Niekedy hovor�me aj o vektore s�radn�c �x�� x�� � � � � xn��

Pozn�mka 
��� Z vety )�� vypl�va� �e vektor je jednozna
ne ur
en� svojimi
s�radnicami� Z viet '�� a )�� dost�vame nasleduj�ce d�sledky�

D�sledok �� Vektory b�zy ��� ��� � � � � �n generuj� cel� vektorov� priestor V �
t�j� +��� ��� � � � � �n, � V �

D�kaz prenech�me 
itate�ovi�

D�sledok �� Nech line�rne nez�visl
 vektory ������ � � � ��k generuj� podpries�
tor P priestoru V � Potom d�P � � k�

D�kaz� Pod�a predpokladu P obsahuje k line�rne nez�visl�ch vektorov
������ � � � ��k� Nech ������ � � � ��m s� �ubovo�n� line�rne nez�visl� vektory pod�
priestoru P � Nako�ko +������ � � � ��k, � P � zo Steinitzovej vety m�me m � k� To
znamen� d�P � � k� �

D�sledok 	� Nech line�rne nez�visl
 vektory ������ � � � ��k n�rozmern
ho vek�
torov
ho priestoru generuj� cel� priestorV � Potom k � n� t�j� vektory ������ � � � ��k

tvoria b�zu priestoru V �

D�kaz vypl�va z d�sledku &�

Pozn�mka 
�	� D�sledok ' n�m umo��uje de�nova	 b�zu ako mno�inu line�rne
nez�visl�ch vektorov� ktor� generuje cel� vektorov� priestor�

D�sledok 
� Nech n vektorov ������ � � � ��n n�rozmern
ho vektorov
ho pries�
toru generuje cel� priestor V � Potom vektory ������ � � � ��n s� line�rne nez�visl
�
t�j� tvoria b�zu priestoru V �

D�kaz� Ak by vektory ������ � � � ��n boli line�rne z�visl�� tak by sa jeden z nich�
napr�klad �n dal vyjadri	 ako line�rna kombin�cia ostatn�ch� Potom by ale
+������ � � � ��n��, � V � Ak ��� ��� � � � � �n je b�za priestoru V � tak �nako�ko
��� ��� � � � � �n s� line�rne nez�visl� vektory� pod�a Steinitzovej vety je n� � � n� 
o
je nemo�n�� �

Pr�klad 
�	� V priestore V��R� vektory �� � ��� ��� �� � ��� �� tvoria b�zu�
Skuto
ne z pr�kladu )�� vypl�va� �e d�V��R�� � & a vektory ��� �� s� line�rne
nez�visl�� lebo z rovnice c���� �� � c���� �� � ��� �� vypl�va c� � c� � �� Nech
� � �a� b� je �ubovo�n� vektor priestoru V �R�� Vypo
�tajme jeho s�radnice x�� x�
vzh�adom na b�zu f��� ��g� Pod�a vety )�� m�me � � x��� � x���� t�j� �a� b� �
� x���� �� � x���� ��� 
i�e �a� b� � �x� � x�� x��� odkia� x� � a � b� x� � b�

Pr�klad 
�
� Uva�ujme vektorov� priestor Pn�R� v�etk�ch polyn�mov s re�
�lnymi koe�cientami stup�a najviac n � �� Tento priestor je n�rozmern�� Naozaj
polyn�my

�)�'� f��x� � �� f��x� � x� f��x� � x�� � � � � fn�x� � xn��
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s� line�rne nez�visl� a �ubovo�n� polyn�m mo�no vyjadri	 ako ich line�rnu kombin��
ciu� Pod�a pozn�mky )�' polyn�my �)�'� tvoria b�zu priestoru Pn�R� a koe�cienty
�ubovo�n�ho polyn�mu z priestoru Pn�R� s� s�radnice tohoto polyn�mu vzh�adom
na b�zu �)�'�� Napr� polyn�m f�x� � '� &x�)x� m� v priestore P��R� s�radnice
x� � '� x� � �&� x� � )� x� � x� � ��

Ak v priestore Pn�R� zvol�me in� b�zu

B � f�� x� �� �x � ���� � � � � �x � ��n��g
z Taylorovho vzorca�� vypl�va� �e s�radnice polyn�mu f�x� � Pn�R� s�

x� � f���� x� �
f ����
�.

� x� �
f �����
&.

� � � � � xn �
f 	n������
�n � ��.

�

Pr�klad 
��� Vypo
�tajme s�radnice vektora � � �x�� x�� � � � � xn� � Vn�F �
vzh�adom na b�zu B � f��� ��� � � � � �ng� kde vektory �i boli de�novan� v pr�kla�
de )���

Vidie	� �e plat�

�x�� x�� � � � � xn� � x��� � x��� � � � �� xn�n�


o znamen�� �e s�radnice vektora � vzh�adom na b�zu B sa rovnaj� jeho zlo�k�m�
Napr� vo V��R� pr�slu�n� vyjadrenie vektora � � �'�� � &� je � � '���  ���&���

Pr�klad 
��� Vypo
�tajme s�radnice x�� x�� x� vektora � � �'�� � &� � V��R�
vzh�adom na b�zu f��� ��� ��g� kde �� � ��� �� ��� �� � ��� �� ��� �� � ��� �� ��� P��eme
�'�� � &� � x���� �� �� � x���� �� �� � x���� �� �� odkia�

x� � x� � x� � '

x� � x� ��  

x� � &�

Rie�en�m s�stavy dostaneme x� � ��� x� � �"� x� � &�

Pr�klad 
�
� Vo vektorovom priestore L��R� line�rnych foriem nad V��R� �pr��
klad ���� formu f��� � 'x�� x��&x�� kde � � �x�� x�� x�� vyjadr�me ako line�rnu
kombin�ciu foriem f���� � x�� f��x� � x� � x�� f���� � x� � x� � x�� �itate�
r�chlo over�� �e mno�ina ff����� f����� f����g je b�za priestoru L��R�� Postupom
ako v pr�klade )�� n�jdeme� �e f��� � ��f����� "f���� � &f�����

Pr�klad 
���Vypo
�tame dimenziu podpriestoruP vektorov�ho priestoruV��R�
de�novan�ho takto�

P � f�x�� x�� x��( &x� � 'x� � )x� � �( kde x�� x�� x� � Rg�
Hne� vidie	� �e vektory �'��&� ��� ��� &� &� � P s� line�rne nez�visl�� Ale �u�

bovo�n� vektor �x�� x�� x�� � P m��eme vyjadri	 ako ich line�rnu kombin�ciu�
Skuto
ne �x� � x� � �

�x���'��&� �� � �
�x���� &� &� � �'x� �'x� � )x���&x� � &x� �

�)x�� x�� � �x� � �&x� � 'x� � )x��� x� � �&x� � 'x� � )x��� x�� � �x�� x�� x��� To
znamen� P � +�'��&� ��� ��� &� &�, a teda d�P � � &�

�itate�ovi odpor�
ame� aby si rozmyslel� ak�m sp�sobom mo�no vypo
�ta	 ko�
e�cienty x� � x� � �

�x� resp� �
�x��

��Ak 	itate� Taylorov vzorec e�te nepozn�� m��e t�to 	as� pr
kladu vynecha��
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Veta 
��� Nech V je n�rozmern� vektorov� priestor a ������ � � � ��k s� li�
ne�rne nez�visl
 vektory tohto priestoru� Potom f������ � � � ��kg � B� kde B je
nejak� b�za priestoru V �

Pozn�mka 
�
� In�mi slovami veta )�& hovor�� �e �ubovo�n� mno�inu line�rne
nez�visl�ch vektorov n�rozmern�ho vektorov�ho priestoru mo�no doplni	 na b�zu
tohoto priestoru�

D�kaz vety ���� Nech f��� ��� � � � � �ng je nejak� b�za priestoru V � Ke��e �d��
sledok � za vetou )��� +��� ��� � � � � �n, � V a vektory ������ � � � ��k s� line�rne
nez�visl�� pod�a Steinitzovej vety je k � n a pri vhodnom pre
�slovan� vektorov
�i je +������ � � � ��k� �k��� � � � � �n, � V � Pod�a d�sledku ) za vetou )�� vektory
������ � � � ��k� �k��� � � � � �n tvoria b�zu priestoru V � �

Z cvi
enia '�� vieme� �e ak P a S s� podpriestory priestoru V � tak P � S
nemus� by	 podpriestor priestoru V � M��eme v�ak vytvori	 podpriestor +P � S,�
De�n�cia 
��� Nech P a S s� podpriestory priestoru V �F �� Podpriestor +P �S,

naz�vame spojen�m podpriestorov P a S� Ozna
�me +P � S, � P � S�
Veta 
�	� Nech P �S s� podpriestory priestoru V � Potom

P � S � f�� �( � � P � � � Sg�

D�kaz� Pod�a vety '�) �vzh�adom na de�n�ciu )��� je

P � S � fc��� � c��� � � � �� cn�n( n � N� �i � P � S� ci � Fg�

Bez ujmy na v�eobecnosti m��eme predpoklada	� �e ������ � � � ��k � P

a �k��� � � � ��n � S� Vid�me� �e ka�d� vektor � � P � S je mo�n� p�sa	 vo
forme � � �c��� � � � � � cn�k� � �ck���k�� � � � � � cn�n� � � � �� kde � � P �
� � S� �

Pozn�mka 
��� V niektorej literat�re sa spojenie podpriestorov P �S naz�va
line�rny s�
et podpriestorov P a S a ozna
uje sa P �S�

Veta 
�
� Nech P �S s� podpriestory vektorov
ho priestoru F �F � kone�nej di�
menzie� Potom

�)�)� d�P � S� � d�P � S� � d�P � � d�S��

D�kaz� Ak P � S� tak P � S � P a P � S � S a tvrdenie vety je zrejm��
Podobne aj v pr�pade S � P � Nech teda P �� S a tie� S �� P � Budeme rozli�ova	
dva pr�pady�

a� Nech P �S � f��g� Nech f������ � � � ��rg a f������ � � � ��tg s� b�zy priestorov
P a S� Zrejme je +������ � � � ��r������� � � � ��t, � P � S �pre
o*�� Dok��eme� �e
vektory ������ � � � ��r������� � � � ��t s� line�rne nez�visl�� t�j� tvoria b�zu priestoru
P �S� Ak by boli line�rne z�visl�� bol by niektor� vektor �i line�rnou kombin�ciou
predch�dzaj�cich �pre
o*� � �i � b��� � b��� � � � �� br�r � c��� � � � �� ci���i���
Uva�ujme vektor � � �i � c��� � c��� � ci���i�� � b��� � b��� � � � � � br�r�
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Zrejme � � P a s�
asne � � S a teda � � P � S � f��g� 
i�e � � ��� Potom
ale vektory ������ � � � ��i s� line�rne z�visl�� a teda aj vektory ������ � � � ��t� 
o je
v spore s t�m� �e s� b�zou priestoru S� Dok�zali sme d�P � S� � r � t� Ke��e
d�P � S� � �� tvrdenie �)�)� plat��

b� Nech P � S �� f��g� Nech f������ � � � ��kg je b�zou priestoru P � S� Na�
ko�ko P � S � P ako aj P � S � S mo�no t�to b�zu pod�a vety )�& doplni	 na
b�zu f������ � � � ��k������� � � � ��lg priestoru P ako aj na b�zu f������ � � � ��k�

������ � � � ��mg priestoru S� M�me tak d�P � � k� l� d�S� � k�m� Na dokon
enie
d�kazu sta
� dok�za	� �e d�P � S� � k � l �m� Skuto
ne vektory ������ � � � ��k�

������ � � � ��l������� � � � ��m generuj� podpriestorP�S �
itate� si rozmysl�� pre
o��
Sta
� dok�za	� �e s� line�rne nez�visl�� t�j� tvoria b�zu priestoru P � S� Aby sme
to dok�zali predpokladajme opak� t�j� �e tieto vektory s� line�rne z�visl�� Ke��e
vektory ������ � � � ��k������� � � � ��l s� line�rne nez�visl�� �tvoria b�zu podpries�
toru P �� niektor� vektor �j je line�rnou kombin�ciou predch�dzaj�cich vektorov
�pre
o*��

�j � a��� � � � �� ak�k � b��� � � � �� bl�l � c��� � � � �� cj���j���

Odtia� vidie	� �e vektor

�)��� � � �j � c��� � � � � � cj���j�� � a��� � � � �� ak�k � b��� � � � �� bl�l

patr� do P � S� Naozaj� z �avej strany �)��� vypl�va � � S� z pravej strany
� � P � Teda � � P � S� Ke��e ������ � � � ��k tvoria b�zu P � S� je b� �
� b� � � � � � bl � � a � � �j � c���� � � �� cj���j�� � a���� a���� � � �� ak�k�
Z poslednej rovnice vidie	� �e vektory ������ � � � ��k���� � � � ��j a teda aj vek�
tory ������ � � � ��k������� � � � ��m s� line�rne z�visl�� 
o je spor s t�m� �e vektory
������ � � � ��k������� � � � ��m tvoria b�zu priestoru S� �

Pr�klad 
��� Vypo
�tajme dimenziu vektorov�ho priestoru P � S� ke�
P �S �� V��R� a P � +��� ���&� '�� ��� &� '� ��,� S � +�&� ���"� "���� �� �� ��,�

Rie�enie� �itate� na prv� poh�ad vid�� �e d�P � � d�S� � &� Vypo
�tame
d�P � S�� Je zrejm�� �e podpriestor P � S � +P � S, je generovan� vektormi
� � ��� ���&� '� � � ��� &� '� ��� � � �&� ���"� "�� � � ��� �� �� ��� Mno�inu t�chto
) vektorov zamen�me za mno�inu s nimi line�rne ekvivalentn� �veta '��� takto�
�� � � � � � ��� ���'� '�� �� � � � � � ��� &� &� ��� �� � � � &� � ��� ������ "��
�� � � � ��� �� �� ��� t�to zase za mno�inu ��� � ��� ��� � �� � &�� � ��� �� !�����
��� � ����� � ��� ���!� ��� ��� � �� a t�to za mno�inu ���� � ���� ���� � ������� �
� ��� �� �� ��� ���� � ���� ���� � ���� Pod�a vety '�� nulov� vektor ���� m��eme
vynecha	 a dostaneme mno�inu vektorov ��������� ����� ktor� tie� generuj� priestor
P � S� t�j� P � S � +��� ���'� '�� ��� ���!� ��� ��� �� �� ��,� Vektory ����� ����� ���� s�
line�rne nez�visl� �
itate� �ahko skontroluje� �e �iadny z nich nie je mo�n� vyjadri	
ako line�rnu kombin�ciu predch�dzaj�cich�� preto d�P � S� � '� Pod�a vety )�)
d�P � S� � ' � & � &� 
i�e d�P � S� � ��

Pozn�mka 
��� Postup pou�it� v pr�klade podrobnej�ie zd�vodn�me pri vypo�

�tavan� hodnosti matice v nasleduj�cej kapitole�



�� Kapitola � VEKTOROV� PRIESTORY

De�n�cia 
��� Nech P a S s� podpriestory vektorov�ho priestoru V �F � tak��
�e P � S � f��g� Potom spojenie P � S naz�vame direktn� s�
et podpriestorov
P �S a ozna
�me P � S�

Veta 
��� Nech P a S s� podpriestory vektorov
ho priestoru V �F � tak
� �e

P � S � f��g� Potom
�i� ka�d� vektor � � P � S mo�no jednozna�ne vyjadri� v tvare � � � � ��

kde � � P a � � S�
�ii� d�P � S� � d�P � � d�S��

D�kaz� �i�� Ke��e P �S � P �S� pod�a vety )�' ka�d� vektor � � P �S mo�no
vyjadri	 v tvare � � ���� kde� � P � � � S� Zost�va dok�za	 jednozna
nos	 tohto
vyjadrenia� Ak by � � �� � a tie� � � �� � ��� kde ���� � P ����� � S pri
om
napr� � �� ��� mali by sme � � � � �� � ��� Odtia� ale vypl�va ���� � �� � ��
Nako�ko ���� � P � ���� � S vid�me� �e ���� � P �S � f��g� t�j� ���� � ���

o je spor s � �� ���

�ii� D�kaz vypl�va z vety )�) a z toho� �e d�P � S� � �� �

Cvi�enia


��� V priestore V��R� s� dan� vektory �� � ��� �� ��� �� � ��� �� ���
�� � ��� �� ��� Dok��te� �e f��������g je b�za priestoru V��R� a vypo
�tajte s��
radnice vektora � � �a� b� c� � V��R� vzh�adom na t�to b�zu�


��� Dok��te� �e vektory �� � ��� �� �� � � � � ��� �� � ��� �� �� � � � � ��� � � �
� � � � �n � ��� �� �� � � � � �� tvoria b�zu priestoru Vn�R� a vypo
�tajte s�radnice vek�
tora � � �a�� a�� � � � � an� vzh�adom na t�to b�zu�


�	� Zistite dimenzie v�etk�ch podpriestorov z cvi
enia '���
N�vod� V ka�dom z t�chto podpriestorov zvo�te mno�inu line�rne nez�visl�ch vek�
torov� ktor� ho generuje�


�
� Zistite dimenzie v�etk�ch podpriestorov priestoruV��Z�� �pozri cvi
enie '�&��


��� Zistite dimenziu nasleduj�cich podpriestorov priestoru V��R�
P� � +�'� �� ��� ��� �� ��,�
P� � +��� &� ��� �&� '� ��,�
P� � +����&� '�� �)��'� &�� ��� �� ��,�

N�vod� Podobne ako v pr�klade )�" nahra�te s�stavy vektorov� ktor� generuj� pod�
priestory P��P��P� s�stavami s nimi line�rne ekvivalentn�ch ale line�rne nez�vis�
l�ch vektorov�



x �� Skal�rny s�	in ��


��� Nech f��������g je b�za '�rozmern�ho priestoru V �R�� Dok��te� �e ka�d�
z mno��n

B� � f�� ���� �� ���� �� ���g�
B� � f�� � '��� �� � '��� �� � '��g
B� � f��� �� ���� �� ���� ��g

je b�za priestoru V �R� a vypo
�tajte s�radnice vektorov ��� ��� �� vzh�adom na
b�zu B�� B� a B��


�
� Nech P� � +������ � � � ��k, a P� � +������ � � � ��k��,� kde � je line�rnou
kombin�ciou vektorov ������ � � � ��k� Potom d�P�� � d�P��� Dok��te�

N�vod� Dok��te� �e P� � P��


��� Nech P a S s� tak� podpriestory vektorov�ho priestoru V �F �� �e
P � S � f��g a P � S � V � potom hovor�me� �e priestory s� navz�jom kom�
plement�rne �jeden je komplementom � doplnkom druh�ho�� Dok��te nasledovn��

a� Ak d�V � � n� tak d�P � � d�S� � n�
b� Ak f��� ��� � � � � �k� �k��� � � � � �ng je b�za priestoru V � tak priestory

+��� ��� � � � � �k, � P a +�k��� � � � � �n, � S s� komplement�rne�


��� Nech P a S s� podpriestory n�rozmern�ho priestoru V �F �� Dok��te nasle�
dovn��

a� Ak d�P ��d�S� � n� a z�rove� P �S � f��g� tak P a S s� komplement�rne�
b� Ak d�P ��d�S� � n� a z�rove� P �S � V � tak P a S s� komplement�rne�


����Nech P a S s� komplement�rne podpriestory priestoruV � NechW je pod�
priestor priestoru V � Musia by	 aj P �W a S�W komplement�rne podpriestory*
Ak �no� dok��te to� ak nie� n�jdite protipr�klad�

x �� Skal�rny s��in

V pr�klade ��� sme de�novali vektorov� priestor V ako mno�inu orientovan�ch
�se
iek v rovine vych�dzaj�cich z jedn�ho pevn�ho bodu� V priestore V mo�no
de�nova	 pojmy� ve�kos	 vektora� uhol dvoch vektorov� skal�rny s�
in at�� �itate�
pozn� tieto pojmy zo strednej �koly� Pri zov�eobec�ovan� t�chto pojmov na re�lne
vektorov� priestory budeme vych�dza	 z pojmu skal�rneho s�
inu� ktor� si teraz
de�nujeme�



�� Kapitola � VEKTOROV� PRIESTORY

De�n�cia ���� Nech �ubovo�nej dvojici vektorov��� re�lneho vektorov�ho pries�
toruE�R� je priraden� skal�r ����� � R tak� �e s� splnen� nasleduj�ce podmienky�

����� � �������E��

s����� � �s����� kde s � R��E��

��� ������ � ������ � ��������E��

����� � �� pri
om ����� � � pr�ve vtedy� ke� � � ����E��

Skal�r ����� naz�vame skal�rny s��in vektorov ����

Pozn�mka ���� Podmienka E� �E�� hovor�� �e skal�rny s�
in je komutat�vny
�distribut�vny vzh�adom na s
�tanie vektorov��

De�n�cia ���� Re�lny vektorov� priestor E�R�� v ktorom je de�novan� skal�r�
ny s�
in naz�vame euklidovsk� vektorov� priestor�

Veta ���� Pre ka�d� vektor � euklidovsk
ho vektorov
ho priestoru E�R� plat�

��� ��� � ��

D�kaz� ����� � ���� � ��� � ����� � ��� ���� Na druhej strane m�me
����� � ����� � �� Odtia� ����� � ��� ��� � ����� � �� 
i�e ��� ��� � �� �

Pr�klad ���� Vo vektorovom priestore orientovan�ch �se
iek �pr�klad ��'� sa
de�nuje skal�rny s�
in �a��b takto� ��a��b� � j�aj � j�bj cos
� kde j�aj� j�bj s� d��ky vek�
torov �a��b( w � ���a��b�� Dok��eme� �e podmienky �E�� � �E�� v de�n�cii ��� s�
splnen�� Platnos	 podmienok �E�� a �E�� je zrejm�� Aby sme dok�zali platnos	
podmienky �E�� sta
� si uvedomi	� �e j�aj � j�bj � cos
 � j�bj � j�ajb� kde j�ajb je d��ka
kolm�ho priemetu orientovanej �se
ky �a na priamku� na ktorej le�� vektor �b� #alej
plat�� �priemet s�
tu dvoch vektorov je s�
et priemetov t�chto vektorov
� M�me
tak ��a� � �a���b� � j�bj � j�a� � �a�jb � j�bj�j�a�jb � j�a�jb� � j�bj � j�a�jb � j�bj � j�a�jb �
� ��a���b� � ��a���b�� Podmienka �E�� je splnen� tie�� lebo ��a� �a� � j�aj � j�aj cos � �
� j�aj� � ��

Pr�klad ���� V aritmetickom vektorovom priestore Vn�R� de�nujeme skal�rny
s�
in vektorov � � �x�� x�� � � � � xn�� � � �y�� y�� � � � � yn� takto�

����� ����� � x�y� � x�y� � � � �� xnyn�

�itate� �ahko dok��e� �e podmienky �E��� �E�� s� splnen��

Pr�klad ��	� Vo vektorovom priestore re�lnych spojit�ch funkci� de�novan�ch
na intervale h�� �i �pr�klad ����� de�nujeme skal�rny s�
in takto�

�f� g� �

�Z
�

f�x� � g�x�dx�

Podmienky �E�� � �E�� sa dok��u pou�it�m z�kladn�ch viet o ur
itom integr�li�
�Ak 
itate� tieto vety nepozn�� m��e sa k pr�kladu vr�ti	 neskor�ie��



x �� Skal�rny s�	in �


Veta ���� Nech ��� � E�R� s� 
ubovo
n
 vektory euklidovsk
ho priestoru�
Potom

���&� ������ � ����� � ������

Pozn�mka ���� Nerovnos	 ���&� sa naz�va Schwarzova nerovnos	�

D�kaz vety 
��� Ak ��� � E�R� t � R� m�me �podmienka �E���

�� � t���� t�� � ��

alebo

���'� t������� &t����� � ����� � ��

Ak je � � �� nerovnos	 ���&� plat�� Nech � �� ��� Potom ����� �� �� Polo��me
t � 	����

	����
a dosad�me do ���'��

������

�����
� &

������

�����
� ����� � ��

z 
oho vypl�va ���&�� �

De�n�cia ��	� Nech � je vektor euklidovsk�ho vektorov�ho priestoru� Skal�rp
����� naz�vame ve�kos�ou alebo absol�tnou hodnotou vektora �� 
o ozna
ujeme

j�j �p������

Pozn�mka ��	� Schwarzova nerovnos	 sa 
asto uv�dza v tvare

���)� ����� � j�j � j�j�

ktor� �ahko dostaneme z nerovnosti ���&��

Pozn�mka ��
� Vid�me� �e de�n�cia ve�kosti vektora je v zhode s pr�kladom ����
lebo j�aj �pj�aj � j�aj cos � �

p
j�aj��

Pr�klad ��
� Vypo
�tajme ve�kos	 vektora � � sinx vektorov�ho priestoru spo�
jit�ch re�lnych funkci� de�novan�ch na intervale h�� �i�

j�j �

vuuut
�Z

�

sin� xdx �

sZ �

�

�� cos &x
&

dx �

s�
�
&
x � �

)
sin&x

��
�

�

�

r
�
&
� �

)
sin &

�
�
p
�� �� �� && � �� �&&�

Aby sme mohli de�nova	 uhol dvoch vektorov� dok��eme nasleduj�ci d�sledok
vety ��&�



�� Kapitola � VEKTOROV� PRIESTORY

D�sledok� Pre 
ubovo
n
 dva vektory ��� �� �� euklidovsk
ho priestoru plat�

����� �� � �����
j�j � j�j � ��

D�kaz� Pod�a nerovnosti ���&� m�me

������

����������
� ��

z 
oho dost�vame

�� � �����p
�����

p
�����

� ��


o je vlastne nerovnos	 ������ �

De�n�cia ��
� Nech ��� s� dva nenulov� vektory euklidovsk�ho vektorov�ho
priestoru� Uhlom 
 � ������ vektorov ��� nazveme hodnotu


 � arccos
�����
j�j � j�j � kde � � 
 � ��

Pozn�mka ���� Nenulovos	 vektorov ��� a nerovnos	 ����� zaru
uje existenciu
hodnoty 
�

De�n�cia ���� Vektory ��� sa naz�vaj� ortogon�lne� ak ����� � ��

Pozn�mka ���� Pod�a tejto de�n�cie nulov� vektor a �ubovo�n� vektor s� orto�
gon�lne�

Pr�klad ���� Uhol vektorov � � �'� �� a � � �&� &� priestoru V��R� je


 � arccos
�����
j�j � j�j � arccos

� � �p
'�
p
&� � &�

� arccos
�

' � &p&
� arccos

�p
&
�
�

)
�

Pr�klad ���� Nech vektory ������ � � � ��n s� po dvoch ortogon�lne� Dok��eme�
�e

j�� ��� � � � ���nj� � j��j� � j��j� � � � �� j�nj��
Skuto
ne� j�� � �� � � � � � �nj� � ��� � �� � � � � � �n� �� � �� � � � � � �n� �
� ������� � ������� � � � �� �����n� � ������� � ������� � � � �� �����n� � � � �
� � �� ��n���� � ��n���� � � � �� ��n��n� � j��j� � j��j� � � � �� j�nj��
Dva nenulov� ortogon�lne vektory ����� z priestoru orientovan�ch �se
iek m��
�eme pova�ova	 za strany obd��nika s uhloprie
kou ����� �pr�klad ����� Rovnos	
j�� ���j� � j��j� � j��j� je vlastne Pytagorova veta�

Pr�klad ��
� Uk��eme� �e v euklidovskom priestore pre dva �ubovo�n� vektory
plat� nerovnos	�

����� j�� �j � j�j� j�j�



x �� Skal�rny s�	in ��

Skuto
ne� j� � �j� � �� � ��� � �� � ����� � &����� � ������ Ale pod�a ���)�
je ����� � j�jj�j� Vid�me� �e

j�� �j� � ����� � &����� � ����� � j�j� � &j�jj�j� j�j� � �j�j� j�j���
odkia� dostaneme nerovnos	 �������

Pozn�mka ��
� Nerovnos	 ����� naz�vame trojuholn�kov� nerovnos	�

V euklidovskom vektorovom priestore hraj� d�le�it� �lohu b�zy� ktor� tvoria
vektory po dvoch ortogon�lne�

Veta ��	� Nech

��� � ��� ��� � � � � �n

je n�tica nenulov�ch vektorov n�rozmern
ho vektorov
ho priestoru E�R� a nech
��i� �j � � � pre i �� j� t�j� vektory ��� � s� po dvoch ortogon�lne� Potom vektory
��� � tvoria b�zu priestoru E�R��

D�kaz� Sta
� dok�za	� �e vektory ��� � s� line�rne nez�visl�� t�j� �e rovnos	

���!� c��� � c��� � � � �� cn�n � ��

plat� len pre c� � c� � � � � � cn � � � R� Skuto
ne� ak ���!� n�sob�me skal�rne
vektorom �i �i � �� &� � � � � n�� dostaneme

c� � � � c� � � � � � �� ci��i� �i� � � � �� cn � � � �

Odtia� vzh�adom na ��i� �i� �� � m�me ci � � �i � �� &� � � � � n�� �

De�n�cia ���� B�za ��� � sa naz�va ortogon�lna b�za euklidovsk�ho priestoru�
Ak okrem toho plat� j�ij � � pre i � �� &� � � � � n b�za ��� � sa naz�va ortonorm�lnou�

Pozn�mka ���� Ak b�za B � f��� ��� � � � � �ng je ortogon�lna� tak b�za

B� �
n ��

j��j �
��

j��j � � � � �
�n

j�nj
o

je ortonorm�lna� Ortonorm�lna b�za je napr�klad kanonick� b�za priestoru Vn�R��

Veta ��
� V ka�dom n�rozmernom euklidovskom priestore E�R� existuje orto�
gon�lna b�za�

D�kaz� Je jasn�� �e v priestore E�R� existuje nejak� b�za B � f������ � � � ��ng�
Zostroj�me b�zu B� � f��� ��� � � � � �ng� ktor� je ortogon�lna�

Polo��me
�� � ���

Nech
�� � �� � c����

Re�lne 
�slo c� ur
�me tak� aby platilo ���� ��� � �� t�j�

��� � c���� ��� � �� alebo ���� ��� � c����� ��� � ��



�� Kapitola � VEKTOROV� PRIESTORY

odkia�

c� � � �������
���� ���

�

Aby sme ur
ili tret� vektor ortogon�lnej b�zy� polo��me

�� � �� � d��� � d����

kde skal�ry �re�lne 
�sla� d�� d� ur
�me tak� aby platilo ���� ��� � �� ���� ��� � ��
alebo

��� � d��� � d���� ��� � ��

��� � d��� � d���� ��� � ��

odkia� vzh�adom na to� �e ���� ��� � �� m�me

d� � � ���� ���
���� ���

� d� � � ���� ���
���� ���

�

Takto postupujeme �alej� Predpokladajme� �e u� m�me vektory ��� ��� � � � � �k���
Aby sme ur
ili �k� polo��me

���"� �k � �k � s��� � s��� � � � �� sk���k���

kde skal�ry s�� s�� � � � � sk�� ur
�me tak aby platilo

��k � ��� � ��

��k � ��� � ��

���

��k� �k��� � ��

Ak do t�chto vz	ahov dosad�me ���"� a vyu�ijeme fakt� �e ��i� �j � � � pre i �� j�
� 
 i� j � k � �� vypo
�tame

s� � � ��k� ���
���� ���

�

s� � � ��k� ���
���� ���

�

���

sk�� � � ��k � �k���
��k��� �k���

�

V postupe pokra
ujeme� k�m nevy
erp�me v�etky vektory b�zy B� Dok��eme� �e
vektory �k s� nenulov�� t�j� �k �� �� pre k � �� &� � � � � n� Aby sme to dok�zali�
v�imnime si� �e �k je line�rnou kombin�ciou vektorov ������ � � � ��k �pre
o*��
M�me tak

�k � t��� � t��� � � � �� tk�k�

kde zrejme tk � �� Ak by �k � ��� vektory ������ � � � ��k by boli line�rne z�visl��

o nie je� lebo s� to vektory b�zy B� Ke��e vektory ��� ��� � � � � �n s� nenulov�
a �vzh�adom na kon�trukciu� po dvoch ortogon�lne� pod�a vety ��' tvoria b�zu
priestoru E�R�� �



x �� Skal�rny s�	in ��

Pozn�mka ���� Postup kon�trukcie vektorov ��� ��� � � � � �n sa naz�va ortogo�
naliza�n� proces�

Pr�klad ���� Nech �� � ��� �� '�� �� � ��� �� &�� �� � ��� �� �� s� vektory pries�
toru V��R�� Zrejme tvoria b�zu� Uplatn�me ortogonaliza
n� proces�

�� � ��� �� '�� �� � �� � c����

kde c� ur
�me tak� aby ���� ��� � �� t�j� ������� � c����� ��� � �� odkia� 
itate�
vypo
�ta c� � ��

�
� �Skal�rny s�
in po
�tame pod�a ������� Preto je

�� � �� � &
'
�� � ��� �� &� � &

'
��� �� '� � ��� �� ���

#alej polo��me �� � �� � d��� � d���� kde skal�ry ur
�me tak� aby platilo
���� ��� � �� ���� ��� � �� 
i�e

���� ��� � d����� ��� � �� ���� ��� � d����� ��� � ��

odkia� dostaneme d� � � �
� a d� � ��� Teda m�me

�� � �� � �
'
�� � �� � ��� �� ���

Ortogon�lna b�za je �� � ��� �� '�� �� � ��� �� ��� �� � ��� �� ��� ortonorm�lna b�za
je ��� �

��
j��j

� ��� �� ��� ��� � ��� �
�
� � ���

Veta ���� Nech f��� ��� � � � � �ng je ortonorm�lna b�za euklidovsk
ho priestoru�
Potom s�radnice 
ubovo
n
ho vektora � v tejto b�ze s� skal�rne s��iny vektora �
a pr�slu�n�ch vektorov b�zy�

D�kaz� Nech
� � x��� � x��� � � � �� xn�n�

je
��� ��� � x����� ��� � x����� ��� � � � �� xn��n� ����

Ke��e ���� ��� � � ��i� ��� � �� kde i �� �� m�me x� � ��� ��� a analogicky
x� � ��� ���� x� � ��� ���� � � � � xn � ��� �n�� �

Cvi�enia

���� Dok��te podrobne platnos	 podmienok �E��� �E�� z de�n�cie ��� v pr�kla�
doch ��& a ��'�

���� Pou�it�m de�n�cie skal�rneho s�
inu v pr�klade ��& resp� ��' vypo
�tajte
skal�rny s�
in a a uhol vektorov 	� 
�

a� 	 � �'��'�p'�� 
 � ��'��'�p'�� kde 	� 
 � V��R�
b� 	 � x� 
 � sinx� kde 	� 
 s� vektory vektorov�ho priestoru re�lnych funkci�

de�novan�ch na intervale h�� �i�
c� 	 � sinx� 
 � cosx� kde 	� 
 s� vektory priestoru ako za b�
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��	� Nech 	� 
� � s� tri vektory euklidovsk�ho priestoru� Dok��te� �e plat�

j	� �j 
 j	� 
j� j
 � �j�

N�vod� Pou�ite nerovnos	 ����� v pr�klade �� �

��
� Nech 	 � �x�� x�� x��� 
 � �y�� y�� y�� s� vektory priestoru V��R�� Zistite�

i nasleduj�ce rovnosti de�nuj� skal�rny s�
in v priestore V��R��

a� �	� 
� � x�y� � x�y� � x�y� � &x�y� � x�y��

b� �	� 
� � 'x�y� � x�y� � x�y� � x�y� � )x�y� � �
�
x�y� � x�y� � �

�
x�y��

c� �	� 
� � &x�y� � x�y� � x�y� � )x�y� � x�y� � x�y� � 'x�y��

���� Nech B je b�za vektorov�ho priestoru V � N�jdite ortonorm�lnu b�zu B�

tohoto priestoru

a� B � f	� 
� �g� kde 	 � �&� &� &�� 
 � �'���� ��� � � � � �� �� s� vektory
priestoru V��R��

b� B � f	� 
� �g� kde 	 � �� 
 � x� � � x� s� vektory priestoru v�etk�ch
polyn�mov stup�a najviac & s re�lnymi koe�cientami�

Skal�rny s�
in je de�novan� v pr�pade a� ako v pr�klade ��&� v pr�pade b� ako v
pr�klade ��'�



Kapitola �

MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

Pr�klad ���� Uva�ujme o s�stave � rovn�c so �tyrmi nezn�mymi

�x� � �x� � x� � �x� 	 


�x� �
�
�
x� � x� 	 ����
��

�x� �
p
�x� � �x� 	

p



vektorov�ho priestoru R��R� �pozri pr�klad �
� v kapitole ��

S�stavu ��
�� mo�no �spornej�ie zap�sa� pomocou tabu�ky�

�
� �� ��� �� ��� 


�� �� �

�
� ��� ��

��
p
�� �� ��� p




�
A

T�to tabu�ku p�tn�stich re�lnych ��sel ch�peme ako celok �ako jeden matematick�
objekt� a naz�vame ju maticou nad po�om re�lnych ��sel


De�n�cia ���� Nech je dan� pole F a prirodzen� ��sla m�n � �
 Tabu�ku mn

prvkov po�a F usporiadan�ch do m riadkov a n st�pcov takto�

��
��

�
BBBBBBB�

a��� a��� � � � � a�k� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�k� � � � � a�n





ai�� ai�� � � � � aik� � � � � ain





am�� am�� � � � � amk� � � � � amn

�
CCCCCCCA

naz�vame matica typu m� n nad po�om F 

Matice budeme ozna�ova� ve�k�mi p�smenami tzv
 bezp�tkov�ho p�sma napr��

klad A� B� C a pod
 Prvok aik po�a F je prvkom matice le�iacim v i�tom riadku
a k�tom st�pci matice
 Prirodzen� ��slo i je riadkov� a k st�pcov� index prvku aik

Ak maticu ��
�� ozna��me A� skr�tene p��eme

A 	 �aik� i 	 �� �� � � � �m� k 	 �� �� � � � � n�

alebo tie� Am�n resp
 �aik�m�n
 Riadky matice A� ozna��me ich ������ � � � ��i�

� � � ��m� m��eme pova�ova� za prvky priestoru Vn�F �� st�pce ������ � � � ��k� � � � ��n

za prvky priestoru Vm�F �


��
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Matica� ktorej v�etky prvky sa rovnaj� nule �presnej�ie nulov�mu prvku po�a F �
sa naz�va nulov� matica
 Ak je typu m� n ozna��me ju �m�n


Matica A� v ktorej m 	 n� t
j
 je typu n � n sa naz�va �tvorcov�
 Ozna�
�ujeme ju An
 Prvky a��� a��� � � � � ann tvoria hlavn�� prvky a�n� a��n��� � � � � an��
ved�aj�iu diagon�lu matice An
 �tvorcov� matica sa naz�va diagon�lna� ak v�etky
prvky nele�iace na hlavnej diagon�le sa rovnaj� nule �nulov�mu prvku po�a F �

Diagon�lna matica� ktorej v�etky prvky na hlavnej diagon�le sa rovnaj� jednej
�t
j
 jednotkov�mu prvku po�a F � sa naz�va jednotkov�
 Ozna�ujeme ju Jn


Pozn�mka ���� Pri zapisovan� mat�c nie je nutn� d�va� �iarky medzi prvkami
matice
 Budeme tak robi� len vtedy� ke� sa t�m zv��i �itate�nos�
 Ni� menej� pri
matici typu �� n �iarky d�vame v�dy


Pr�klad ���� V�etky nasleduj�ce matice maj� re�lne prvky �s� nad po�om R�


A 	
�

�
p
�

�� �

�
� B 	

�
� � �p� �

 � � ��

�
�

C 	 ��� �� ��� E 	

�
�� � �

� � �
� � �

�
A �

���� 	

�
� � �
� � �

�
� J� 	

�
B�

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�
CA �

Matica A je typu � � �� matica B typu � � �� C typu � � �� E typu � � �� ����
typu �� �� J� typu �� �
 A�E� J� s� �tvorcov�� E� J� diagon�lne� ���� nulov� a J�

jednotkov� matica


De�n�cia ���� Dve matice Am�n� Br�s sa rovnaj�� ak s� rovnak�ho typu a ak sa
rovnaj� sebe odpovedaj�ce prvky
 T
j
 A 	 B pr�ve ke� m 	 r� n 	 s a aik 	 bik
pre i 	 �� �� � � � �m� k 	 �� �� � � � � n


De�n�cia ��	� Ak riadky matice A p��eme ako st�pce matice B �v tom istom
porad��� hovor�me� �e sme nap�sali maticu transponovan� k matici A
 Ozna�ujeme
B 	 AT 
 Teda ak A 	 �aik�m�n� tak AT 	 �aki�n�m


Pr�klad ��	�

A 	

�
� �� �
� � ��

�
� A

T 	

�
� � �
�� �
� ��

�
A �

B 	

�
� � � ��

� � �
�� � �

�
A � BT 	

�
� � � ��

� � �
�� � �

�
A �

De�n�cia ��
� Matica A sa naz�va symetrick� ak A 	 AT 


Je zrejm�� �e symetrick� matica je �tvorcovou maticou
 Matica B v pr�klade �
�
je symetrick�
 V symetrickej matici plat� aki 	 aik




x �� Oper�cie s maticami ��

De�n�cia ���� S��et dvoch mat�c typu m� n A 	 �aik�� B 	 �bik� de�nujeme
takto�

��
�� A�B 	 �aik � bik�� i 	 �� �� � � � �m� k 	 �� �� � � � � n�

Pozn�mka ���� S��tanie mat�c je teda de�novan� len pre matice rovnak�ho
typu
 Zrejme nem��e pr�s� k nedorozumeniu� ke� znakom  �! ozna�ujeme v ��
��
dve r�zne oper�cie
 Na �avej strane ��
�� je to s��tanie mat�c� k�m na pravej strane
s��tanie prvkov po�a F 


Pr�klad ��
� S��tajme matice

A 	
�
� � ��
� �� �

�
� B 	

�p
�� ��� �
�� �� �

�
�

M�me

A�B 	

�
� �

p
� � �


 �� �

�
�

Veta ���� Nech M �F � je mno�ina v�etk�ch mat�c typu m � n nad po�om F �
Potom �trukt�ra �M �F ���� je abelovsk� grupa�

D�kaz� "itate� si �ahko dok��e� �e s��tanie mat�c je asociat�vne� t
j
 pre v�etky
A�B�C �M �F � plat�

��
�� A� �B� C� 	 �A�B� �C�

Aj zvy�ok d�kazu ponechajme na �itate�a
 Poznamenajme len� �e neutr�lnym prv�
kom oper�cie � je nulov� matica �m�n
 �

De�n�cia ���� Nech A 	 �aik� je matica nad po�om F a s � F 
 N�sobok s �A
matice A prvkom s de�nujeme takto�

��

� s �A 	 �saik� i 	 �� �� � � � �m� k 	 �� �� � � � � n�

Napr�klad� ak A 	
�

� �� �p
� # �

�
� tak �

�
A 	

�
� � �

�
�p

�

�
� �

�

�
�

Veta ���� Mno�ina M �F � v�etk�ch mat�c typu m� n nad po�om F tvor� vek�
torov� priestor nad F 	 v ktorom s
�tanie vektorov �mat�c� je de
novan� vz�ahom
��
�� a n�sobenie skal�rom vz�ahom ��

��

D�kaz� Pod�a vety �
� �M �F ���� je abelovsk� grupa
 "itate� �ahko skontroluje�
�e s� splnen� aj podmienky �V��� �V�� z de�n�cie �
� kapitoly �
 �
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Pr�klad ���� Mno�ina

M �Q� 	

��
a b

c d

�
$ a� b� c� d � Q

�

je vektorov� priestor dimenzie � nad po�om racion�lnych ��sel
 Je �ahk� overi�� �e
mno�ina ��

� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

��

je b�za priestoru M �Q�

Mno�ina mat�c rovnak�ho typu je teda �al�� pr�klad vektorov�ho priestoru ko�

ne�nej dimenzie
 Je ��eln� zavies� �al�iu oper�ciu v mno�ine mat�c �nad dan�m
po�om� toti� n�sobenie mat�c
 N�sobenie zavedieme len pre tak� dvojice mat�c� kde
prv� m� to�ko st�pcov ko�ko m� druh� riadkov


De�n�cia ��
� Nech A 	 �aij � je matica typu m � p� B 	 �bjk� matica typu
p � n
 S��in mat�c A � B �v tomto porad�� je matica C 	 �cik� typu m � n� kde

cik 	
pP

j��

aijbjk 
 T
j


��
#� A �B 	 C 	 �cik� 	
� pP
j��

aijbjk
�
� i 	 �� �� � � � �m$ k 	 �� �� � � � � n�

In�mi slovami� Prvok cik le�iaci v i�tom riadku a k�tom st�pci matice A �B je s��et
s��inov prvkov i�teho riadku matice A a k�teho st�pca matice B
 Teda prvok cik
vypo��tame takto�

cik 	 ai� � b�k � ai� � b�k � � � �� ai�p�� � bp���k � aip � bpk�
Pr�klad ���� N�sobme matice�

�� �� �
��� �� �

� �
� �� �� �� �
��� ��� �� �
�� �� �� ��

�
A 	

���� �� ��� 

��� �� �� ��

�
�

Vid�me� �e vyn�soben�m mat�c typu �� � a �� � sme dostali maticu typu �� �

Prvok 
 tejto matice sme vypo��tali takto� 
 	 � � � � � � � � � � ����
 Ak pr�slu�n�
riadok resp
 st�pec poklad�me za maticu typu �� � resp
 �� �� m��eme to zap�sa�
takto�

��� �� ��

�
� �

�
��

�
A 	 



Lema ���� Nech matice A�B�C s� �po rade� typu m� p	 p � r	 r � n� Potom
plat�

��
�� A � �B � C� 	 �A �B� � C�
D�kaz� Nech pre ur�itos� A 	 �aij �m�p� B 	 �bjh�p�r� C 	 �chk�r�n
 Po��tame�

�A �B� � C 	
� pP
j��

aijbjh
� � �chk� 	 � rP

h��

	 pP
j��

aijbjh


chk
�
	
� rP
h��

pP
j��

%aijbjh&chk
�
	

	
� rP
h��

pP
j��

aij %bjh �chk&
�
	
� pP
j��

aij
rP

h��

bjhchk
�
	 �aij ��

� rP
h��

bjhchk
�
	 A��B�C�� �



x �� Oper�cie s maticami ��

Lema ���� Nech matice A�B s� typu m� p a matica C typu p � n� Potom

��
�� �A�B� � C 	 A � C�B � C�

Nech naopak matica C je typu m� p a matice A�B typu p� n� Potom

��
'� C � �A�B� 	 C �A� C �B�

D�kaz prenech�me �itate�ovi
 �

Pozn�mka ��	� Z liem �
� resp
 �
� vidie�� �e n�sobenie mat�c je asociat�vne
resp
 n�sobenie mat�c je distribut�vne vzh�adom na s��tanie mat�c
 Na nasleduj�com
pr�klade sa presved��me� �e n�sobenie mat�c je nekomutat�vne� t
j
 A �B sa nemus�
v�dy rovna� B �A i ke� s� oba s��iny de�novan�


�
� �
� ��

��
� �
� ��

�
	

�

 ��
� �

�
�

�
� �
� ��

��
� �
� ��

�
	
�

� �
�� 


�
�

Veta ��	� NechMn�F � je mno�ina v�etk�ch mat�c typu n�n �kde n � �� nad
po�om F � Potom �trukt�ra �Mn�F ���� �� je nekomutat�vny okruh s jednotkov�m
prvkom obsahuj�ci netrivi�lne delitele nuly�

D�kaz� Z vety �
� vypl�va� �e �Mn�F ���� je abelovsk� grupa
 Z de�n�cie �


a lemy �
� vypl�va� �e �Mn�F �� �� je pologrupa
 Pod�a lemy �
� platia oba distribu�
t�vne z�kony
 (ahko sa presved��me� �e Jn je neutr�lny prvok vzh�adom na oper�ciu
n�sobenia
 Podobne �ahko over�me� �e okruh m� netrivi�lne delitele nuly �t
j
 nie je
obor integrity�
 Napr
 v �M��R���� �� je

�
� �
� �

�
�
�
� �
� �

�
	
�
� �
� �

�
�

�

Cvi�enia

���� Nech A�B�C s� matice nad po�om racion�lnych ��sel

A 	
�
� �� �
� � ��

�
� B 	

�
�

�
� �

� �

�
�

�
� C 	

�
� � �
� �� �

�
�

Vypo��tajte

a� maticu �A� �

�
B� C�

b� maticu X� ke� plat� �A� �X 	 �B� �C




�
 Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

���� Vypo��tajte �A� �B� AB�BA� AB�A� A� �B� ak

A 	
�
� ��
� �

�
� B 	

�
� �
� �

�
�

��	� N�jdite v�etky matice A typu � � � nad po�om re�lnych ��sel� pre ktor�
plat�

a� A �A 	 �����
b� A �A 	 A�
c� A �A 	 J�


��
� Dok��te� �e plat�

a� �A�B�T 	 AT �BT �
b� �AB�T 	 BT �AT �
c� �sA�T 	 sAT �

kde A�B s� matice �vhodn�ho typu� nad po�om F a s � F 


���� Vypo��tajte

a�
�
� ��
� �

��

b�
�
� �
� �

�n

� c�
�
cos� � sin�
sin� cos�

�k

�

���� Dok��te� �e pre ka�d� maticu

A 	
�
a b

c b

�

plat�
A
� � �a� d�A� �ad � bc�J� 	 �����

��
� N�jdite v�etky matice X�Y� pre ktor� plat� XA 	 AX� YB 	 BY� ke�

A 	

�
� �
� �

�
� B 	

�
� ��
� �

�
�

���� Nech M��R� je vektorov� priestor mat�c typu �� � �� nad po�om re�lnych
��sel
 Ur�te dimenziu tohto priestoru� zvo�te v )om b�zu a vypo��tajte s�radnice
vektora

A 	

�
� ��
� �

�

v tejto b�ze




x 
� S�stavy line�rnych rovn�c �


x �� S�stavy line�rnych rovn�c

V pr�klade �
� kapitoly � sme de�novali line�rnu rovnicu s n nezn�mymi nad
po�om F ako v�rokov� formu � de�novan� vz�ahom

��
�� a�x� � a�x� � � � �� anxn 	 a�

kde a je pevne zvolen� prvok po�a F a �av� strana v�rokovej formy ��
�� je line�rna
forma f � Ln�F � �pozri pr�klad �
� kapitoly ��
 V�rokov� forma � teda ka�d�mu
vektoru � 	 �x�� x�� � � � � xn� � Vn�F � prira�uje v�rok  hodnota formy f pre vek�
tor � je a!
 V pr�klade �
� kapitoly � sme dok�zali� �e mno�ina Rn�F � v�etk�ch
line�rnych rovn�c o n nezn�mych tvor� vektorov� priestor nad F 


De�n�cia ���� Vektor � 	 �t�� t�� � � � � tn� � Vn�F � naz�vame rie�en�m rovnice
��
�� ak v�rok a�t� � a�t� � � � � antn 	 a je pravdiv�


De�n�cia ���� Rovnice

a��x� � a��x� � � � � � a�nxn 	 b��

a��x� � a��x� � � � � � a�nxn 	 b����
��






am�x� � am�x� � � � �� amnxn 	 bm�

naz�vame s�stavou S m rovn�c s n nezn�mymi nad F 
 Teda S � Rn�F �

Vektor � 	 �t�� t�� � � � � tn� naz�vame rie�en�m s�stavy ��
��� ak je rie�en�m ka�dej

rovnice danej s�stavy
 Nech S je mno�ina v�etk�ch rie�en� s�stavy ��
��
 Je jasn��
�e S � Vn�F �
 Ak S obsahuje aspo) jeden vektor� t
j
 S �	 �� hovor�me� �e s�stava
S je rie�ite�n�
 V pr�pade S 	 �� hovor�me� �e s�stava ��
�� nem� rie�enie


Pozn�mka ���� Miesto  s�stavam rovn�c s n nezn�mymi! hovor�me tie�  sys�
t�m m rovn�c s n nezn�mymi!


Pozn�mka ���� Spolu so s�stavou rovn�c mus� by� v�dy udan� pole nad ak�m
s�stavu uva�ujeme
 Napr
 s�stava

*�x � *�y 	 *����
��
*�x � *�y 	 *��

nad po�om Z� je in�� ako s�stava form�lne nap�san� rovnako� ale nad po�om Z�

Ako uvid�me v pr�klade �
�� t�to s�stava je nad Z� nerie�ite�n�� zatia� �o nad Z�
m� rie�enie




�� Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

De�n�cia ��	� Dve s�stavy S a S � rovn�c s n nezn�mymi s� ekvivalentn��
ak maj� t� ist� mno�inu rie�en�� t
j
 ak S 	 S�


Veta ���� Nech S je s�stava rovn�c ��
��� Nech s�stava S � vznikne zo s�stavy
S kone
nou postupnos�ou oper�ci� nasledovn�ho typu�

�i� zmenou poradia rovn�c s�stavy	
�ii� n�soben�m �ubovo�nej rovnice s�stavy S nenulov�m prvkom po�a F 	
�iii� nahraden�m �ubovo�nej rovnice s�stavy s�
tom tejto rovnice a niektorej

�inej� rovnice s�stavy	

potom s�stavy S a S � s� ekvivalentn��

D�kaz� Oper�ciou �i� sa zrejme nem��e zmeni� mno�ina rie�en� s�stavy S
 Ke��e
v poli F mo�no kr�ti� �ubovo�n�m nenulov�m prvkom c � F � maj� rovnice ai�x� �
ai�x� � � � � � ainxn 	 bi a c�ai�x� � ai�x� � � � � � ainxn� 	 bic rovnak� mno�inu
rie�en�
 To znamen�� ak vykon�me v S oper�ciu typu �ii� dostaneme s�stavu S �
takej vlastnosti� �e ka�d� rie�enie s�stavy S je aj rie�en�m s�stavy S � a naopak

Podobne v pr�pade �iii�
 Ka�d� rie�enie� ktor� vyhovuje rovnici

��
�� ai�x� � ai�x� � � � �� ainxn 	 bi

ako aj rovnici

��

� aj�x� � aj�x� � � � �� ajnxn 	 bj

vyhovuje zrejme aj ich s��tu

��
#� �ai� � aj��x� � �ai� � aj��x� � � � � � �ain � ajn�xn 	 bi � bj �

Preto ak rovnicu ��
�� nahrad�me s��tom rovn�c ��
�� a ��

� dostaneme s�stavu S �
tak�� �e ka�d� rie�enie s�stavy S je aj rie�en�m s�stavy S �
 Pomocou oper�cie �ii�
a �iii� �ahko prejdeme od s�stavy S � k s�stave S
 Menovite� rovnicu ��

� n�sob�me
��slom �� �dostaneme ekvivalentn� s�stavu S�� a potom ju s��tame s ��
#�
 Teda
ka�d� rie�enie s�stavy S � je aj rie�en�m s�stavy S
 Zvy�ok d�kazu je zrejm�
 �

Pozn�mka ��	� Oper�cie �i�� �ii�� �iii� vol�me element�rne oper�cie
 Porovnaj
oper�cie vo vete �

 kapitoly �


Pr�klad ���� Pomocou element�rnych oper�ci� n�jdeme rie�enie s�stavy ��
��
nadZ� i Z�
 Najprv nad po�om Z�
 Prv� rovnicu ��
�� n�sobme *� � Z�
 Dostaneme

*�x � *�y 	 *��
*�x � *�y 	 *��

Prv� rovnicu pripo��tame k druhej rovnici
 Dostaneme s�stavu

*�x � *�y 	 *����
��
*�x � *�y 	 *��

Druhej rovnici zrejme nevyhovuje �iadny vektor zo V��Z��
 Teda mno�ina rie�en�
s�stavy ��
�� a teda aj ��
�� je pr�zdna




x 
� S�stavy line�rnych rovn�c ��

S�stavu ��
�� teraz uva�ujme nad Z�
 Prv� rovnicu ��
�� vyn�sobme *� � Z�

Dostaneme s�stavu

*�x� *
y 	 *��
*�x� *�y 	 *��

Pripo��tan�m *��n�sobku prvej rovnice k druhej m�me

*x� *
y 	 *��
*�x� *�y 	 *��

Pripo��tan�m druhej rovnice k prvej m�me

*�x � *�y 	 *
�
*�x � *�y 	 *��

odkia� hne� vidie�� �e vektor � 	 �*
� *�� je jedin�m rie�en�m s�stavy ��
��


Cvi�enia

���� S�stavu

*�x � *�y 	 *��
*�x � *�y 	 *�

rie�te nad po�om Z� a potom nad po�om Z�


��� Postupom ako v pr�klade �
� rie�te nad po�om Z� nasledovn� s�stavy rovn�c


a� *�x� *�y � *�z 	 *��
*�x� *�y � *�z 	 *��
*�x� *�y � *�z 	 *��

b� *�x� *�y � *�z 	 *��
*�x� *�y � *�z 	 *��
*�x� *�y � *�z 	 *��

��	� Nech s�stava rovn�c

a�x � b�y 	 c��

a�x � b�y 	 c��

kde a�� b�� c�� a�� b�� c� � R m� dve r�zne rie�enia
 Potom m� nekone�ne ve�a rie�en�

Dok��te




�� Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

x 	� Hodnos� matice

Uva�ujme o matici �
BBBBBBBBBBBB�

a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n





ai�� ai�� � � � � ain





aj�� aj�� � � � � ajn





am�� am�� � � � � amn

�
CCCCCCCCCCCCA

typu m�n nad po�om F 
 Ako sme u� povedali v paragrafe �� riadky ������ � � � ��m
matice A m��eme pova�ova� za prvky vektorov�ho priestoru Vn�F � a st�pce
������ � � � ��n� za prvky vektorov�ho priestoru Vm�F �
 Riadky generuj� pod�
priestor R 	 %������ � � � ��m& priestoru Vn�F �� st�pce generuj� podpriestor
S 	 %������ � � � ��n& priestoru Vm�F �
 Dok��eme� �e d�R� 	 d�S�
 Aby sme to
dok�zali� pripome)me si najsk�r element�rne oper�cie z vety �

 kapitoly �
 Tam
sme dok�zali� �e ak s�stava T vznikne zo s�stavy S vektorov f������ � � � ��kg� kde
�i � V �F � jednou z t�chto oper�ci��

�a� zmenou poradia vektorov s�stavy S�
��
�� �b� z�menou vektora �i za vektor s�i� kde � �	 s � F �

�c� z�menou vektora �i za vektor �i ��j �
tak %T & 	 %S&


Ak oper�cie ��
�� aplikujeme na riadky maticeA� hovor�me o element�rnych riad�
kov�ch oper�ci�ch � ero�� ak na st�pce� tak o element�rnych st�pcov�ch oper�ci�ch
�eso�
 Dok��eme nasleduj�ce dve lemy


Lema 	��� Nech matica B vznikne z matice A tak	 �e na nej vykon�me riadkov�
alebo st�pcov� oper�cie �ero alebo eso�� Potom riadky �st�pce� matice A generuj�
podpriestor priestoru Vn�F � �Vm�F �� tej istej dimenzie ako riadky �st�pce� ma�
tice B�

D�kaz� Nech matica A 	 �aik� je typu m � n s riadkami ������ � � � ��m
a st�pcami ������ � � � ��n
 Po vykonan� ero alebo eso dostaneme maticu
B 	 �bik�� ktor� zrejme je tie� typu m � n s riadkami �����

�
�� � � � ��

�
m a st�pcami

�����
�
�� � � � ��

�
n
 Nech %������ � � � ��m& 	 R� %�����

�
�� � � � ��

�
m& 	 R�
 Dok��eme� �e oba

podpriestory R i R� priestoru Vn�F � maj� rovnak� dimenziu

Ak matica B vznikla z matice A len riadkov�mi oper�ciami� tak pod�a vety �



kapitoly � je R 	 R� a teda tie� d�R� 	 d�R��
 Sta�� teda uva�ova� st�pcov�
oper�cie �eso�
 Nech pre ur�itos� d�R� 	 h a nech �j� ��j� � � � � ��jh s� line�rne
nez�visl� riadky matice A� ktor� generuj� podpriestor R
 Ide teda o riadky

�j� 	 �aj��� aj��� � � � � aj�k� � � � � aj�l� � � � � aj�n�

�j� 	 �aj��� aj��� � � � � aj�k� � � � � aj�l� � � � � aj�n�




��
��

�jh 	 �ajh�� ajh�� � � � � ajhk� � � � � ajhl� � � � � ajhn�



x 
� Hodnos� matice ��

Pod�a predpokladu s� riadky �j� � � � � ��jh line�rne nez�visl�� teda rovnica

��
�� c��j� � c��j� � � � � � ch�jh 	 ��� �� � � � � ��

je splnen�� len ak c� 	 c� 	 � � � 	 ch 	 �
 Rovnicu ��
�� mo�no nap�sa� ako s�stavu
rovn�c �pre�o+��

c�aj�� � c�aj�� � � � �� chajh� 	 ��

c�aj�� � c�aj�� � � � �� chajh� 	 ��






c�aj�k � c�aj�k � � � �� chajhk 	 ����
��






c�aj�l � c�aj� l � � � �� chajhl 	 ��






c�aj�n � c�aj�n � � � �� chajhn 	 ��

ktorej vyhovuje len c� 	 c� 	 � � � 	 ch 	 � �t
j
 m� jedin� rie�enie ��� �� � � � � ��

V�imnime si� �e jednotliv� st�pce v ��
�� s� koe�cienty jednotliv�ch rovn�c v ��
��

Ak vykon�me v matici A eso typu �a�� �b� alebo �c�� vykon�me t�m v s�stave
��
�� ekvivalentn� �pravu typu �a�� �b� alebo �c�
 Dostaneme maticu B s riad�
kami ��j� ��

�
j�
� � � � ���jh � ktorej zodpoved� s�stava ekvivalentn� so s�stavou ��
��

a teda pod�a vety �
� maj�ca jedin� rie�enie c� 	 c� 	 � � � 	 ch 	 �
 To zna�
men�� �e aj riadky ��j� ��

�
j�
� � � � ���jh matice B s� line�rne nez�visl�
 Odtia� m�me

d�R�� � h 	 d�R�
 Sta�� si uvedomi�� �e maticu A m��eme dosta� z matice B
tie� pomocou vhodne zvolen�ch eso ��itate� si rozmysl�� ako to urob�me�
 Preto aj
d�R� 	 h � d�R��
 Teda d�R� 	 d�R��
 Vid�me� �e vykonan�m oper�ci� eso sa
dimenzia podpriestoru generovan�ho riadkami matice nemen�


Analogick�mi �vahami sa tie� presved��me� �e ak %������ � � � ��n& 	 S

a %�����
�
�� � � � ��

�
n& 	 S�� tak d�S� 	 d�S��
 �

Lema 	��� Nech ������ � � � ��m s� riadky a ������ � � � ��n st�pce matice A
typu m � n� Nech R 	 %������ � � � ��m& a S 	 %������ � � � ��n&� Potom plat�
d�R� 	 d�S��

D�kaz� Ak matica A je nulov� matica� zrejme plat� d�R� 	 d�S� 	 �� t
j
 lema
plat�
 Nech teda A �	 �m�n


D�kaz vykon�me tak� �e maticu A transformujeme postupne pomocou ero resp

eso a dostaneme postupnos� mat�c

��

� A� A� � A� � � � � � Al � � � � � Ad�

pri�om matica Ad bude tak�ho tvaru� �e v nej �ahko ur��me d�R� i d�S�

Najprv pomocou v�men riadkov a st�pcov dosiahneme� �e matica A� je tvaru

A 	

�
BB�

a��� a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� a��� � � � � a�n





am�� am�� am�� � � � � amn

�
CCA �
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kde a�� �	 �
 To je v�dy mo�n�� lebo A �	 �m�n
 Potom rob�me nasledovn� ero

Ak je a�� �	 �� vyn�sob�me prv� riadok �a��

a��
a pripo��tame ho k druh�mu riadku


Potom prv� riadok vyn�sob�me �a��
a��


 Ak je a�� 	 �� nech�me prv� i druh� riadok
bez zmeny
 ,alej� ak je a�� �	 �� vyn�sob�me prv� riadok �a��

a��
a pripo��tame ho

tretiemu riadku
 Potom prv� riadok vyn�sob�me �a��
a��


 Ak je a�� 	 �� nech�me
prv� aj tret� riadok bez zmeny
 Takto postupujeme �alej� k�m nedostaneme maticu
tvaru

�
BBBB�

a��� a��� a��� � � � � a�n
�� a���� a���� � � � � a��n
�� a���� a���� � � � � a��n




�� a�m�� a�m�� � � � � a�mn

�
CCCCA �

v ktorej sme v�menou riadkov a st�pcov dosiahli �ak to bolo treba�� �e a��� �	 �


Ak a��� �	 �� tak druh� riadok vyn�sob�me �a�

��

a�

��
a pripo��tame ho k tretiemu

riadku
 Potom druh� riadok vyn�sob�me �a
�

��

a�

��


 V postupe pokra�ujeme �alej� k�m
nedostaneme maticu

A� 	

�
BBBB�

a��� a��� a��� � � � � a�n
�� a���� a���� � � � � a��n
�� �� a����� � � � � a���n




�� �� a��m�� � � � � a��mn

�
CCCCA �

kde� ak to bolo treba� sme urobili v�menu riadkov a st�pcov� aby a���� �	 �
 V postupe
pokra�ujeme pre tret� a �al�ie st�pce dovtedy� k�m nedostaneme maticu tvaru

Al 	

�
BBBBBBBBBBBBB�

b��� b��� b��� � � � � b�h� b��h��� � � � � b�n
�� b��� b��� � � � � b�h� b��h��� � � � � b�n
�� �� b��� � � � � b�h� b��h��� � � � � b�n
�� �� �� � � � �




�� �� �� � � � � bhh� bh�h��� � � � � bhn
�� �� �� � � � � �� �� � � � � �




�� �� �� � � � � �� �� � � � � �

�
CCCCCCCCCCCCCA

�

kde bii �	 � pre i 	 �� �� � � � � h
 Zrejme b�� 	 a��� b�� 	 a���� b�� 	 a���� at�
 Maticu
Al �alej transformujeme element�rnymi st�pcov�mi oper�ciami �eso �� tak� �e ak
b�� �	 � tak prv� st�pec n�sob�me� b��

b��
a pripo��tame ho k druh�mu st�pcu� at�
� ��m

dosiahneme v prvom riadku okrem b�� sam� nulov� prvky
 V postupe pokra�ujeme�



x 
� Hodnos� matice ��

a� dostaneme maticu tvaru

Ad 	

�
BBBBBBBBBBB�

b��� �� �� � � � � �� �� � � � � �
�� b��� �� � � � � �� �� � � � � �
�� �� b��� � � � � �� �� � � � � �




�� �� �� � � � � bhh� �� � � � � �
�� �� �� � � � � �� �� � � � � �




�� �� �� � � � � �� �� � � � � �

�
CCCCCCCCCCCA

�

kde bii �	 � pre i 	 �� �� � � � � h
 Matica Ad zrejme obsahuje h line�rne nez�visl�ch
riadkov i st�pcov� t
j
 dimenzia vektorov�ch podpriestorov generovan�ch riadkami
i st�pcami matice je rovn� h
 Ke��e matica Ad vznikla z matice A len postupn�m
vykon�van�m ero a eso � pod�a lemy �
� aj d�R� 	 d�S� 	 h� �o bolo treba dok�za�


�

Lema �
� n�m umo�)uje vyslovi� nasleduj�cu de�n�ciu


De�n�cia 	��� NechA je matica typum�n s riadkami������ � � � ��m a st�pcami
������ � � � ��n
 Nech R 	 %������ � � � ��m& a S 	 %������ � � � ��n&
 Potom hodnotu
h 	 d�R� 	 d�S� naz�vame hodnos	ou matice A
 Ozna�ujeme h 	 h�A�


Pozn�mka 	��� Niekedy sa de�nuje riadkov� hodnos	 matice hr�A� 	 d�R�
a st�pcov� hodnos	 hs�A� 	 d�S� a dok��e sa� �e hr�A� 	 hs�A�


Pozn�mka 	��� Pod�a de�n�cie �
� matica A m� hodnos� h� ak v nej existuje h
line�rne nez�visl�ch riadkov �st�pcov� a ka�d� v���� po�et riadkov �st�pcov� matice
je u� line�rne z�visl�


Pozn�mka 	�	� D�kaz lemy �
� n�m poskytuje postup na v�po�et hodnosti
matice
 Matice ��

� s� takej vlastnosti� �e ka�d� mo�no dosta� z inej pomocou
ero resp
 eso
 Tak�to matice vol�me ekvivalentn�� �o �asto ozna�ujeme A 	 A� 	
A� 	 � � � 	 Al 	 � � � 	 Ad
 Pre ne plat� h�A� 	 h�A�� 	 h�A�� 	 � � � 	 h�Al� 	
� � � 	 h�Ad�
 Pri v�po�te hodnosti matice m��eme postup preru�i� pri matici Al

Hodnos� matice A sa rovn� po�tu nenulov�ch riadkov matice Al
 O matici Al

�asto hovor�me� �e je upraven� na lichobe�n�kov� tvar
 Je to preto� �e nenulov�
prvky b��� b��� � � � � bhh a prvky� nach�dzaj�ce sa vpravo od nich� vytv�raj� ak�si
 lichobe�n�k!
 Pravda m��e sa sta�� �e  doln� z�klad)a lichobe�n�ka! obsahuje len
jeden prvok bhh
 Pri v�po�te hodnosti nemus�me vypisova� nulov� riadky mat�c

Uk��eme si to na pr�klade


Pr�klad 	��� N�jdeme hodnos� matice A typu �� 



A 	

�
B�

� � � � �
� � �

�
� �

� � 
 �� '
� � �

�
# #

�
CA �



�	 Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

Element�rnymi riadkov�mi resp
 st�pcov�mi oper�ciami upravujeme��
B�

� � � � �
� � �

�
� �

� � 
 �� '
� � �

�
# #

�
CA�

�
B�

� � � � �
� � �

�
� �

� � 
 �� '
� � �

�
# #

�
CA�

�

�
B�

� � � � �
� � �

�
� �

� � � � #
� � �

�
� �

�
CA�

�
B�

� � � � �
� � �

�
� �

� � � � �
� � � � �

�
CA �

Vid�me� �e h�A� 	 �


Pr�klad 	��� S� dan� vektory ������ � � V��Q� takto�

� 	 ��� �� �� �� ���

� 	 ��� ��
�
�
� �� ���

� 	 ��� �� 
� ��� '��

� 	 ��� ��
'


� #� #��

Vypo��tame dimenziu podpriestoru� ktor� dan� vektory generuj�
 Dan� vektory
mo�no poklada� za riadky matice
 Dimenzia dan�ho vektorov�ho priestoru sa rovn�
hodnosti danej matice
 V na�om pr�pade je to matica A z predch�dzaj�ceho pr��
kladu
 Dimenzia podpriestoru je preto �


Pr�klad 	�	� Nech P 	 %�����&� S 	 %��������& s� dva podpriestory vekto�
rov�ho priestoru V��R�
 Vypo��tajme dimenziu priestorov P 
 S a P � S� ke� je
dan�

�� 	 ��� ��� �� �� ���
�� 	 ��� �� �� �� ���

�� 	 ���� �
� �� �� ���
�� 	 ��� �� �� �� ���

�� 	 ��� �� �� �� ���

Zrejme P � S 	 %��������������&
 Aby sme vypo��tali d�P � S�� sta�� zisti�
hodnos� matice

A 	

�
BBB�

� �� � � �
� � � � �

�� �
 � � �
� � � � �
� � � � �

�
CCCA�

�
BBB�

� �� � � �
� � �� �� ��
� �� � � �
� # �� �� ��
� 
 �
 �� ��

�
CCCA�

�

�
BBB�

� �� � � �
� � �� �� ��
� � � � �
� �� � � �
� �� �� � ��

�
CCCA�

�
B�

� �� � � �
� �� � � �
� � �� �� ��
� �� �� � ��

�
CA�



x 
� Hodnos� matice ��

�

�
B�

� �� � � �
� �� � � �
� � �� �� ��
� � �� �� ��

�
CA�

�
B�

� �� � � �
� �� � � �
� � �� �� ��
� � � ��

�
�

�
CA �

kde pri prvej �prave sme dvojn�sobok prv�ho riadku odpo��tali od druh�ho� �tvrt��
ho a piateho riadku a pripo��tali prv� riadok k tretiemu$ pri druhej �prave sme
druh� riadok pripo��tali k tretiemu a odpo��tali od �tvrt�ho a piateho riadku$ pri
tretej vynechali nulov� riadok a vymenili poradie riadkov at�
 Teda d�P � S� 	 �

Ke� si uvedom�me� �e prv� dva riadky na�ej matice s� vektory ����� u� po prvej
�prave matice A vid�me d�P � 	 �
 Treba vypo��ta� dimenziu podpriestoru S

Zist�me hodnos� matice�

B 	

�
��� �
 � � �

� � � � �
� � � � �

�
A�

�
��� �
 � � �

� �� � ' �
� �' � � �

�
A�

�
�
��� � �
 � �

� � �' � �
� � �� ' �

�
A�

�
��� � �
 � �

� � �' � �
� � �' ��
 ��

�
A �

Teda je d�S� 	 �
 Pod�a vety �
� kapitoly � je d�P 
 S� � d�P � S� 	
	 d�P � � d�S�� t
j
 d�P 
 S� � � 	 � � �� odkia� d�P 
 S� 	 �


Cvi�enia

	��� Vypo��tajte hodnos� nasleduj�cich mat�c �nad po�om Q�


�
� ��
� 


�
�

�
� ��
# ���

�
�

�
�

�

��

	
�


��
� ��

��

�
�

�
� � �� �

� 
 �
�� �# �


�
A �

�
� � � � � � �

� 
 � � � �

 � �� � � ��

�
A �

�
BBB�

� �� � 
 � � �
� � �� � # 
 �
� �� # � �� � �
� �� � � �� �
 �
� � �� � �
 
 ��

�
CCCA �

	��� Ur�te dimenziu vektorov�ch priestorov generovan�ch nasleduj�cimi skupi�
nami vektorov�

a� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� �� �� � V��R��
b� ��� �� �
� ��� ��� �� �� ��� ��� �� ��� ���� ��� �� �� ��� � V��R��
c� ��� �� ��� �� ��� ��� �� �� �
� ��� ��� �� �� ��� 
�� ��� �� �� 
� ���

���� �� ��� �� �� � V��R�




�
 Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

	�	� Vypo��tajte dimenziu priestorov P 
 S a P � S� ke� je dan��

a� P 	 %������ ��� ��� �� ��� ������ ��&� S 	 %��� �� ��� �#���� 
�� ��� ��� ��&�
b� P 	 f�x�� x�� x��$ x� 	 �g� S 	 f�x�� x�� x��$ �x� � x� 	 �g�

kde P a S s� podpriestory priestoru V��R�


	�
� Prepo��tajte si e�te raz cvi�enie �

 v kapitole � s vyu�it�m pojmu hodnos�
matice


	��� K vektorom � 	 ��� ��� �� ��� � 	 ��� �� �� �� vektorov�ho priestoru V��R�
zvo�te dva vektory �� � � V��R� tak� aby mno�ina f������ �g bola b�zou pries�
toru V��R�


x 
� Gaussova elimina�n� met�da

Uva�ujme o s�stave line�rnych rovn�c �nad po�om F �

a��x� � a��x�� � � � � a�nxn 	 b��

a��x� � a��x�� � � � � a�nxn 	 b��




��
��

am�x� � am�x�� � � � � amnxn 	 bm�

S�stavu ��
�� m��eme  maticovo! zap�sa� takto �od�vodnite��

��
��

�
BB�

a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n





am�� am�� � � � � amn

�
CCA
�
BB�
x�
x�




xn

�
CCA 	

�
BB�

b�
b�




bm

�
CCA �

Ak matice v rovnici ��
�� pomenujemeM� �x resp
 �b� m��eme s�stavu ��
�� zap�sa�
stru�ne

��
�� M � �x 	 �b�

De�n�cia 
��� Maticu M z ��
�� naz�vame maticou s�stavy ��
��
 Ak ju roz���
rime o st�pec �b� dostaneme roz��ren� maticu s�stavy M�
 T
j


M 	

�
BB�

a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n





am�� am�� � � � � amn

�
CCA � M

� 	

�
BB�

a��� a��� � � � � a�n� b�
a��� a��� � � � � a�n� b�





am�� am�� � � � � amn� bm

�
CCA �

S�stavu rovn�c ��
�� niekedy zapisujeme aj v tvare

��
��

�
BB�

a��
a��





am�

�
CCAx� �

�
BB�

a��
a��





am�

�
CCAx� � � � ��

�
BB�

a�n
a�n





amn

�
CCAxn 	

�
BB�

b�
b�




bm

�
CCA



x �� Gaussova elimina�n� met�da �


alebo stru�nej�ie

��

� ��x� � ��x� � � � �� �nxn 	 �b�

kde sme st�pce matice M� ozna�ili ������ � � � ��n��b

V paragrafe � sme vysvetlili� �o je rie�en�m s�stavy ��
��
 Povedali sme� �e s�stava

��
�� je rie�ite�n�� ak mno�ina S rie�en� s�stavy je nepr�zdna
 Naopak� ak S 	 ��
hovor�me� �e s�stava nem� rie�enie
 O tom� kedy je s�stava ��
�� rie�ite�n�� hovor�
nasleduj�ca veta


Veta 
�� �Frobeniova�� S�stava line�rnych rovn�c ��
�� m� rie�enie pr�ve
vtedy	 ke� h�M� 	 h�M�� �hodnos� matice s�stavy sa rovn� hodnosti roz��renej
matice s�stavy��

D�kaz� I
 Nech s�stava ��
�� m� rie�enie � 	 �t�� t�� � � � � tn�
 Potom pod�a ��

�
plat� ��t� � ��t� � � � � � �ntn 	 �b� t
j
 posledn� st�pec matice M� je line�rnou
kombin�ciou ostatn�ch st�pcov matice a tak h�M� 	 h�M�� �pozri cvi�enie �
�
kapitoly ��


II
 Nech naopak v s�stave ��
�� plat� h�M� 	 h�M�� 	 h
 Nech �i� ��i� � � � � ��ih

je h line�rne nez�visl�ch st�pcov matice M
 Ke��e h�M�� 	 h� vid�me� �e
h�� st�pcov �i� ��i� � � � � ��ih �

�b matice M� je line�rne z�visl�ch� t
j
 existuj� prvky
c�� c�� � � � � ch�� � F nie v�etky rovn� nule� �e plat�

��
#� c��i� � c��i� � � � �� ch�ih � ch���b 	 ���

Keby ch�� 	 �� st�pce �i� ��i� � � � � ��ih by boli line�rne z�visl�
 Teda ch�� �	 �

Z ��
#� m�me

��
�� � c�

ch��
�i� �

c�

ch��
�i� � � � � �

ch

ch��
�ih 	 �b�

Z ��
�� vypl�va� �e st�pec �b je line�rnou kombin�ciou v�etk�ch st�pcov matice M�
t
j


��
�� t��� � t��� � � � �� tn�n 	 �b�

kde tk 	 � ak sa st�pec �k nenach�dza na �avej strane ��
�� resp
 tk 	 � cj
ch��

� ak
�k 	 �ij pre nejak� j 	 �� �� � � � � h


Z ��
�� v�ak vidie�� �e vektor � 	 �t�� t�� � � � � tn� je rie�en�m s�stavy ��

� resp

��
��
 T�m je d�kaz vety skon�en�
 �

D�sledok �� Nech pre s�stavu ��
�� plat� h�M� 	 h�M�� 	 h� Potom existuje
s�stava line�rnych rovn�c ekvivalentn� s�stave ��
�� maj�ca pr�ve h rovn�c�

D�kaz� Ke��e h�M�� 	 h� s�stava ��
�� obsahuje pr�ve h line�rne nez�visl�ch
rovn�c
 Tieto rovnice tvoria b�zu podpriestoru R�

n�F � priestoru line�rnych rovn�c
Rn�F � �pozri pr�klad �
� kapitoly ��� ktor� generuj� rovnice s�stavy ��
��
 Ka�d�
z ostatn�ch rovn�c s�stavy �ak tak� v�bec existuje� sa d� vyjadri� ako line�rna
kombin�cia rovn�c� ktor� tvoria b�zu
 Pomocou element�rnych oper�ci� z vety �
�
�ahko prejdeme k ekvivalentnej s�stave� ktor� obsahuje len rovnice b�zy
 �Rovnice�
ktor� maj� v�etky koe�cienty nulov�� vynech�me�
 �



�� Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

D�sledok �� Nech pre s�stavu ��
�� plat� h�M� 	 h�M�� 	 n� Potom s�stava
��
�� m� pr�ve jedno rie�enie�

D�kaz� Ke��e plat� h�M� 	 h�M��� s�stava m� aspo) jedno rie�enie
 -e m�
pr�ve jedno dok��eme nepriamo
 Nech platia predpoklady vety a nech napriek tomu
s�stava ��
�� m� dve r�zne rie�enia � 	 �t�� t�� � � � � tn� a � � 	 �t��� t

�
�� � � � � t

�
n�


Potom z ��

� m�me

��t� � ��t� � � � �� �ntn 	 �b�

��t
�
� � ��t

�
� � � � �� �nt

�
n 	 �b�

odkia� dostaneme

���t� � t��� � ���t� � t��� � � � �� �n�tn � t�n� 	 ���

Ke��e h�M� 	 n� st�pce ������ � � � ��n s� line�rne nez�visl� a tak t� � t�� 	 ��
t� � t�� 	 �� � � � � tn � t�n 	 �� t
j
 � 	 � �
 M�me spor
 �

D�sledok 	� Nech pre s�stavu ��
�� plat� h�M� 	 h�M�� 	 h � n� Potom
n�h nezn�mych mo�no �ubovo�ne zvoli� a pre ka�d� vo�bu t�chto n�h nezn�mych
existuje pr�ve jedno rie�enie s�stavy ��
���

D�kaz� Pod�a d�sledku � existuje s�stava h rovn�c ekvivalentn� so s�stavou ��
��

Nech je to nasleduj�ci s�stava�

c��x� � c��x� � � � � � c�hxh � c�h��xh�� � � � �� c�nxn 	 d��

c��x� � c��x� � � � � � c�hxh � c�h��xh�� � � � �� c�nxn 	 d��






ch�x� � ch�x� � � � � � chhxh � chh��xh�� � � � �� chnxn 	 dh�

Matica tejto s�stavy m� hodnos� h
 Preto obsahuje h line�rne nez�visl�ch st�pcov

Bez ujmy na v�eobecnosti m��eme predpoklada�� �e je to prv�ch h st�pcov matice
�v opa�nom pr�pade by sme st�pce takto usporiadali�
 Teraz polo�me xh�� 	 p��
xh�� 	 p�� � � � � xn 	 pn�h� kde p�� p�� � � � � pn�h s� �ubovo�ne vybran� prvky po�a F
�parametre�
 S�stavu zap��eme v tvare

c��x� � c��x� � � � �� c�hxh 	 d� � c�h��p� � � � � � c�npn�h

c��x� � c��x� � � � �� c�hxh 	 d� � c�h��p� � � � � � c�npn�h




��
'�

ch�x� � ch�x� � � � �� chhxh 	 dh � chh��p� � � � � � chnpn�h

Pod�a d�sledku � m� s�stava ��
'� a t�m aj ekvivalentn� s�stava ��
�� pre ka
d�
vo�bu nezn�mych xh��� xh��� � � � � xh� �i�e parametrov p�� p�� � � � � pn�h� pr�ve jedno
rie�enie
 �



x �� Gaussova elimina�n� met�da ��

Pozn�mka 
��� Ke��e h � n� t
j
 n� h je aspo) jeden a ka�d� pole m� aspo)
dva prvky� s�stava ��
�� m� pri splnen� podmienok d�sledku � aspo) dve r�zne
rie�enia
 Samozrejme� ak F je nekone�n� pole �napr
 pole re�lnych ��sel�� s�stava
��
�� m� nekone�ne ve�a rie�en�


Ke� s�stavu ��
'� skuto�ne vyrie�ime� nezn�me x�� x�� � � � � xh vyjadr�me pomo�
cou parametrov p�� � � � � pn�h
 Hovor�me� �e s�stava ��
'� a teda aj ��
�� m� v�e�
obecn� �n�h� � parametrick� rie�enie resp
 rie�enie s n�h stup)ami vo�nosti
 Ak za
parametre dosad�me konkr�tne prvky po�a F � dostaneme konkr�tne �partikul�rne�
rie�enie danej s�stavy
 Postup m��eme sledova� na nasleduj�com pr�klade


Pr�klad 
��� Nad po�om racion�lnych ��sel rie�me s�stavu rovn�c� ke� vieme� �e
h�M� 	 h�M�� 	 �


�x� � �x� � x� � �x� 	 ���

x� � �x� � �x� � x� 	 �#�
�x� � x� � �x� � �x� 	 ��

x� � 
x� � 
x� � x� 	 �'�

Rie�enie� Ihne� vidie�� �e ak od tretej rovnice odpo��tame prv� i druh� rovnicu
a ku �tvrtej pripo��tame druh� a odpo��tame prv�� dostaneme rovnice s nulov�mi
koe�cientami� ktor� vynech�me
 Zostane

�x� � �x� � x� � �x� 	 ���

x� � �x� � �x� � x� 	 �#�

(ahko skontrolujeme� �e prv� dva st�pce matice s�stavy s� line�rne nez�visl�
 Po�
lo��me x� 	 p�� x� 	 p�� kde p�� p� � Q s� parametre


�x� � �x� 	 �� � p� � �p�
x� � �x� 	 �#� �p� � p�

Dan� s�stavu �pri pevnej vo�be x� a x� je to s�stava dvoch rovn�c o dvoch
nezn�mych� vyrie�ime�

x� 	
�
�
� ��

�
p� � p�� x� 	

�

�

�
'
�
p��

Ke��e x� 	 p�� x� 	 p�� m�me v�eobecn� rie�enie s�stavy s dvoma stup)ami
vo�nosti ���parametrick� rie�enie��

� 	
��
�
� ��

�
p� � p��

�

�

�
'
�
p�� p�� p�

�
�

Pomocou neho zap��eme mno�inu v�etk�ch rie�en� s�stavy

S 	
���

�
� ��

�
p� � p��

�

�

�
'
�
p�� p�� p�

�
$ p�� p� � Q

�
�

Vidie�� �e S je nekone�n� mno�ina
 Pre napr
 p� 	 �� p� 	 � dost�vame partikul�rne
rie�enie ���

�
� ��

�
� �� �� � S




�� Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

Teraz pop��eme v�eobecn� postup na rie�enie s�stavy line�rnych rovn�c zn�my
pod n�zvom Gaussova elimina�n� met�da� Pri tomto postupe nemus�me vopred
pozna� hodnosti h�M� resp
 h�M��
 Zist�me ich po�as postupu na konci ktor�ho�
v pr�pade h�M� 	 h�M��� dostaneme rie�enie s�stavy
 Pri Gaussovej elimina�nej
met.de m��eme pracova� priamo s rovnicami alebo� �o je pohodlnej�ie� s roz��renou
maticou danej s�stavy


Princ�p Gaussovej elimina�nej met.dy spo��va v postupnom vykon�van� riad�
kov�ch element�rnych oper�ci� tak dlho� k�m nedostaneme s�stavu �s p�vodnou
ekvivalentn��� ktor� evidentne nem� rie�enie� alebo ktorej rie�enie vieme �ahko ur�
�i�
 Menovite� nap��eme roz��ren� maticu s�stavy ��
���

��
���

�
BB�

a��� a��� � � � � a�n� b�
a��� a��� � � � � a�n� b�





am�� am�� � � � � amn� bm

�
CCA

Ak na maticu ��
��� uplatn�me niektor� ero� dostaneme pod�a vety �
� roz��ren�
maticu s�stavy� ktor� je so s�stavou ��
�� ekvivalentn�
 Okrem ero m��eme meni�
aj poradie st�pcov matice s�stavy �st�pec �b teda ponech�me na mieste�� ale v tomto
pr�pade si poznamen�me� ktor� st�pec patr� ktorej nezn�mej
 Oper�cie vykon�vame
postupom ako v leme �
�� k�m nenastane jeden z t�chto dvoch pr�padov�

�i� Pri postupe sa vyskytne riadok typu ��� �� � � � � �� c�� kde c �	 �
 V tomto
pr�pade je h�M� �	 h�M�� ��itate� si rozmysl�� pre�o�
 V�po�et preru��me� lebo
s�stava nem� rie�enie


�ii� Dostaneme maticu tvaru

��
���

�
BBBB�

c��� c��� c��� � � � � c�h� c��h��� � � � � c�n� d�
�� c��� c��� � � � � c�h� c��h��� � � � � c�n� d�
�� �� c��� � � � � c�h� c��h��� � � � � c�n� d�




�� �� �� � � � � chh� ch�h��� � � � � chn� dh

�
CCCCA �

kde sme vynechali v�etky nulov� riadky a kde c��� c��� � � � � chh �	 �
 Z matice ��
���
zrekon�truujeme nasleduj�cu s�stavu ekvivalentn� so s�stavou ��
��
 �Predpokla�
d�me� �e sme nevymie)ali st�pcec matice
�

c��x� � c��x� � c��x� � � � � � c�hxn � c��h��xh�� � � � �� c�nxn 	 d��

c��x� � c��x� � � � �� c�hxh � c��h��xh�� � � � �� c�nxn 	 d��

c��x� � � � �� c�hxh � c��h��xh�� � � � �� c�nxn 	 d����
���






chhxh � ch�h��xh�� � � � �� chnxn 	 dh�

Teraz m�me dve mo�nosti
 �� h 	 h�M� 	 h�M�� 	 n
 V tomto pr�pade m�me
n rovn�c
 Posledn� obsahuje jedin� nezn�mu xn� ktor� z nej vypo��tame
 Pred�
posledn� rovnica obsahuje � nezn�me xn��� xn� z ktor�ch xn pozn�me a xn��



x �� Gaussova elimina�n� met�da ��

vypo��tame� at�
 a� z prvej rovnice vypo��tame nezn�mu x�
 Dostaneme rie�enie
s�stavy� ktor� je pod�a d�sledku � vety �
� jedin�


�� h 	 h�M� 	 h�M�� � n
 Ako v d�kaze d�sledku � vety �
� polo��me xh�� 	
p�� xh�� 	 p�� � � � � xn 	 pn�h
 S�stava ��
��� prejde do tvaru

c��x� � c��x� � c��x� � � � �� c�hxh 	 d� � c��h��p� � � � � � c�npn�h�

c��x� � c��x� � � � �� c�hxh 	 d� � c��h��p� � � � � � c�npn�h�

c��x� � � � �� c�hxh 	 d� � c��h��p� � � � � � c�npn�h�






chhxh 	 dn � ch�h��p� � � � � � chnpn�h�

Z poslednej rovnice vypo��tame xh� �alej �postupne dosadzuj�c� z predposlednej
xh��� at�
 a� z prvej x�
 V�etky nezn�me x�� � � � � xh m�me vyjadren� pomocou
parametrov p�� � � � � pn�h


Postup sa dobre objasn� na nasleduj�cich pr�kladoch


Pr�klad 
��� Nad po�om racion�lnych ��sel rie�te nasleduj�ci s�stavu


x� � �x� � x� � x� 	 ��

�x� � �x� � x� � �x� 	 ��

�x� � �x� � x� 	 
�


x� � �x� � �x� � �x� 	 ���

Rie�enie� Nap��eme roz��ren� maticu s�stavy a postupne uplat)ujeme ero
�
B�

� � � �� �
� � �� � �
� � � � 


 � �� � ��

�
CA�

�
B�

� � � �� �
� �� �� � �
� �� �� � �
� �� �' �� 


�
CA�

�

�
B�

� � � �� �
� �� �� � �
� � � � �
� � � � �

�
CA �

Vidie�� �e h�M� 	 �� zatia� �o h�M�� 	 �
 S�stava nem� rie�enie


Pr�klad 
�	� Nad telesom racion�lnych ��sel rie�te s�stavu rovn�c

x� � �x� � �x� � x� 	 �#�
�x� � �x� � x� � �x� 	 ���

�x� � 
x� � x� � x� 	 ��

�x� � x� � �x� � x� 	 ��

Rie�enie� Nap��eme roz��ren� maticu s�stavy a postupne uplatn�me ero
�
B�

� �� � � �#
� � �� � ��
� 
 � � �
� � � � �

�
CA�

�
B�

� �� � � �#
� � �' � �

� ' �� �� ��
� � �' �� �'

�
CA



�� Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

V matici najprv vymen�me druh� a tret� riadok� potom �ozna�iac st�pce pre nezn��
me� druh� a �tvrt� st�pec


x� x� x� x��
B�

� � � �� �#
� �� �� ' ��
� � �' � �

� �� �' � �'

�
CA�

�
B�

� � � �� �#
� �� �� ' ��
� � �' � �

� � 
 ��� ���

�
CA�

x� x� x� x�

�

�
B�

� � � �� �#
� �� �� ' ��
� � �' � �

� � � ���

�
���

�

�
CA �

Z poslednej matice vid�me� �e h�M� 	 h�M�� 	 �� t
j
 s�stava m� jedin� rie�enie

 Zrekon�truujeme! s�stavu s p�vodnou ekvivalentn�


x� � x� � �x� � �x� 	 �#�
�x� � �x� � 'x� 	 ���

�'x� � �x� 	 �
�

�#�
'
x� 	 �#�

'
�

Z poslednej rovnice m�me x� 	 �� z predposlednej �po dosaden�� x� 	 ��� z druhej
x� 	 � a z prvej x� 	 �
 Jedin�m rie�en�m p�vodnej s�stavy je teda vektor
��� ����� �� � V��Q�


Pr�klad 
�
� Vypo��tajte s�radnice vektora � 	 ��#� ��� �� �� � V��Q� vzh�a�
dom na b�zu f�����������g� kde

�� 	 ��� �� �� ��� �� 	 ���� �� 
� ��� �� 	 ������ �� ��� �� 	 ��� �� �� ���

Rie�enie� "itate�ovi odpor��ame� aby sa presved�il� �e vektory �����������

naozaj tvoria b�zu V��Q�
 Ak s�radnice vektora � ozna��me x�� x�� x�� x�� plat�
rovnica

x���� �� �� �� � x����� �� 
� �� � x������� �� �� � x���� �� �� �� 	 ��#� ��� �� ���

ktor�� ako sa �itate� r�chlo presved��� vedie na s�stavu rovn�c� ktor� sme vyrie�ili
v pr�klade �
�
 Teda x� 	 �� x� 	 �� x� 	 ��� x� 	 �


Pr�klad 
��� Nad po�om racion�lnych ��sel rie�te s�stavu rovn�c

x� � �x� � �x� � �x� � x� 	 ��

x� � �x� � �x� � x� � �x� 	 ��

�x� � x� � �x� � �x� � x� 	 ��

�x� � 
x� � �x� � �x� � �x� 	 ��

�x� � �x� � �x� � 
x� 	 ��



x �� Gaussova elimina�n� met�da ��

Rie�enie� Hne� vidie�� �e h�M� 	 h�M��� lebo roz��ren� maticu dostaneme z ma�
tice s�stavy pridan�m nulov�ho st�pca


�
BBB�

� � � �� � �
� �� � �� � �
� � �� � �� �
� 
 �� � �� �
� �� �� 
 � �

�
CCCA�

�
BBB�

� � � �� � �
� �� � � � �
� �� �' � �� �
� � ��� � �� �
� �� �� ' �� �

�
CCCA�

Vymen�me druh� a piaty st�pec �ozna�iac st�pce pre nezn�me�


x� x� x� x� x�

�

�
BBB�

� � � �� � �
� � � � �� �
� �� �' � �� �
� �� ��� � � �
� �� �� ' �� �

�
CCCA�

�
BBB�

� � � �� � �
� � � � �� �
� � �# �� ��
 �
� � �# �� ��
 �
� � �# �� ��
 �

�
CCCA�

x� x� x� x� x�

�

�
BBB�

� � � �� � �
� � � � �� �
� � �# �� ��
 �
� � � � � �
� � � � � �

�
CCCA �

Vid�me� �e h�M� 	 h�M�� 	 �
 Nap��eme s�stavu ekvivalentn� s p�vodnou


x� � x� � �x� � �x� � �x� 	 ��

x� � x� � x� � �x� 	 ��

�#x� � ��x� � �
x� 	 ��

Zvol�me x� 	 #p�� x� 	 #p�� kde p�� p� � Q
 Dostaneme

x� � x� � �x� 	 ���p� � ��p��

x� � x� 	 ��p� � #p��

�#x� 	 '�p� � ##p��

Vypo��tame x� 	 ��
p����p�� x� 	 �'p����p�� x� 	 �#p���p�
 Teda v�eobecn�
rie�enie je ��#p���p�� #p�� ��
p����p�� #p�� �'p����p��� kde p�� p� s� �ubovo�n�
racion�lne ��sla �parametre�


Pozn�mka 
��� T�m� �e sme v predch�dzaj�com pr�klade za nezn�me zvolili
parametre v tvare #p� resp
 #p�� sme sa vo vyjadreniach pre jednotliv� nezn�me vy�
hli v�razom so zlomkami
 Nedopustili sme sa t�m nijakej chyby� lebo ak parameter
pi prebieha v�etky racion�lne ��sla� tak aj jeho �es�n�sobok ich prebieha �premyslite
to�




�		 Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

Pr�klad 
��� Zistite� �i nasleduj�ce vektory priestoru V��Q� s� line�rne z�visl�

Ak �no� ur�te koe�cienty line�rnej z�vislosti


�� 	 ��� �� �� �� ���

�� 	 ������ �� 
�����
�� 	 ��� ������������
�� 	 ������� �� �� 
��
�� 	 ��� �������� ���

Rie�enie� Ak s� vektory �������������� line�rne z�visl�� existuje p�� racio�
n�lnych ��sel c�� c�� c�� c�� c�� ktor� nie s� v�etky rovn� nule� �e plat� rovnica
c���� �� �� �� �� � c������� �� 
���� � c���� ����������� � c�������� �� �� 
� �
� c���� �������� �� 	 ��� �� �� �� ��

(ahko sa presved��me� �e t�to rovnica vedie na s�stavu� ktor� sme rie�ili v pred�
ch�dzaj�com pr�klade �


 Tam sme zistili� �e s�stava m� aj nenulov� rie�enie
 To
znamen�� �e dan� vektory s� line�rne z�visl�
 Ak napr
 zvol�me p� 	 �

�
� p� 	 ��

dostaneme rie�enie ���� ���
� �� ���� t
j
 za koe�cienty line�rnej z�vislosti m��eme
bra� c� 	 ��� c� 	 �� c� 	 �
� c� 	 �� c� 	 ��


Pr�klad 
�
� Rie�te nasleduj�cu s�stavu � rovn�c o � nezn�mych� vykonaj�c
diskusie vzh�adom na parametre a� b� c � Q


x � y � z 	 ��

ax � ay � bz 	 c�

a�x � a�y � b�z 	 c��

Rie�enie� Nap��eme pr�slu�n� roz��ren� maticu s�stavy

�
� � � � �
a a b c

a� a� b� c�

�
A�

�
�� � � �

� � b � a c� a

� � b� � a� c� � a�

�
A

Z poslednej matice vidie�� �e s�stava nem� rie�enie ke� a 	 b a s��asne c �	 a

�� Nech a 	 b a s��asne c 	 a
 Potom h�M� 	 h�M�� 	 � a m�me jedin�

rovnicu
x � y � z 	 ��

rie�en�m ktorej dostaneme v�eobecn� rie�enie ��� p� � p�� p�� p��� kde p�� p� � Q

�� Nech a �	 b
 Potom roz��ren� maticu s�stavy uprav�me na tvar

�
� � � � �

� � b � a c� a

� � � �c� a��c � b�

�
A

Z tejto matice vidie�� �e ak c �	 a a s��asne c �	 b� s�stava rie�enie nem�
 "itate�
�ahko over�� �e nem��e s��asne nasta� c 	 a aj c 	 b� lebo potom by bolo aj a 	 b�



x �� Gaussova elimina�n� met�da �	�

�o nie je
 M�me tak bu� �c 	 a � c �	 b� alebo �c �	 a � c 	 b�
 V oboch pr�padoch
je h�M� 	 h�M �� 	 �


a� V pr�pade c 	 a a z�rove) c �	 b m�me s�stavu

x� y � z 	 ��

�b� a�z 	 ��

ktorej v�eobecn� rie�enie je �� � p� p� ��� kde p � Q�

b� V pr�pade c �	 a a z�rove) c 	 b m�me s�stavu

x � y � z 	 ��

�b � a�z 	 b� a�

ktorej v�eobecn� rie�enie je ��p� p� ��� kde p � Q�

Zhrnieme�

��� Ak �a 	 b � c �	 a� � �a �	 b � c �	 a � c �	 b�� tak mno�ina rie�en� s�stavy je
S 	 �


��� Ak �a 	 b � c 	 a�� tak S 	 f��� p� � p�� p�� p��$ p�� p� � Qg

��� Ak �a �	 b � c 	 a � c �	 b�� tak S 	 f�� � p� p� ��$ p � Qg

��� Ak �a �	 b � c �	 a � c 	 b�� tak S 	 f��p� p� ��$ p � Qg


Cvi�enia


��� Gaussovou elimina�nou met.dou rie�te nasleduj�ce s�stavy line�rnych rov�
n�c �nad po�om racion�lnych ��sel�


a� x� � x� � �x� � x� � x� 	 �� b� x� � x� � x� � x� � x� 	 �
�

�x� � 
x� � �x� � �x� � x� 	�
� �x� � �x� � �x� � x� � x� 	 ���

�x� � �x� � 
x� � x� � �x� 	 ��� x� � �x� � �x� � 
x� � �x� 	 ��

�x� � 
x� � �x� � �x� � x� 	 �� �x� � x� � 'x� � 
x� � �x� 	 ���

�x� � #x� � �x� � 
x� � �x� 	 �� x� � �x� � x� � x� � �x� 	 
�

c� �x� � �x� � �x� � x� � x� 	���

x� � �x� � �x� � �x� � x� 	���

�x� � �x� � �x� � 
x� � �x� 	 ��

� �x� � �x� � �x� � �x� 	���

#x� � �x� � 
x� � �x� 	���

d� x� � x� � x� � x� � x� 	 ��

�x� � �x� � �x� � 
x� � x� 	 
�

� �x� � �x� � �x� � �x� 	�#�
x� � �x� � �x� � x� 	 ��

�x� � x� � �x� � �x� 	 
�

f� x� � �x� � �x� � x� � x� 	���
�x� � �x� � x� � �x� � x� 	���
x� � x� � �x� � �x� � �x� 	 
�

�x� � �x� � x� � �x� � x� 	 ���

x� � x� � x� � �x� � 
x� 	 ��
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��� Rie�te s�stavy rovn�c �nad Q��

a� ax� � ax� � ax� � bx� 	 c��

ax� � ax� � bx� � ax� 	 c��

ax� � bx� � ax� � ax� 	 c��

bx� � ax� � ax� � ax� 	 c��

kde a� b� c�� c�� c�� c� � Q a a �	 b


b� x� � x� � � � �� xn�� � �xn 	 ��

x� � x� � � � �� �xn�� � xn 	 ��






x� � �x� � � � �� xn�� � xn 	 n� ��

�x� � x� � � � �� xn�� � xn 	 n�

c� ax� � x� � � � �� xn�� � xn 	 ��

x� � ax� � � � �� xn�� � xn 	 ��






x� � x� � � � �� axn�� � xn 	 ��

x� � x� � � � �� xn�� � axn 	 ��

kde a � Q� pri�om a �	 �� n � �



�	� Dok��te� �e mno�ina Bi �i 	 �� �� je b�za priestoru V��R� a vypo��tajte
s�radnice vektora �i vzh�adom na t�to b�zu


a� B� 	 f��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��g�
�� 	 �
� �� �� �
�


b� B� 	 f��� �� �� ���� ���� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� �
�g�
�� 	 ��� ��� �� �
�



�
� N�jdite s�radnice vektora �� #x� �x� � P �R� vzh�adom na b�zu
f�� ��x � ��� ��x � ���g


���Dok��te� �e vektory nasleduj�cich mno��n vektorov s� line�rne z�visl� a n�j�

dite koe�cienty line�rnej z�vislosti v rovnosti ��
��


a� f��� �� ��� ���� 
� ��� ��� �� ��g 
 V��R��
b� f��� �� ��� ��� �� #�� ��� ��� ��g 
 V��R��
c� f��� ��� ��� ��� �� ���� ���� ���� ��� 
 V��R��
d� f��� �� ��� ��� � �� ��� ��� �� 
�� ��� �� ��g 
 V��R��
e� f� � x � x�� � � x� � � x�� � � x � �x�g z vektorov�ho priestoru v�etk�ch

polyn.mov s racion�lnymi koe�cientami stup)a najviac dva


f�
n�

� ��
� �

�
�
�

� ��
� �

�
�
�
� ��
� �

�
�
�

 ��
� ��

�o

M��Q� pozri pr�klad �

�




x �� S�stavy homog�nnych line�rnych rovn�c �	



��� Rie�te s�stavy rovn�c �nad Q� a urobte diskusiu vzh�adom na dan� para�
metre

a� ax � y � z 	 b�

x � ay � z 	 b�

x � y � az 	 c�

b� ax � �y � z 	 ��

x � �ay � z 	 ��

x � �y � az 	 ��

kde a� b� c � Q



�
� Nasleduj�ce s�stavy rovn�c rie�te najprv nad po�om zvy�kov�ch tried Z��
potom nad Z� a Z�


a� *�x � *�y � *�z 	 *��
*�x � *�y � *�z 	 *��
*�x � *�y � �z 	 *��

b� *�x� � *�x� � *�x� � *�x� � *�x� 	 *��
*�x� � *�x� � *�x� � *�x� 	 *��
*�x� � *�x� � *�x� � *�x� � *�x� 	 *��
*�x� � *�x� � *�x� � *�x� 	 *��

*�x� � *�x� � *�x� 	 *��

x �� S�stavy homog�nnych line�rnych rovn�c

De�n�cia ���� Ak v s�stave ��
�� plat� b� 	 b� 	 � � � 	 bm 	 �� tak s�stavu
��
�� naz�vame s�stavou m homog
nnych rovn�c s n nezn�mymi nad po�om F 

M�me tak s�stavu

a��x� � a��x� � � � �� a�nxn 	 ��

a��x� � a��x� � � � �� a�nxn 	 ���

��






am�x� � am�x� � � � �� amnxn 	 ��

S�stavu �

�� m��eme v zhode s ��
�� stru�ne zap�sa� v tvare

�

�� M��x 	 ���

kde M je matica s�stavy �

��
 Ke��e posledn� st�pec matice M� obsahuje len nuly
�nulov� prvky po�a F �� zrejme je h�M� 	 h�M�� a tak s�stava �

�� m� v�dy
�aspo) jedno� rie�enie
 Na prv� poh�ad vidie�� �e n�tica ��� �� � � � � �� je rie�en�m
s�stavy �

��
 Toto rie�enie vol�me nulov
 �alebo trivi�lne� rie�enie s�stavy �

��

Plat� nasleduj�ca veta
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Veta ���� S�stava �

�� m� netrivi�lne rie�enie pr�ve vtedy	 ke� h�M� � n�

D�kaz vety 

� vypl�va bezprostredne z d�sledkov � a � vety �
�
 �

Veta ���� Mno�ina S v�etk�ch rie�en� s�stavy �

�� je podpriestor vektorov�ho
priestoru Vn�F ��

D�kaz� Ak � � Vn�F � je rie�en�m s�stavy �

��� t
j
 � � S� tak plat�

M �� 	 ���

Pod�a vety �
� kapitoly �� S bude podpriestor priestoru Vn�F �� ke� s� splnen�
podmienky

�� Ak ��� � S� tak �� � � S�
�� ak � � S� s � F � tak s� � S


Prv� podmienka je splnen�� lebo M����� 	M ���M� 	 ����� 	 ��
 Analogicky
sa dok��e i platnos� druhej podmienky
 �

Veta ��	� Nech hodnos� matice M s�stavy �

�� m homog�nnych rovn�c o n

nezn�mych je h�M� 	 h� Potom dimenzia vektorov�ho priestoru S v�etk�ch rie�en�
s�stavy �

�� je d�S� 	 n� h�

D�kaz� Ak je h 	 n pod�a d�sledku � vety �
� m� s�stava �

�� jedin� rie�enie

Tak S 	 f��� �� � � � � ��g a teda d�S� 	 � 	 n� n


Nech teda h � n
 Dan� s�stavu rie�me Gaussovou elimina�nou met.dou
 Po vy�
konan� pr�slu�n�ch �prav dostaneme s�stavu ekvivalentn� so s�stavou �

�� v tvare
��
���� kde pravda d� 	 d� 	 � � � 	 dh 	 �
 Ak polo��me xh�� 	 p�� xh�� 	
p�� � � � � xn 	 pn�h� m��eme vypo��ta� nezn�me x�� x�� � � � � xh vyjadren� pomocou
parametrov p�� p�� � � � � pn�h

x� 	 b��p� � b��p� � � � �� b��n�hpn�h 	
n�hP
i��

b�ipi�

x� 	 b��p� � b��p� � � � �� b��n�hpn�h 	
n�hP
i��

b�ipi�






xh 	 bh�p� � bh�p� � � � �� bh�n�hpn�h 	
n�hP
i��

bhipi�

Dost�vame tak podpriestor rie�en� s�stavy �

��

S 	
n
�
n�hP
i��

b�ipi�
n�hP
i��

b�ipi� � � � �
n�hP
i��

bhipi� p�� p�� � � � � pn�h�$ p�� p�� � � � � pn�h � F
o
�

V podpriestore S zvo�me n� h vektorov �i polo�iac
p� 	 p� 	 � � � 	 pi�� 	 �� pi 	 �� pi�� 	 � � � pn�h 	 �
 Dostaneme�

�� 	 �b��� b��� � � � � bh�� �� �� � � � � ���

�� 	 �b��� b��� � � � � bh�� �� �� � � � � ���






�n�h 	 �b��n�h� b��n�h� � � � � bh�n�h� �� �� � � � � ���



x �� S�stavy homog�nnych line�rnych rovn�c �	�

Je evidentn�� �e vektory ��� ��� � � � � �n�h s� line�rne nez�visl�
 Na druhej strane
�ahko zist�me� �e �ubovo�n� vektor � � S� dan� pevnou vo�bou parametrov
p�� p�� � � � � pn�h� m��eme vyjadri� takto� � 	 p��� � p��� � � � � � pn�h�n�h
 To
znamen�� �e vektory ��� ��� � � � � �n�h s� b�zou podpriestoru S
 Z toho vypl�va
d�S� 	 n� h� �o sme mali dok�za�
 �

D�kaz vety 

� n�m s��asne poskytuje n�vod ako n�js� b�zu priestoru v�etk�ch
rie�en� s�stavy homog�nnych rovn�c
 Uk��eme si to na pr�kladoch


Pr�klad ���� N�jdime b�zu podpriestoru rie�en� nasleduj�cej s�stavy line�rnych
rovn�c �nad po�om racion�lnych ��sel�

x� � �x� � �x� � 
x� � �x� 	 ��

�x� � �x� � x� � �x� � 
x� 	 ��

�x� � ��x� � �x� � �x� � ��x� 	 ��

x� � �x� � 
x� � ��x� � �x� 	 ��

Rie�enie� S�stavu uprav�me na nasleduj�cu s )ou ekvivalentn� s�stavu ��ahko
zist�me� �e h�M� 	 ���

x� � x� � ��x� � �'x� � �
x� 	 ��

x� � 'x� � ��x� � 'x� 	 ��

"itate� si skontroluje� �e rie�enie s�stavy �vektor podpriestoru S� je tvaru

� 	 ���p� � 
#p� � ��p�� �'p� � ��p� � 'p�� p�� p�� p���

kde p�� p�� p� � Q
 Podpriestor S m� dimenziu d�S� 	 n�h 	 
�� 	 � a vektory
b�zy s�

�� 	 � ��� �'� �� �� ���
�� 	 ��
#� ��� �� �� ���

�� 	 ����� '� �� �� ���

Pr�klad ���� Pri rie�en� s�stavy homog�nnych rovn�c v pr�klade �

 sme na�li�
�e podpriestor rie�en� s�stavy je

S 	 f��#p� � �p�� #p�� ��
p� � ��p�� #p�� �'p� � ��p��$ p�� p� � Qg�

Dimenzia podpriestoru je d�S� 	 n�h 	 
�� 	 �
 Za vektory b�zy m��eme zvoli�

�� 	 ��#� #� ��
� �� �'��

�� 	 ���� �� ��� #� �����

Nasleduj�ca veta hovor� o vz�ahu medzi rie�eniami nehomog�nnej s�stavy line�
�rnych rovn�c a pr�slu�nej s�stavy homog�nnych rovn�c
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Veta ��
� Nech

�

�� M � �x 	 �b

je s�stava line�rnych rovn�c nad po�om F � Nech �alej

�

�� M � �x 	 ��

je s�stava homog�nnych rovn�c nad F 	 maj�ca t� ist� maticu s�stavy� Nech s�stava
�

�� je rie�ite�n� a � � Vn je pevne zvolen� rie�enie s�stavy �

��� Nech �alej S je
podpriestor rie�en� s�stavy �

��� Potom mno�ina v�etk�ch rie�en� S� s�stavy �

��
je

S� 	 f�� �$ � � Sg�

D�kaz� I
 Dok��eme� �e ka�d� vektor tvaru � � � je rie�en�m s�stavy �

��

Skuto�ne� plat� M �� 	 �b a s��asne M � � 	 ��� odkia� M ���M � � 	 �b� ��� �i�e
M � ��� �� 	 �b� �o znamen�� �e �� � je rie�enie s�stavy �

��


II
 Dok��eme� �e ka�d� rie�enie s�stavy �

�� je tvaru ���
 Nech � je �ubovo�n�
rie�enie s�stavy �

��
 P��eme � 	 �������
 Sta�� dok�za�� �e ��� je rie�en�m
s�stavy �

��
 To vypl�va takto� JeM �� 	 �b a tie�M �� 	 �b� odkia�M�� 	M ���
�i�e M�� ��� 	 ��
 �

Pr�klad ��	� Nad po�om racion�lnych ��sel rie�me nasleduj�cu s�stavu line�
�rnych rovn�c a mno�inu rie�en� s�stavy vyjadrime pomocou podpriestoru rie�en�
pr�slu�nej s�stavy homog�nnych rovn�c


x� � �x� � �x� � x� 	 �#�
�x� � �x� � x� � �x� 	 ���

�x� � x� � �x� � �x� 	 ��

x� � 
x� � 
x� � x� 	 �'�

Rie�enie� Od��tan�m n�sobkov prvej rovnice od ostatn�ch rovn�c z�skame ekvi�
valentn� s�stavu

x� � �x� � �x� � x� 	 �#�
�x� � 'x� 	 �
��


�

Pr�slu�n� s�stava homog�nnych rovn�c je

x� � �x� � �x� � x� 	 ��

�x� � 'x� 	 ���

#�

Polo�iac x� 	 p�� x� 	 p� �ahko zist�me� �e mno�ina v�etk�ch rie�en� s�stavy �


�
je

S� 	
n��

�
� ��

�
p� � p��

�

�

�
'
�
p�� p�� p�

�
$ p�� p� � Q

o



x �� S�stavy homog�nnych line�rnych rovn�c �	�

a podpriestor rie�en� s�stavy �

#� je

S 	
n�

� ��
�
p� � p��

'
�
p�� p�� p�

�
$ p�� p� � Q

o
�

Ak zvol�me vektor � � S� tak� �e polo��me p� 	 p� 	 �� t
j
 � 	
�
	

�
� ��
�
� �� �

�
� hne�

vid�me� �e
��
�
� ��

�
p� � p��

�

�

�
'
�
p�� p�� p�

�
	
��
�
�
�

�
� �� �

�
�
�
� ��

�
p� � p��

'
�
p�� p�� p�

�

a teda
S� 	 f�� �� � � Sg�

Ak v priestore S ��itate� si skontroluje� �e d�S� 	 �� zvol�me b�zu

�� 	
�
� ��

�
�
'
�
� �� �

�
�� 	 ���� �� �� ���

vid�me� �e
S� 	 f�� p��� � p���$ p�� p� � Qg�

Pr�klad ��
� Nad po�om �Z���� �� rie�te nasleduj�cu s�stavu line�rnych rovn�c

Ur�te po�et rie�en� s�stavy
 Mno�inu S� v�etk�ch rie�en� s�stavy vyjadrite pomocou
podpriestoru rie�en� pr�slu�nej s�stavy homog�nnych rovn�c


*�x� � *�x� � *�x� � *�x� � *�x� 	 *��
*�x� � *�x� � *�x� � *�x� � *�x� 	 *��
*�x� � *�x� � *�x� � *�x� � *�x� 	 *��
*�x� � *�x� 	 *��

Rie�enie�
�
B�

*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�

�
CA�

�
B�

*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�

�
CA�

Prv� riadok sme n�sobili postupne *�� *�� *� a pripo��tali k druh�mu� tretiemu a �tvr�
t�mu riadku
 Podobne postupujeme �alej� druh� riadok n�sob�me *� a pripo��tame
k tretiemu potom *� a pripo��tame ku �tvrt�mu

�

�
B�

*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�

�
CA�

�
*� *� *� *� *� *�
*� *� *� *� *� *�

�
�

Vid�me� �e h�M� 	 h�M�� 	 �
 Nap��eme s�stavu ekvivalentn� s p�vodnou


*�x� � *�x� � *�x� � *�x� � *�x� 	 *��
*�x� � *�x� � *�x� 	 *��
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Polo��me x� 	 p�� x� 	 p�� x� 	 p�� kde p�� p�� p� � Z�

Po��tame *�x� 	 *�� *�p� � *�p� 	 *� � *�p� � *�p�� odkia� x� 	 *� � p� � p�

Podobne x� 	 �*�x� � x� � x� � *�x� 	 x� � *�x� � *�x� � *�x� 	

	 *� � p� � p� � *�p� � *�p� � *�p� 	 *� � *�p�

Teda S� 	 f�*� � *�p�� *� � p� � p�� p�� p�� p��$ p�� p�� p� � Z�g


Podpriestor rie�en� pr�slu�nej s�stavy homog�nnych rovn�c je

S 	 f�*�p�� p� � p�� p�� p�� p��$ p�� p�� p� � Z�g
Ak v S� zvol�me pevn� vektor � 	 �*�� *�� *�� *�� *�� a v S b�zu

�� 	 �*�� *�� *�� *�� *���

�� 	 �*�� *�� *�� *�� *���

�� 	 �*�� *�� *�� *�� *���

vid�me� �e
S� 	 f�� p��� � p��� � p���$ p�� p�� p� � Z�g�

Ke��e pre vo�bu ka�d�ho z parametrov m�me 
 mo�nost�� s�stava m� 
� 	 ��

rie�en� �t
j
 mno�ina S� m� ��
 prvkov�


Cvi�enia

���� N�jdite b�zu podpriestoru rie�en� nasleduj�cich s�stav homog�nnych line�r�
nych rovn�c �na po�om racion�lnych ��sel�


a� x� � �x� � 
x� 	 ��

�x� � x� � x� 	 ��

�x� � �x� � �x� � �x� 	 ��

�x� � x� � �x� 	 ��

b� x� � x� � �x� � x� 	 ��

x� � x� � �x� � x� 	 ��

�x� � �x� � #x� � �x� � �x� 	 ��

�x� � �x� � �x� � �x� � �x� 	 ��

c� �x� � �x� � 
x� � �x� 	 ��

�x� � �x� � �x� � �x� 	 ��

�x� � ��x� � ��x� � �#x� 	 ��

�x� � �x� � x� � �x� 	 ��

d� �x� � x� � �x� � x� � �x� 	 ��

'x� � �x� � �x� � �x� � 'x� 	 ��

�x� � x� � �x� � �x� � �x� 	 ��

�x� � x� � �x� � �x� � x� 	 ��



x �� S�stavy homog�nnych line�rnych rovn�c �	�

����Mno�inu rie�en� t�ch s�stav z cvi�en� �
� a �
�� ktor� maj� rie�enie� vyjadrite
pomocou podpriestoru rie�en� pr�slu�n�ch s�stav homog�nnych rovn�c


���	� Nech vektory

�� 	 �a��� a��� � � � � a�n�

�� 	 �a��� a��� � � � � a�n�






�h 	 �ah�� ah�� � � � � ahn�

generuj� podpriestor S 	 %��� ��� � � � � �h& vektorov�ho priestoru Vn�F �
 Potom
existuje s�stava S homog�nnych rovn�c nad po�om F tak�� �e podpriestor rie�en�
s�stavy S je pr�ve S
 Dok��te to


N�vod� Je jasn�� �e ke� tak� s�stava S existuje� existuje tie� s�stava S � li�
ne�rne nez�visl�ch homog�nnych rovn�c maj�ci ten ist� podpriestor rie�en� S

Dok��te� �e riadky matice tejto s�stavy s� pr�ve vektory b�zy rie�en� s�stavy
Ax 	 �� kde A 	 �aij �� pri�om i 	 �� �� � � � � n j 	 �� �� � � � � h


��
� Na z�klade predch�dzaj�ceho cvi�enia n�jdite s�stavy homog�nnych rovn�c�
ktor�ch podpriestory rie�en� s�

��� %������ ��� ��� �� 
�� ����
� ��& �� V��Q�
��� ��� �� �� ��� ������ ������ ��� �� �� �� �� V��Q�
��� %��� �� ����� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �����������& �� V��Q�


���� N�jdite podpriestor S 
 T � ke� je dan�

a� S 	 %��� ����� �� ��� ���� ����� ������ ��� ����� �����&�
T 	 %��� ����� ������ ��� �� �� �� ��� ��� #��
� ��� ��&
v priestore V��Q�


b� S 	 %��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��&� T 	 %��� �� �� ��� ��� �� �� ��&
v priestore V��Z��


N�vod� Najprv n�jdite s�stavu homog�nnych rovn�c pre S� potom pre T � nakoniec
rie�te s�stavu� ktor� vznikne zjednoten�m t�chto s�stav


����� Uk��te� �e jednorozmern�ch podpriestorov vektorov�ho priestoru V��Z��
je pr�ve to�ko� ako trojrozmern�ch podpriestorov tohto priestoru
 Ko�ko ich je+

��
� Rie�te s�stavy rovn�c �nad Q� a urobte diskusiu vzh�adom na dan� para�
metre

a� px � �y � z 	 ��

�x� #y � �z 	 ��

x � y � pz 	 ��

b� ax� y � z 	 ��

x � qy � z 	 ��

x� y � rz 	 ��

kde p� q� r � Q




��	 Kapitola � MATICE A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

���� V nasleduj�cej s�stave rovn�c �nad Q� zistite� za akej podmienky je mo�n�
voli� parametre pr�ve za nezn�me z a t
 Pri platnosti tejto podmienky s�stavu
rozrie�te


y � az � bt 	 ��

�x � cz � dt 	 ��

ax � cy � et 	 ��

bx � dy � ez 	 ��

kde a� b� c� d� e � Q


���� Nech je dan� s�stava homog�nnych line�rnych rovn�c s n nezn�mymi nad
po�om Q maj�ca len celo��selm� koe�cienty
 Predpokladajme �alej� �e s�stava m�
aj netrivi�lne rie�enie
 Dok��te� �e ka�d� zlo�ku parametrick�ho rie�enia s�stavy
mo�no vyjadri� ako line�rnu kombin�ciu racion�lnych parametrov tak� �e koe�cienty
s� len cel� ��sla

N�vod� V�imnite si rie�enie pr�kladu �

 a pozn�mku �
�


����� Pod�a predch�dzaj�ceho cvi�enia vyjadrite ka�d� zlo�ku parametrick�ch
rie�en� nasleduj�cich s�stav ako line�rnu kombin�ciu racion�lnych parametrov s celo�
��seln�mi koe�cientami


a� �x� � x� � 
x� � �x� 	 ��

�x� � �x� � �x� � 
x� 	 ��

�x� � x� � x� � 
x� 	 ��

b� �x� � �x� � �x� � 
x� � �x� 	 ��

�x� � �x� � �x� � 
x� � �x� 	 ��

x� � 'x� � �x� � 
x� � ��x� 	 ��

�x� � 
x� � �x� � 
x� � #x� 	 ��

c� �x� � �x� � �x� � 'x� � #x� 	 ��

'x� � �x� � 
x� � #x� � 'x� 	 ��

�x� � �x� � �x� � ��x� � �
x� 	 ��

#x� � #x� � �x� � �x� � 
x� 	 ��



Kapitola �

DETERMINANTY

Te�ria determinantov je �al�ou �as�ou line�rnej algebry� jej z�klady vylo��me
v tomto paragrafe	 Za�neme pr�kladom	

Pr�klad ���� Predpokladajme� �e nasleduj
ca s
stava dvoch rovn�c s dvoma
nezn�mymi nad po�om re�lnych ��sel m� pr�ve jedno rie�enie� t	j	 h�M
 � h�M�
 � �	

a��x� � a��x� � b��

a��x� � a��x� � b��

Ke� dan
 s
stavu vyrie�ime� dostaneme

��	�
 x� �
b�a�� � b�a��
a��a�� � a��a��

� x� �
a��b� � b�a��
a��a�� � a��a��

�

Oba uveden� zlomky maj
 zmysel	 O tom sa presved��me takto� Najsk�r uva�ujme
o pr�pade� ke� jedno z ��sel a��� a��� a��� a�� sa rovn� nule	 Nech napr	 a�� � �	
Potom ��sla a��� a�� s
 r�zne od nuly	 Naozaj� ak by aj a�� � �� bolo by tie� b� � ��
mali by sme najviac jednu �nenulov
� rovnicu a dan� s
stava by mal viac ako
jedno rie�enie	 Ak by a�� � �� nemali by sme s
stavu s dvoma nezn�mymi	 Za
t�chto podmienok je v�raz a��a�� � a��a�� �� �	 Nech teda s
 v�etky koe�cienty
na �av�ch stran�ch rovn�c s
stavy r�zne od nuly	 Ak by a��a�� � a��a�� � �� tak
a��
a��

� a��
a��

� k� �i�e a�� � ka��� a�� � ka��� odkia� h�M
 � �� �o nie je	

Teraz ozna�me

ad � bc �

���� a b
c d

���� �
Pou�it�m tohoto ozna�enia nap��eme ��	�
 v tvare

��	�
 x� �

���� b� a��
b� a��

�������� a�� a��
a�� a��

����
x� �

���� a�� b�
a�� b�

�������� a�� a��
a�� a��

����
Rie�enie je nap�san� preh�adne� lebo koe�cienty s
 v menovateli usporiadan�

tak� ako v matici s
stavy a v �itateli st�pec pri nezn�mej� ktor
 sme vypo��tali je
nahraden� st�pcom �z druh�ch str�n�	

���



��� Kapitola � DETERMINANTY

Z�pis
��� a b

c d

��� naz�vame determinant druh�ho stup�a a vypo��tame ho� ke� od

s
�inu prvkov hlavnej diagon�ly od��tame s
�in prvkov ved�aj�ej diagon�ly	 Je to
tzv	 �kr��ov� pravidlo�	

V nasleduj
com paragrafe uk��eme� �e podobn�m sp�sobom mo�no vyjadri� aj
rie�enie s
stavy rovn�c s n nezn�mymi	 Ak je h�M
 � h�M�
 � n� mus�me
pou�i� determinanty n�t�ho stup�a	 Prv v�ak ne� si tak�to determinant de�nujeme
a nau��me sa ho vypo��ta� mus�me si poveda� nie�o o permut�ci�ch	

De�n�cia ���� Nech je dan� mno�ina A � f�� �� � � � � ng	 Permut�ciou n prvkov
budeme naz�va� bijekciu � � A� A	 Permut�ciu budeme zapisova�

��	�
 � �
�

�� �� � � � � i� � � � � n
k�� k�� � � � � ki� � � � � kn

�
�

kde ki � ��i
 pre i � �� �� � � � � n	

Permut�ciu teda 
plne ur�uje poradie prvkov �usporiadan� n�tica r�znych prv�
kov
 druh�ho riadku ��	�
	 Zo strednej �koly vieme� �e po�et v�etk�ch permut�ci�
n prvkov �po�et v�etk�ch r�znych porad� n prvkov
 je n�	 Napr	 po�et permut�ci�
� prvkov je �� � �	 S
 to tieto permut�cie� ktor� sme u� uviedli v pr�klade �	�
kapitoly �

�� �

�
� � �
� � �

�
� �� �

�
� � �
� � �

�
� �� �

�
� � �
� � �

�
�

�� �

�
� � �
� � �

�
� x� �

�
� � �
� � �

�
� �� �

�
� � �
� � �

�
�

Mno�inu v�etk�ch permut�ci� n prvkov budeme ozna�ova� Pn	 Ako sme povedali�
permut�ciu ��	�
 
plne ur�uje poradie �k�� k�� � � � � kn
	 Budeme hovori�� �e na da�
nom porad� je inverzia ak pre i � j plat� ki � kj 	 Po�et inverzi� na danom porad�
ur��me napr	 takto� �krtneme � a ur��me po�et s� prvkov� ktor� sa v porad� na�
ch�dzaj
 pred �� �krtneme � a ur��me po�et s� �ne�krtnut�ch
 prvkov nach�dza�
j
cich sa pred � at�	 Po�et inverzi� je s� � s� � � � � � sn	 Napr	 v porad�  prvkov
��� ��  � !� �� "� �
 je � � � � � � � � � � � � � � # inverzi�	 Budeme hovori�� �e per�
mut�cia je p�rna �nep�rna� ak na porad�� ktor� ju ur�uje je p�rny �nep�rny
 po�et
inverzi�	 Predpokladajme n � �	 $itate� nech si premysl�� �e ak na danom porad�
vykon�me v�menu prvkov � a � po�et inverzi� vzrastie alebo klesne o jeden	 Teda
touto v�menou z p�rnej permut�cie dostaneme nep�rnu a naopak	 Odtia� nasle�
duje� �e ak ozna��me po�et nep�rnych permut�ci� n�� �
 prvkov l� a po�et p�rnych
permut�ci� l�� plat� l� � l� � �

�n�	 Skuto�ne� ak v druhom riadku ka�dej nep�rnej
permut�cie vymen�me prvky � a �� dostaneme p�rnu permut�ciu� t	j	 l� � l�� ana�
logicky je l� � l�	 $itate� si skontroluje� �e uveden� permut�cie � prvkov ��� ��� ��
s
 p�rne� ��� ��� �� s
 nep�rne	 Po�et inverzi� v permut�cii � budeme ozna�ova�
s��
	 Teraz sme u� pripraven� na de�n�ciu determinantu n�t�ho stup�a	



x �� De�n�cia a vlastnosti determinantu ������

De�n�cia ���� Nech je dan� �tvorcov� matica typu n� n nad po�om F �

A �

�
BB�
a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n
			

an�� an�� � � � � ann

�
CCA �

Determinantom d�A
 matice A naz�vame sumu

d�A
 �
X
��Pn

���
s���a�i�a�i� � � � anin �

kde � �
�

�� �� ���� n

i�� i�� ���� in

�
� S��ta sa teda �cez v�etky permut�cie st�pcov�ch indexov�

pri pevnom porad� riadkov�ch indexov	 Znamienko s��tanca je �plus�� ak pr�slu�n�
permut�cia je p�rna� �m�nus� v opa�nom pr�pade	

Determinant d�A
 tie� ozna�ujeme

d�A
 � jAj �

��������

a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n
			

an�� an�� � � � � ann

��������
a naz�vame ho determinantom n�t�ho stup�a	

Pr�klad ���� Pod�a de�n�cie �	� vypo��tame determinanty mat�c

A � �a��
� B �
�
a��� a��
a��� a��

�
� C �

�
� a��� a��� a��
a��� a��� a��
a��� a��� a��

�
A �

jAj � ���
�a�� � a��� t	j	 determinant matice typu � � � sa rovn� �jedin�mu

prvku matice	

jBj �
���� a��� a��
a��� a��

���� �
X
��P�

���
s��� � a�i� � a�i� �

� ���
�a��a�� � ���
�a��a�� � a��a�� � a��a���

Je vidie�� �e sme dostali �kr��ov� pravidlo��

a�� a��

a�� a��

��

Od s
�inu prvkov hlavnej diagon�ly od�
��tame s
�in prvkov ved�aj�ej diagon�ly	

Napr�klad� ���� � ��
� �

���� � � � �� ���
 � � � � � � �  �



��� Kapitola � DETERMINANTY

Podobne vypo��tame d�C
	

jCj �
������
a��a��a��
a��a��a��
a��a��a��

������ �
X
��P�

���
s���a�i�a�i�a�i� �

� ���
�a��a��a�� � ���
�a��a��a�� � ���
�a��a��a���
� ���
�a��a��a�� � ���
�a��a��a�� � ���
�a��a��a���

Pr�ve vypo��tan� v�sledok sa pou��va aj pri praktickom v�po�te hodnoty de�
terminantu tretieho stup�a	 Na jeho lep�ie zapam%tanie uvedieme mnemotechnick

pom�cku zn�mu ako Sarrusovo pravidlo�

a�� a�� a��

a�� a�� a��

a�� a�� a��

a�� a�� a��

a�� a�� a��

�

�

�

�
�
�

Prv� dva riadky determinantu nap��eme pod
determinant e�te raz	 Hodnotu determinantu
dostaneme� ak od s
�tu s
�inov troj�c ozna�e�
n�ch znamienkom ��� od��tame s
�et s
�i�
nov troj�c ozna�en�ch znamienkom ���	

Sarrusovo pravidlo sa �asto pou��va aj v zjednodu�enej forme	 Nemus�me �iadne
riadky znovu vypisova�� ak v�ber pr�slu�n�ch troj�c a ich znamienok vykon�me
pod�a nasledovnej sch�my	

S
�inom spojen�ch prvkov determinantu pri�
rad�me znamienko ���	 Zv�raznen� smer je
�smer hlavnej diagon�ly�	

S
�inom spojen�ch prvkov determinantu pri�
rad�me znamienko ���	 Zv�raznen� smer je
�smer ved�aj�ej diagon�ly�	

Napr�klad�

������
� � ��
� � �
� " �

������ � � � � � � � � � � � � � � � " � ���
 � ���
 � � � �� � � � � �� � � � � " �

� " � �� ��� �� ��� " � ��"�



x �� De�n�cia a vlastnosti determinantu ������

Z de�n�cie �	� vypl�va� �e determinant n�t�ho stup�a m� n� �lenov� ktor�ch po�
lovici prira�ujeme znamienko ���� druhej polovici ���	 Pr�klad �	�	 ukazuje� �e
v pr�pade n � �� � determinant pohodlne vypo��tame pod�a de�n�cie� t	j	 kr��ov�m
alebo Sarrusov�m pravidlom	 Ke��e "� � �"� u� po��tanie determinantu �tvrt�ho
stup�a pod�a de�n�cie by bolo zd�hav�	 V �al�om dok��eme tak� vlastnosti deter�
minantu� ktor� umo�nia po��ta� ho ove�a pohodlnej�ie	

Veta ���� Nech A je �tvorcov� matica �nad po�om F � a AT je transponovan�
matica k matici A� Potom d�A
 � d�AT 
�
In�mi slovami� Determinant sa nezmen�� ak v �om vymen�me st	pce za riadky�

D�kaz� Nech pre ur�itos� A � �aij 
� AT � �bij 
� kde i� j � �� �� � � � � n� pri�om
plat� aij � bji	 Pod�a de�n�cie

d�A
 �
X
��Pn

���
s���a�i�a�i� � � � anin ���	"


d�AT 
 �
X

���Pn

���
s����b�j�b�j� � � � bnjn ���	!


Zoberme �ubovo�n� �len ���
s���a�i�a�i� � � � anin determinantu d�A
	 Usporia�
dajme ho pod�a st�pcov�ch indexov	 M�me

���
s���a�i�a�i� � � � an�n � ���
s��� � aj�� � aj�� � � � ajnn � ���
s���b�j�b�j� � � � bnjn �

Aby sme dokon�ili d�kaz� mus�me dok�za� s��
 � s���
	 To je ale zrejm�� lebo
ka�dej inverzii is � it pri s � t v permut�cii � zodpoved� inverzia jit � jis
v permut�cii ��� pri�om jit � t� jis � s	 Teda plat� ���
s���b�j� � b�j� � � � bnjn �
���
s����b�j�b�j� � � � bnjn 	 �

D�sledok� Ka
d� tvrdenie dok�zan� pre riadky determinantu plat� aj pre jeho
st	pce�

Veta ���� Nech B je �tvorcov� matica� ktor� vznikne z matice A v�menou i
t�ho
a j
t�ho riadku� Potom d�B
 � �d�A
�

D�kaz� Nech matice A�B s


A �

�
BBBBBBBBBB�

a��� � � � � a�n
			

ai�� � � � � ain
			

aj�� � � � � ajn
			

an�� � � � � ann

�
CCCCCCCCCCA
� B �

�
BBBBBBBBBB�

b��� � � � � b�n
			

bi�� � � � � bin�
			

bj�� � � � � bjn
			

bn�� � � � � bnn

�
CCCCCCCCCCA
�

kde i � j a plat� bik � ajk� bjk � aik pre k � �� �� � � � � n a ars � brs pre r �� i�
r �� j	



��� Kapitola � DETERMINANTY

Vezmime �ubovo�n� �len determinantu d�B
�

c� � ���
s����b�k� � b�k� � � � biki � � � bjkj � � � bnkn �

� ���
s����a�k� � a�k� � � � ajki � � � aikj � � � ankn �

� ���
s����a�k�a�k� � � � aikj � � � ajki � � � ankn �

kde

�� �
�

�� �� � � � � i� � � � � j� � � � � n
k�� k�� � � � � ki� � � � � kj � � � � � kn

�
�

Tomuto �lenu v�ak jednozna�ne zodpoved� �t	j	 l��i sa od neho najviac ak znamien�
kom
 nasleduj
ci �len determinantu d�A
	

c � ���
s���a�k� � a�k� � � � aikj � � � ajki � � � ankn �

kde

� �
�

�� �� � � � � i� � � � � j� � � � � n
k�� k�� � � � � kj � � � � � ki� � � � � kn

�
�

Dok��eme� �e ���
s���� �� ���
s���� t	j	 �e c� � �c	 Skuto�ne� ��sla s���
� s��
 s

r�znej parity	 To dok��eme takto� Vidie�� �e permut�cie �� a � sa l��ia len t�m� �e
v druhom riadku s
 vymenen� ��sla ki a kj 	 Budeme rozozn�va� dva pr�pady	

a
 Nech j � i� �� potom ak ki � kj � tak kj � ki a naopak	 To jest permut�cia
� m� pr�ve o jednu inverziu menej alebo viac ako ��	

b
 Nech j � i� u potom v�menu ki za kj v druhom riadku �� mo�no uskuto��
ni� tak�mito v�menami� ki za ki	�� ki za ki	�� � � � �� ki za ki	u� spolu u v�men�
potom sp%tnou v�menou kj � ki	u za ki	u��� kj za ki	u��� � � � � kj za ki	�� spolu
u� � sp%tn�ch v�men	 M�me tak spolu �u� � v�men �nep�rny po�et
	 Pri ka�dej
klesne alebo vzrastie po�et inverzi� o �	 Teda permut�cie � a �� s
 opa�nej pa�
rity	 Dok�zali sme� �e ka�d�mu �lenu determinantu d�B
 zodpoved� pr�ve jeden��

�len determinantu d�A
 rovnakej absol
tnej hodnoty ale r�zneho znamienka	 Odtia�
vypl�va d�B
 � �d�A
� �o sme chceli dok�za�	 �

D�sledok� Ak �tvorcov� matica A m� dva riadky rovnak�� tak d�A
 � ��

D�kaz� Ak vymen�me v danej matici tieto dva riadky �povedzme i�t� a j�t�
�
determinant sa v�bec nezmen�	 Odtia� vypl�va� �e ka�d� �len determinantu �pri�
raden�� permut�cii �� sa ru�� s �lenom �priraden�m� permut�cii � opa�nej parity�
ktor
 sme z nej dostali v�menou ��sel ki a kj	 Teda d�A
 � �	 �

Pr�klad ��	� Presved�te sa� �e

������
� � �
" �� �
� � ��

������ � ���

������
� � �
� � ��
" �� �

������ � ����
������
� �� �
� � �
� � �

������ � ��

��	itate
 si rozmysl�� �e ak v druhom riadku ka�dej permut
cie z P vykon
me v�menu
prirodzen�ch ��sel k a k � dostaneme op�� v�etky permut
cie mno�iny P �



x �� De�n�cia a vlastnosti determinantu ������

De�n�cia ��	� Nech je dan� �tvorcov� matica A typu n� n� kde n � �	

��	�
 A �

�
BBBBBBBB�

a�� a�� � � � a�j � � � a�n
a�� a�� � � � a�j � � � a�n
			
ai� ai� � � � aij � � � ain
			

an� an� � � � anj � � � ann

�
CCCCCCCCA
�

nech matica Aij typu �n��
��n��
 vznikne z matice A vynechan�m i�teho riadku
a j�teho st�pca	 Determinant jAij j naz�vame subdeterminantom �n� �
�ho stup�a
matice A	 Hovor�me tie�� �e subdeterminant jAij j patr� k prvku aij 	 Algebraick�
doplnok Aij patriaci k prvku aij de�nujeme takto�

Aij � ���
i	j jAij j�

Veta ��	� Nech je dan� matica A typu n� n �matica ������� Potom

��	 
 d�A
 � ai�Ai� � ai�Ai� � � � � � ainAin�

In�mi slovami� Determinant sa rovn� s��tu s��inov prvkov i
teho �teda �ubo

vo�n�ho� riadku a pr�slu�n�ch algebraick�ch doplnkov�

Pozn
mka ���� Ak determinant d�A
 nap��eme vo forme ��	 
 hovor�me� �e
sme ho rozvinuli pod�a i�teho riadku	

D�kaz vety ���� Pod�a de�n�cie m�me

��	#
 d�A
 �
X
��Pn

���
s���a�j� � a�j� � � � aiji � � � anjn �

V ka�dom �lene sumy ��	#
 sa nach�dza pr�ve jeden prvok i�teho riadku matice
A� pri�om ai� sa nach�dza v n��n � �n � �
� �lenoch	 Podobne aj �al�ie prvky
ai�� ai�� � � � � aij � � � � � ain	 Preto d�A
 sa d� vyjadri� v tvare

d�A
 � ai�
P

���
s����a�j�a�j� � � � ai���ji��ai	��ji�� � � � anjn�
� ai�

P
���
s����a�j�a�j� � � � ai���ji��ai	��ji�� � � � anjn�

			

� aij
P

���
s��j�a�j�a�j� � � � ai���ji��ai	��ji�� � � � anjn�
			

� ain
P

���
s��n�a�j�a�j� � � � ai���ji��ai	��ji�� � � � anjn �

kde prv� suma sa vykon� cez v�etky permut�cie tvaru

�� �

�
�� �� � � � � i� �� i i� �� � � � � n
j�� j�� � � � � ji��� �� ji	�� � � � � jn

�
�
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druh� cez permut�cie tvaru

�� �

�
�� �� � � � � i� �� i� i� �� � � � � n
j�� j�� � � � � ji��� �� ji	�� � � � � jn

�
�

			

j�t� cez permut�cie tvaru

��	&
 �j �
�

�� �� � � � � i � �� i� i � �� � � � � n
j�� j�� � � � � ji��� j� ji	�� � � � � jn

�
�

Takto postupujeme �alej a� po permut�ciu �n	
Teda d�A
 m��eme vyjadri�

��	��
 d�A
 �
nX

j
�

aij
X
�j

���
s��j�a�j� � a�j� � � � ai���ji��ai	��ji�� � � � anjn �

kde druh� suma sa vykon� cez v�etky permut�cie ��	&
� ktor� maj
 �xovan� prvok j
na i�tom mieste v druhom riadku	

Na druhej strane subdeterminant jAij j vypo��tame

jAij j �
X

���
s����aij�a�j� � � � ai���ji��ai	��ji�� � � � anjn �

kde sa s��ta cez v�etky permut�cie tvaru

�� �
�

�� �� � � � � i� �� i� �� � � � � n
j�� j�� � � � � ji��� ji	�� � � � � jn

�
�

Aby sme dokon�ili d�kaz� treba n�m vyjadri� paritu permut�cie �j pomocou parity
permut�cie ��	 Uva�ujeme takto� Z poradia j�� j�� � � � � ji��� j� ji	�� � � � � jn dostaneme
poradie j� j�� j�� � � � � ji��� ji	�� � � � � jn pomocou i� � v�men susedn�ch prvkov	 Pa�
rita poradia sa t�m zmenila i � � razy	 Ak teraz prvok j na za�iatku poradia
zru��me� strat� sa t�m j � � inverzi�	 Paritu permut�cie �� teda dostaneme z pa�
rity permut�cie �j � ak na nej vykon�me i � � � j � � � i � j � � zmien parity�
�i�e ���
s���� � ���
s��j�	i	j��	 M�me teda ���
s��j� � ���
i	j � ���
s����	 Preto
z ��	��
 dostaneme

d�A
 �
nX

j
�

aij
X

���
i	j � ���
s����aij�aij� � � � ai���ji��ai	��ji�� � � � anjn �

�
nX

j
�

aij ���
i	j jAij j �
nX

j
�

aijAij �

�o sme chceli dok�za�	 �
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Pr�klad ���� Nasleduj
ci determinant rozvinieme pod�a prv�ho riadku	

������
� � �
" �� �
� � ��

������ � ����
�	�
������ �

� ��
����� � � ���
�	�

���� " �
� ��

�����

�����
�	�
���� " ��

� �

���� � ����
 � ����
 � �� 
 � � � ! � ���

'al�� determinant rozvinieme pod�a tretieho st�pca	

�������

� �� � �
" � � �
� �� � �
� � � �

�������
� � � ���
�	�

������
" � �
� �� �
� � �

������� � � ���
�	�
������

� �� �
� �� �
� � �

�������

�����
�	�
������

� �� �
" � �
� � �

�������� � ���
�	�
������

� �� �
" � �
� �� �

������ � � � ����
 � � � �� � ���

Vid�me� �e veta �	� n�m umo��uje vypo��ta� determinant �ubovo�ne vysok�ho
stup�a postupn�m prevodom na v�po�et determinantov ni���ch stup�ov	 Tak�to
v�po�et nie je v�dy v�hodn�	 M��e by� zna�ne zd�hav�	 Za chv��u uvedieme postup
zna�ne efekt�vnej��	 Najprv v�ak sformulujeme nieko�ko d�sledkov vety �	�	

D�sledok �� Nech matica B vznikne zo �tvorcovej matice A tak� 
e i
t� riadok
matice A vyn�sob�me prvkom c � F � Potom d�B
 � c � d�A
�
D�sledok �� Nech ka
d� prvok i
teho riadku �tvorcovej matice A je s��tom

dvoch s��tancov takto�

�
BBBBB�

a��� a��� � � � � a�n
���

ai� � a�i�� ai� � a�i�� � � � � ain � a�in
���

an�� an�� � � � � ann

�
CCCCCA
�

Potom

d�A
 �

�����������

a��� a��� � � � � a�n
���

ai�� ai�� � � � � ain
���

an�� an�� � � � � ann

�����������
�

�����������

a��� a��� � � � � a�n
���

a�i�� a�i�� � � � � a�in
���

an�� an�� � � � � ain

�����������

D�sledok 	� Hodnota determinantu sa nezmen�� ak i
temu riadku determi

nantu pripo��tame line�rnu kombin�ciu ostatn�ch riadkov determinantu�
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D�sledok �� S��et s��inov prvkov i
teho riadku determinantu a algebraick�ch
doplnkov patriacich k j
temu riadku �j �� i
 sa rovn� nule� t�j�

� � ai�Aj� � ai�Aj� � � � � � ainAjn�

kde i �� j�

D�kazy d�sledkov ponech�me na �itate�a	 Na d�kaz d�sledku � a � sta�� rozvin
�
determinant pod�a i�teho riadku	 Je jasn�� �e d�sledok � mo�no zov�eobecni� tak�
�e prvky i�teho riadky s
 s
�ty k�� �
 s��tancov �vykonajte�
	 D�kazy d�sledkov �
a " vypl�vaj
 z d�sledkov �� � a z d�sledku vety �	�	

Veta ���� Determinant sa rovn� nule pr�ve vtedy� ke� jeho riadky s� line�rne
z�visl��

D�kaz� I	 Ak riadky determinantu D s
 line�rne z�visl�� tak aspo� jeden z nich
je line�rnou kombin�ciou ostatn�ch	 Pod�a d�sledku � �ahko n�jdeme determinant
rovnakej hodnoty maj
ci jeden riadok nulov�	 Odtia� rozvinut�m pod�a nulov�ho
riadku dostaneme D � �	

II	 Na dokon�enie d�kazu je treba dok�za�� �e ak sa determinant rovn� nule� tak
jeho riadky s
 line�rne z�visl�	 Toto tvrdenie je jednoduch�m d�sledkom vety �	��
ktor
 dok��eme v nasleduj
com paragrafe	 �

Pozn
mka ���� Poznamen�vame� �e vetu �	" mo�no preformulova� takto� De

terminant sa rovn� nule pr�ve vtedy� ke� aspo� jeden jeho riadok je line�rnou
kombin�ciou ostatn�ch riadkov�

Veta �	� spolu s d�sledkami n�m d�va prostriedky na �v�hodn�� v�po�et deter�
minantu	 Podobne ako pri v�po�te hodnosti matice aj tu budeme pou��va� elemen�
t�rne riadkov� �st�pcov�
 oper�cie	 Mus�me si v�ak uvedomi�� �e v�menou dvoch
riadkov �st�pcov
 sa zmen� znamienko determinantu �veta �	�
	 Ak n�sob�me jeden
riadok determinantu prvkom po�a c � F � tak cel� determinant n�sob�me t�mto
prvkom �d�sledok vety �	�
	 Kone�ne z d�sledku � vety �	� vypl�va� �e ero typu
� nemen� hodnotu determinantu	 V�po�et determinantu vykon�me tak� �e najprv
pomocou ero alebo eso dosiahneme� �e v niektorom riadku �st�pci
 je pr�ve jeden
prvok r�zny od nuly	 Potom rozvinieme determinant pod�a tohoto riadku �st�pca
	
Dostaneme determinant so stup�om o � men��m	 Tak postupujeme �alej a� k�m ne�
dostaneme determinant stup�a tri alebo dva� ktor� vypo��tame Sarrusov�m alebo
kr��ov�m pravidlom	

Pr�klad ���� Vypo��tajme determinant�������

� �� � �
" � � �
� �� � �
� � � �

�������
�

Prv� riadok vyn�sob�me �� a pripo��tame k tretiemu� dostaneme��������

� �� � �
" � � �
� � � ��
� � � �

�������
� � �

������
" � �
� � ��
� � �

������ �
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� � � ���
�	����

���� " �
� �

���� � ����
���
���
 � ���

Pr�klad ��
� Vypo��tajte determinant
�����������

! ��� ��� �! �! !
� � � � � ��
" ! � � # �

�� " � �� ! #
� � � � � �
� � ! � � �

�����������
�

Z prv�ho riadku mo�no ! �vylo�i� pred determinant� �t	j	 riadok vyn�sobi� �(!
a cel� determinant !�timi
	 'alej z piateho riadku vylo��me � a zo �tvrt�ho st�p�
ca �	 Dostaneme

! � � � �

�����������

� �� �� � ! �
� � � � � ��
" ! � � # �

�� " � �� ! #
� � � � � �
� � ! � � �

�����������
�

Pripo��tan�m �tvrt�ho riadku k prv�mu� druh�mu� piatemu a �iestemu dostaneme

� �� �

�����������

� � � � �� &
� ! � �   
" ! � � # �

�� " � �� ! #
� ! � � � &
� "  �  #

�����������
�

� ���

���������

� � � �� &
� ! �   
" ! � # �
� ! � � &
� "   #

���������
� ���

���������

� � � �� &
� ! �   
� ��! �! ��� ��!
� ! � � &
� "   #

���������
�

Pripo��tali sme �"�n�sobok druh�ho riadku k tretiemu	 Rozvinut�m pod�a prv�ho
st�pca dostaneme

� ��

�������

� � �� &
��! �! ��� ��!

! � � &
"   #

�������
� ��!�

�������

� � �� &
� � " !
! � � &
"   #

�������
�

Analogick�m sp�sobom si priprav�me rozvinutie pod�a druh�ho st�pca�

� ��!�

�������

� � �� &
� � " !

�� � �� ��
�� � ��� �� 

�������
� ��!� �

������
� �� &

�� �� ��
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� ��!�
������
� �� &
� � �
� �� � 

������ � ��!� � ���!�
 � ���!��

Pri v�po�te determinantu je niekedy vhodn� upravi� ho na tvar� v ktorom pod
alebo nad hlavnou diagon�lou s
 sam� nuly	 Hodnota tak�ho determinantu sa rovn�
s
�inu prvkov hlavnej diagon�ly �presved�te sa o tom�
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�� �� �� � � � � n� �� n
�� �� �� � � � � n� �� n
�� �� !� � � � � n� �� n
� � �
�� �� �� � � � � �n� �� n
�� �� �� � � � � n� �� �n� �

�����������
�

Ako prv� riadok od��tame od ostatn�ch dostaneme�����������

�� �� �� � � � � n� �� n
�� �� �� � � � � �� �
�� �� �� � � � � �� �
� � �
�� �� �� � � � � n� �� �
�� �� �� � � � � �� n� �

�����������
� � � � � � � � � �n� �
�n � �
 � �n � �
�

Cvi�enia

���� Ur�te ko�ko inverzi� je v nasleduj
cich poradiach�

a
 �n� n� �� � � � � �� �
�
b
 ��� �� � � � �m� n� n� �� � � � �m� �
�
c
 �n� n� �� � � � �m� �� �� �� � � � �m
�
d
 �m�m� �� � � � � �� n� n� �� � � � �m� �
�
e
 ��� �� � � � � �n� �� �� "� � � � � �n
�
f
 ��� �� � � � � �n� �� �n� �n� �� � � � � "� �
�
g
 ��n� �n� �� � � � � "� �� �� �� � � � � �n� �
�
h
 ��n� �� �n� �� � � � � �� �� �n� �n� �� � � � � "� �
�

kde n�m � N � pri�om m � n	

���� Poradie �n�� n�� � � � � nk
 m� i inverzi�	 Ko�ko ich m� poradie�

a
 �n�� n�� � � � � nk� n�
�
b
 �nk� nk��� � � � � n�� n�
�
c
 �n�� n�� n�� � � � � nk
�
d
 �nm� nm��� � � � � nm	�� � � � � nk
�

kde ni�m� k � N � pri�om m � k	

��	� Vypo��tajte determinanty����� � ��
� �

���� �
���� ��� �#!
��! ���

���� �
���� sinx cosx
�cosx sinx

����
���� a � bi a

p
�

a
p
� a � bi

���� �
���� cosx sinx
sinx cosx

���� �



x �� De�n�cia a vlastnosti determinantu ������

������
� � �

�" ! #
�� � �

������ �
������
a � b
� c c
a c b

������ �
������
� a b
� a � x b
� a b� y

������
������

a �� �
ax a ��
ax� ax a

������ �
������
� � �i �� �i �� i
� � i  � �i �� i
� � i "� �i �� �i

������ �

���� Dok��te� �e plat��
������
� x x�

� y y�

� z z�

������ � �x� y
�x � z
�y � z
�

������
� x x�

� x ax
� x� ax�

������ � x��x � �
�x � a
�

���� Nasleduj
ce v�razy vyjadrite v tvare determinantu tretieho stup�a�
a� � b� � c� � �abc� abc� ax� � by� � cz�� �x�y � x� � xy�� abc� b� � ab � bc�

��
� Vypo��tajte

�������

� �! � �
��  �� "
! �& �  
" �� � �

�������
�

�������

# � ! �
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" � � �
! ! � �

�������
�

���������

x a b � c
� y � � d
� e z � f
g h k u l
� � � � v
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� �" ��" ��� �
�� � �" � �
� �� � �" �
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�����������

� � � � � �
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� � " � � �
� � � ! � �
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� � � � �  
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���� Vypo��tajte nasleduj
ce determinanty �pr�padne sk
ste najprv pre n � �� "
alebo !
	

a


����������

a�� � � � � � �
a�� a�� � � � � �
a�� a�� a�� � � � �

			
an� an� an� � � � ann

����������
� b


����������

a�� a�� � � � a��n�� a�n
a�� a�� � � � a����� �
a�� a�� � � � � �

			
an� � � � � � �

����������
�

c


������������

a� b� � � � � � �
a� a� b� � � � � �
a� a� a� � � � � �

			
a� a� a� � � � an�� bn
a� a� a� � � � an�� an

������������
� d


����������

a�� a�� a�� � � � a��n�� a�n
a�� � � � � � � �
a�� a�� � � � � � �

			
an� an� an� � � � an�n�� �

����������
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e


������������

a�� a�� a�� � � � a��n�� a�n
a�� a�� a�� � � � a��n�� a�n
� � a�� � � � a��n�� a�n
� � � � � � a��n�� a�n
			
� � � � � � � ann

������������
� f


������������

� � � � � � � �
�� � � � � � � �
�� �� � � � � � �

			
�� �� �� � � � � �
�� �� �� � � � �� �

������������
�

���� Vypo��tajte determinanty�

a


������������

x� x� x� � � � xn�� xn
x� x� x� � � � xn�� xn
x� x� x� � � � xn�� xn

			
xn�� xn�� xn�� � � � xn�� xn
xn xn xn � � � xn xn

������������
� b


������������

a� b� b� � � � bn�� bn�� bn
c� a� b� � � � bn�� bn�� bn
c� c� a� � � � bn�� bn�� bn

			
c� c� c� � � � cn�� an�� bn
c� c� c� � � � cn�� cn�� bn

������������
�

����Vypo��tajte determinant�

D�n
 �

������������

x � � � � � � �
� x � � � � � �
� � x � � � � �

			
� � � � � � x �
� � � � � � � x

������������
�

N�vod� Po od��tan� prv�ho riadku od ostatn�ch� rozvi�te determinant pod�a po�
sledn�ho st�pca	 Dostanete tak rekurentn� vzorec

D�n
 � �x � �
n�� � �n� �
D�n � �
	
Potom matematickou indukciou dok��te� �e D�n
 � �x � n� �
�x � �
n���

����� Vypo��tajte Vandermondov determinant�

V �n
 �

���������

� x� x�� � � � xn���

� x� x�� � � � xn���
			

� xn x�n � � � xn��n

���������
�

N�vod� Predposledn� st�pec vyn�sob�me x� a od��tame ho od posledn�ho st�pca�
potom st�pec druh� od konca vyn�sob�me x� a od��tame ho od predposledn�ho	
Takto postupujeme �alej	 Dostaneme rekurentn� vz�ah

V �n
 � �x� � x�
�x� � x�
 � � � �xn � x�
V �n� �
	
Matematickou indukciou �ahko dok��eme� �e

V �n
 � �x� � x�
�x� � x�
 � � � �xn � x�


�x� � x�
 � � � �xn � x�


			

�xn � xn��
�
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����� Dok��te� �e plat�

a


������������

b� a a � � � a a
a b� a � � � a a
a a b� � � � a a

			
a a a � � � bn�� a
a a a � � � a bn

������������
�

nY
n
�

�bi � a


�
�� �

nX
j
�

a

bj � a

�
A

kde bj �� a pre j � �� �� � � � � n	

b


������������

x� a� a� � � � an�� an
a� x� a� � � � an�� an
a� a� x� � � � an�� an

			
a� a� a� � � � xn�� an
a� a� a� � � � an�� xn

������������
�

nY
i
�

�xi � ai


�
�� �

nX
j
�

aj
xj � aj

�
A �

kde xj �� aj j � �� �� � � � � n	

x �� Niektor� aplik
cie determinantov

V tomto paragrafe si uk��eme niektor� aplik�cie determinantov v line�rnej al�
gebre	 $itate� v priebehu �t
dia zist�� �e determinanty maj
 mnoh� aplik�cie aj
v �al��ch oblastiach matematiky	 Najprv si uk��eme� ako mo�no vyu�i� pojem de�
terminantu v de�n�cii hodnosti matice	 Hovor� o tom veta �	�	 Prv v�ak ne� ju
vyslov�me� mus�me de�nova� pojem subdeterminantu matice	

De�n�cia ���� Nech �i� ��i� � � � � ��ih a �j� ��j� � � � � ��jh je h vybrat�ch riadkov
a h vybrat�ch st�pcov matice A � �aih
 typu m � n nad po�om F 	 �Zrejme je
� � h � min�m�n
�
 Potom determinant�������

ai�j� � ai�j� � � � � � ai�jh
			

aihj� � aihj� � � � � � aihjh

�������
naz�vame subdeterminantom h�teho stup�a matice A patriacim h vybrat�m riad�
kom a h vybrat�m st�pcom	

Pozn
mka ���� Hodnos� matice sa rovn� nule pr�ve vtedy� ke� je to nulov�
matica	

Veta ���� Nech A � �aik
 je matica typu m � n nad po�om F � Matica A m�
hodnos� h � � pr�ve vtedy� ke� existuje subdeterminant matice A h�teho stup�a
r�zny od nuly� pri�om v�etky subdeterminanty matice A� ktor� s� stup�a vy��ieho
ako h �ak tak� v�bec existuj��� sa rovnaj� nule�

D�kaz� I	 Predpokladajme� �e v matici A existuje subdeterminant h�teho stup�a
D �� �� pri�om h � � a v�etky subdeterminanty matice A vy���ch stup�ov �ak tak�
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existuj

� sa rovnaj
 nule	 Bez ujmy na v�eobecnosti m��eme predpoklada�� �e
determinant D pozost�va z prv�ch h riadkov a z prv�ch h st�pcov �pozri �"	�

kapitoly �
	 Prv�ch h riadkov matice A je line�rne nez�visl�ch	 Naozaj� ak tieto
riadky boli line�rne z�visl�� tak pod�a vety �	" by platilo D � �	 Aby sme dok�zali�
�e h�A
 � h �v zmysle de�n�cie �	" kapitoly �
� sta�� dok�za�� �e ka�d� napr	 j�ty
riadok matice A je line�rnou kombin�ciou prv�ch h riadkov matice	 Ak � � j � h� je
to zrejm�	 Aby sme to dok�zali aj pre j � h� uva�ujme o nasleduj
com determinante
�h� �
�ho stup�a

D� �

����������

a��� a��� � � � � a�h� a�k
a��� a��� � � � � a�h� a�k
			

ah�� ah�� � � � � ahh� ahk
aj�� aj�� � � � � ajh� ajk

����������
�

kde h � j � m� � � k � n� pri�om �v �avom hornom rohu� determinantu D� sa
nach�dza determinant D� o ktorom vieme� �e je r�zny od nuly	 'alej plat� D� � ��
lebo ak k � h� D� m� dva rovnak� st�pce) ak k � h� D� je subdeterminantom
matice A �h��
�ho stup�a� teda sa rovn� nule pod�a predpokladu	 Rozvinut�m D�

pod�a posledn�ho st�pca dostaneme�

a�hA�h � a�hA�k � � � �� ahkAhk � ajk���
j	kD � D� � ��

Vzh�adom na D �� �� m�me

ajk � � A�k

���
j	kD
a�k � A�k

���
j	kD
a�k � � � � � Ahk

���
j	kD
ahk�

Ke��e k bol �ubovo�n� st�pec� j�t� riadok �h � j � m
 je line�rnou kombin�ciou
prv�ch h riadkov matice	

II	 Nech h�A
 � h� kde h � �	 �Ide teda o nenulov
 maticu	
 Najprv dok��eme�
�e ka�d� subdeterminant stup�a vy��ieho ako h �ak tak� v matici existuje
 sa rovn�
nule� potom existenciu nenulov�ho subdeterminantu stup�a h	

a
 Nech matica obsahuje subdeterminanty vy��ieho stup�a ako h	 Vyberme ho�
ciktor� z nich	 Riadky matice� z ktor�ch je tento subdeterminant vybrat� s
 line�
�rne z�visl�� lebo ich je viac ako h	 Potom z d�sledku " vety �	� vypl�va� �e tento
subdeterminant sa rovn� nule	

b
 Nech g je najv%��ie prirodzen� ��slo tak�� �e subdeterminant g�teho stup�a
vybrat� z matice je �� �	 Z toho� �e A nie je nulov� matica a z bodu a
 plynie
� � g � h	 Ak by g � h pod�a I	 by platilo h�A
 � g � h� �o nie je	 Teda g � h	 �

D�sledok� Ak sa determinantD rovn� nule� tak jeho riadky s� line�rne z�visl��

D�kaz� Nech sa determinant D stup�a s rovn� nule	 Uva�ujme maticu A typu
s � s� ktor� m� tie ist� riadky �teda aj st�pce
 ako determinant D� �i�e
d�A
 � D	 Pod�a vety �	� je zrejme h�A
 � s� �i�e riadky matice A �a t�m aj
riadky determinantu D
 s
 line�rne z�visl�	 �

Pozn
mka ���� D�kazom d�sledku sme dokon�ili d�kaz vety �	"	

'al�ia aplik�cia determinantov sa t�ka v�po�tu inverznej matice	
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De�n�cia ���� *tvorcov� matica A� pre ktor
 d�A
 �� �� sa naz�va regul�rna�
Matica� ktor� nie je regul�rna� sa naz�va singul�rna�

De�n�cia ��	� Nech A je �tvorcov� matica typu n� n	 Matica A��� pre ktor

plat�

A �A�� � A
�� �A � Jn

sa naz�va inverzn� matica matice A	

Pozn
mka ��	� Je jasn�� �e aj A�� je typu n�n	 $itate� nech si tie� uvedom��
�e A je inverznou maticou matice A��	

Veta ���� Nech

A �

�
BBBB�

a��� a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� a��� � � � � a�n
���

an�� an�� an�� � � � � ann

�
CCCCA

je regul�rna matica� Potom maticu A�� vypo��tame takto�

A
�� �

�
d�A


�
BBBB�

A��� A��� A��� � � � � An�

A��� A��� A��� � � � � An�

A��� A��� A��� � � � � An�

���
A�n� A�n� A�n� � � � � Ann

�
CCCCA �

kde algebraick� doplnky Ai�� Ai�� � � � � Ain patriace k i
temu riadku p��eme do i
teho
st	pca�

D�kaz� Prvok cik matice A �A�� je tvaru

cik �
�

d�A

�ai�Ak� � ai�Ak� � � � � � ainAkn
�

Pod�a vety �	� a jej d�sledku " vid�me� �e

cik �
�

� ak i � k�

� ak i �� k�

Teda A �A�� � Jn	 Analogicky sa presved��me� �e aj A�� �A � Jn	 �
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Pr�klad ���� Nad po�om Q je dan� matica

A �

�
� � � !

" � "
 " �

�
A �

Vypo��tajme maticu A��	 +ahko sa presved��me� �e d�A
 � �	 'alej vypo��tame

A�� � ��� A�� � "� A�� � ����
A�� � �� A�� � �� A�� � � ��
A�� � ��#� A�� � �"� A�� � �"	

M�me tak

A
�� �

�
�

�
� �� � ��#

" � �"
��� �� �"

�
A �

�
� �� � �&

� �
�

��
��� ��

�
��

�
A �

$itate� si skontroluje� �e A �A�� � A�� �A � J�	

Pr�klad ���� Nech A je matica typu � � � nad po�om F 	 Dok��eme� �e matica
A�� existuje pr�ve vtedy� ke� A je regul�rna	

Skuto�ne� I	 Ak A je regul�rna matica� tak A�� vypo��tame pod�a vety �	�	
II	 Nech A je singul�rna matica	 Pre ur�itos� nech

A �
�
a b
c d

�
�pri�om ad � bc � ��

Ak by existovala matica A�� �
�
x y
z w

�
� platilo by A �A�� � J� a teda

��	�
 d�A �A��
 � ��

Po��tajme

A �A�� �
�
ax � bz ay � bw
cx� dz cy � dw

�

a tak d�A � A��
 � �ax � bz
�cy � dw
 � �ay � bw
�cx � dz
 � � � �
� � � � �xw � yz
�ad � bc
 � �xw � yz
 � � � �� �o je spor s rovnos�ou ��	�
	

Pr�klad ��	� N�jdeme v�etky matice A typu �� � nad Q tak�� �e A � A��	

Rie	enie� Z pr�kladu �	� vieme� �e Amus� by� regul�rnamatica	 Nech pre ur�itos�

A �

�
a b
c d

�
� pri�om ad� bc �� ��

Potom

A
�� �

�
d

ad�bc
�b

ad�bc
�c

ad�bc
a

ad�bc

�
�
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Z rovnosti A � A�� vypl�va

a �
d

ad� bc
� b �

�b
ad� bc

� c �
�c

ad� bc
� d �

a

ad� bc
�

Budeme rozozn�va� dva pr�pady�
�
 Nech je� po prv�� b � c �� �	 Potom z druhej a tretej rovnosti m�me

�a
 ad� bc � ��

Ak je ad � �� z prvej rovnosti m�me a � d � �	 Ak je ad �� �� z prvej rovnosti a zo
vz�ahu �a
 m�me a � �d	 Ke��e � � ��� v ka�dom pr�pade je a � �d	 Dosaden�m
do �a
 dostaneme

�b
 bc� a� � ��

Ke� si teraz zvol�me a� c �ubovo�ne �pri�om zrejme c �� �
� z �b
 dostaneme
b � ��� a�
�c	 Ke��e d � �a� matica A m� tvar

A �

�
a ��a�

c

c �a
�
�

�
 Po druh� predpokladajme b � c � �� t	j	 b � � alebo c � �	 Potom mus� by�
a �� �� d �� �	 Z prvej a �tvrtej rovnosti vyjde a� � �� d� � �� t	j	 a � ��� d � ��	
Teraz m�me tri podpr�pady�

�a
 Ak je b �� �� c � �� z druhej rovnosti vych�dza ad � ��� t	j	 matica A je
tvaru ��� b

� ��
�
�

kde b �� � je �ubovo�n� racion�lne ��slo	
�b
 Ak je c �� �� b � �� z tretej rovnosti vych�dza ad � ��� t	j	 matica A m�

tvar ��� �
c ��

�
�

kde c �� � je �ubovo�n� racion�lne ��slo	
�c
 Ak je c � b � �� tak A m� tvar

��� �
� ��

�
alebo

��� �
� ��

�
�

Ke��e viac mo�nost� neexistuje� na�li sme v�etky po�adovan� matice	

V pr�klade �	� sme dok�zali� �e matica typu ��� m� inverzn
 maticu vtedy� ke�
je regul�rna	 Plat� toto tvrdenie v�eobecne� t	j	 pre maticu typu n � n� kde n � �
je �ubovo�n� prirodzen� ��slo, Povedzme hne�� �e odpove� je �no	 Toto tvrdenie je
d�sledkom nasleduj
cej vety	
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Veta ��	� Nech A�B s� dve matice typu n� n nad po�om F � Nech C � A �B�
Potom

d�C
 � d�A
 � d�B
�

D�kaz mo�no vykona� priamo� vyu�it�m de�n�cie n�sobenia mat�c� de�n�cie de�
terminantu a niektor�ch vlastnost� determinantov	 My vykon�me d�kaz uveden�
v -��� str	 ���.	

Nech A � �aij
�B � �bij 
� i� j � �� �� � � � � n	 D�kaz je zalo�en� na tom� �e pre
ist� determinant D plat� D � d�A �B
 � d�C
 i D � d�A
 � d�B
	

Determinant D de�nujeme nasleduj
cim sp�sobom�

��	�
 D �

�����������������

a�� a�� � � � a�n � � � � � �
a�� a�� � � � a�n � � � � � �
			
an� an� � � � ann � � � � � �
�� � � � � � b�� b�� � � � b�n
� �� � � � � b�� b�� � � � b�n
			
� � � � � �� bn� bn� � � � bnn

�����������������
Vid�me� �e v ��avom hornom rohu� determinantu D je matica A� zatia� �o B je
v �pravom dolnom rohu�	 Schematicky to m��eme zap�sa� takto�

D �

���� A �n

�Jn B

���� �

Teraz pripo��tame vhodn� n�sobky prv�ch n st�pcov determinantu D k posled�
n�m n st�pcom tak� aby sme na mieste matice B dostali nulov
 maticu �n	 Kon�
kr�tne� K �n � k
�temu st�pcu �k � �� �� � � � � n
 pripo��tame b�k�n�sobok �	 st�pca�
b�k�n�sobok �	 st�pca� � � � � bnk�n�sobok n�t�ho st�pca	 T�m sa �n�k
�ty st�pec v po�
sledn�ch n riadkoch �vynuloval�	 Ak� prvky bude ma� �n� k
�ty st�pec na prv�ch
n riadkoch, +ahko sa mo�no presved�i�� �e na i�tom mieste bude prvok

cik � ai�b�k � ai�b�k � � � �� ainbnk �
nX

j
�

aijbjk�

kde i � �� �� � � � � n	 $itate� nech si uvedom�� �e determinant sme upravili tak� �e
v pravom hornom rohu je matica C � A �B	
Teda �sch�maticky nap�san�
�

D �

���� A C

�Jn �n

����
V determinanteD teraz vymen�me �	 riadok a �n��
�n� riadok� �	 riadok a �n��
�
h� riadok� � � � � n�t� riadok a �n�t� riadok	 Dostaneme tak �vykonali sme n v�men
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riadkov
�

D � ���
n

�����������������

�� � � � � � � � � � � �
� �� � � � � � � � � � �
			
� � � � � �� � � � � � �
a�� a�� � � � a�n c�� c�� � � � c�n
a�� a�� � � � a�n c�� c�� � � � c�n
			
an� an� � � � ann cn� cn� � � � cnn

�����������������
Ak tento determinant rozvinieme pod�a prv�ho� druh�ho a� n�t�ho riadku� dosta�
neme

D � ���
n � ���
n � d�C
 � d�A �B
�
Aby sme vykonali druh
 �as� d�kazu� determinant ��	�
 uprav�me pomocou ero

a eso tak� �e nad hlavnou diagon�lou bud
 v prv�ch n riadkoch sam� nuly	 To sa
v�dy d� urobi� tak� �e oper�cie vykon�vame len s prv�mi n riadkami a s prv�mi
n st�pcami	 Ak sme pri tom vybrali nejak� �inite� pred determinant� vyn�sob�me
nakoniec t�mto �inite�om hoci prv� riadok determinantu	 $itate� nech si prever��
�e pri tomto postupe �v pravom dolnom rohu� zostala matica B a determinant
matice �v �avom hornom rohu� sa rovn� d�A
	 Dostaneme determinant

D �

�����������������

d�� � � � � � � � � � � �
d�� d�� � � � � � � � � � �
			

dn� dn� � � � dnn � � � � � �
e�� e�� � � � e�n b�� b�� � � � b�n
e�� e�� � � � e�n b�� b�� � � � b�n
			

en� en� � � � enn bn� bn� � � � bnn

�����������������
Ak tento determinant rozvinieme pod�a prv�ho� druh�ho a� n�t�ho riadku dosta�
neme

D � d�� � d�� � � � dnn � d�B
 � d�A
 � d�B
�
T�m je d�kaz ukon�en�	 �

D�sledok �� S��in dvoch regul�rnych mat�c �typu n� n� je regul�rna matica�
S��in singul�rnej a �ubovo�nej matice je singul�rna matica

D�kaz� Sta�� zobra� do 
vahy vetu �	� a uvedomi� si� �e d�A
� d�B
� d�A �B
 s

prvky po�a F �pole nem� netrivi�lne delitele nuly
	 �

D�sledok �� K matici A typu n�n nad po�om F existuje inverzn� matica A��

pr�ve vtedy� ke� A je regul�rna matica�

D�kaz� Ak je regul�rna� inverzn
 maticu vypo��tame pod�a vety �	�	 Nech A
je singul�rna matica	 Predpokladajme� �e k nej existuje inverzn� matica A��� t	j	
A �A�� � Jn	 Potom d�A �A��
 � �� to v�ak nem��e by�� lebo pod�a d�sledku � je
d�A �A��
 � �	 Predpoklad existencie matice A�� vedie teda k sporu	 �
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Veta ���� Nech Mn je mno
ina v�etk�ch regul�rnych mat�c typu n � n nad
po�om F � Potom �trukt�ra �Mn� �
 je grupa�

D�kaz� Pod�a d�sledku � vety �	� je �Mn� �
 grupoid	 Ke��e n�sobenie mat�c je
asociat�vne �lema �	� kapitoly �
� je �Mn� �
 pologrupa� dokonca monoid �jednot�
kov� prvok je Jn
	 Pod�a d�sledku � vety �	� je tento monoid grupou	 �

Pozn
mka ���� V�po�et inverznej matice pod�a vety �	� je zd�hav�� treba po�
��ta� n� algebraick�ch doplnkov� �o je u� pri n � " dos� dlh� po��tanie	 Ove�a
efekt�vnej�� je sp�sob pomocou s
�asnej 
pravy danej matice a matice Jn elemen�
t�rnymi riadkov�mi 
pravami� ktor� uvedieme v piatej kapitole �pozri pr�klad �	&
	

Teraz pou�ijeme determinanty pri rie�en� s
stavy line�rnych rovn�c	

Veta ���� Nech je dan� s�stava n line�rnych rovn�c s n nezn�mymi

a��x� � a��x� � � � �� a�ixi � � � � � a�nxn � b��

a��x� � a��x� � � � �� a�ixi � � � � � a�nxn � b��

�����	�


an�x� � an�x� � � � �� anixi � � � �� annxn � bn

nad po�om F � v ktorom h�M
 � h�M�
 � n� Potom rie�en�m s�stavy je n
tica

��	"

�
Dx�

D
�
Dx�

D
� � � � �

Dxn

D

�
�

kde D � d�M
 a Dxi je determinant� ktor� dostaneme z determinantu D tak� 
e
v �om zamen�me i
t� st	pec st	pcom

�b �

�
BB�
b�
b�
���
bn

�
CCA �

Pozn
mka ���� Vzorce pre jednotliv� nezn�me v n�tici ��	"
 sa naz�vaj

Cramerove vzorce� Determinant matice s
stavy D skr�tene naz�vame determinant
s
stavy�

D�kaz vety ���� Aby sme vypo��tali i�t
 nezn�mu �i � �� �� � � � � n
 budeme po�
stupova� nasledovne	 Rovnice v s
stave ��	�
 n�sob�me postupne algebraick�mi
doplnkami A�i� A�i� � � � Ani prvkov i�t�ho st�pca matice M a s��tame�

�a��x� � a��x� � � � � � a�ixi � � � �� a�nxn
A�i�

��a��x� � a��x� � � � � � a�ixi � � � �� a�nxn
A�i�

			

��an�x� � an�x� � � � �� anixi � � � �� annxn
Ani �

� b�A�i � b�A�i � � � �� bnAni
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Po 
prave

x��a��A�i � a��A�i � � � �� an�Ani
�

�x��a��A�i � a��A�i � � � �� an�Ani
�

			

�xi�a�iA�i � a�iA�i � � � �� aniAni
�

			

�xn�a�nA�i � a�nA�i � � � �� annAni
 �

� b�A�i � b�A�i � � � �� bnAni

S
�ty v z�tvork�ch na �avej strane rovnosti pri nezn�mych xk� kde k �� i s
 pod�a
d�sledku " vety �	� rovn� nule� zatia� �o s
�et pri nezn�mej xi je rozvoj determi�
nantu D pod�a i�teho st�pca	 Na pravej strane rovnosti je determinant Dxi 	 M�me
tak xi �D � Dxi	 Pod�a podmienok vety je h�M
 � n� �i�e pod�a vety �	� D �� �	
Preto xi � Dxi�D	 T�m je d�kaz vety skon�en�	 �

Veta n�m hovor�� �e nezn�me je mo�n� vyjadri� pomocou koe�cientov s
stavy
rovn�c pou�it�m z�kladn�ch oper�ci� v poli �s��tania a n�sobenia
 a oper�ci� k nim
inverzn�ch �od��tania a delenia
	 Cramerove vzorce sa na praktick� v�po�et ve�mi
nehodia	 Pri trochu v%��om n je nepohodln� po��ta� n�� determinantov stup�a n	
Ak ich pou�ijeme� je vhodn� najprv vypo��ta� determinant D � d�M
	 Ak D � ��
Cramerove vzorce priamo pou�i� nemo�no	

Pr�klad ���� Pomocou Cramerov�ch vzorcov vyrie�ime nasleduj
cu s
stavu rov�
n�c nad po�om Q	

x� � �x� � x� � "x� � ��

�x� � x� � "x� � x� � ���
!x� � x� � �x� � �x� � "�

�x� � �x� � x� � �x� � ��

Vypo��tame determinant s
stavy

D �

�������

� �� � �"
� � �" �
! �� � ��
� � � �

�������
� "��

Vid�me� �e D �� �	 To znamen� h�M
 � h�M�
 � "� s
stava m� jedin� rie�enie
a mo�no pou�i� Cramerove vzorce	
Vypo��tame

Dx� �

�������

� �� � �"
�� � �" �
" �� � ��
� � � �

�������
� "�� Dx� �

�������

� � � �"
� �� �" �
! " � ��
� � � �

�������
� ���&�
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Dx� �

�������

� �� � "
� � �� �
! �� " ��
� � � �

�������
� "�� Dx� �

�������

� �� � �
� � �" ��
! �� � "
� � � �

�������
� #��

Teda

x� �
Dx�

D
� �� x� �

Dx�

D
� ��� x� �

Dx�

D
� �� x� �

Dx�

D
� ��

Rie�en�m je �tvorica ������ �� �
�
Cramerove vzorce m��eme pou�i� i v pr�pade h�M
 � h�M�
 � n	 S
stavu nahra�

d�me ekvivalentnou s
stavou� v ktorej m�me h line�rne nez�visl�ch rovn�c	 Uk��eme
si to na nasleduj
com pr�klade� v ktorom znova vypo��tame s
stavu z pr�kladu "	�
kapitoly �	

Pr�klad ���� V pr�klade "	� kapitoly � bola nad po�om Q dan� s
stava ekviva�
lentn� so s
stavou

�x� � �x� � x� � �x� � ���

x� � �x� � "x� � x� � � ��

ktor� obsahuje dve line�rne nez�visl� rovnice� t	j	 h�M
 � h�M�
 � �	 Ke��e
prv� dva st�pce matice s
stavy s
 line�rne nez�visl�� polo��me x� � p�� x� � p��
p�� p� � Q	 Dostaneme

�x� � �x� � �� � p� � �p��

x� � �x� � ��� "p� � p��

Pri pevnej vo�be parametrov p�� p�� s
stavu mo�no pova�ova� za s
stavu � rovn�c
s dvoma nezn�mymi s determinantom s
stavy

D �

���� � �
� ��

���� � � �

Vypo��tame

Dx� �

���� �� � p� � �p�� �
��� "p� � p�� ��

���� � �����p��"p���#���p���p� � �#���p�� p��

Dx� �

���� �� �� � p� � �p�
�� ��� "p� � p�

���� � ���� #p� � �p� � ��� p� � �p� � ��!� &p��

M�me tak
x� �

�# � ��p� �  p�
� � x� �

��!� &p�
� �

�Porovnajte s v�sledkom v pr�klade "	� kapitoly �	
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Pr�klad ��
� Ke� pou�ijeme Cramerove vzorce pre pr�pad s
stavy rovn�c nad
kone�n�m po�om� nemus�me pou��va� zlomky �pozri pozn�mku "	" v kapitole �
	
Vypo��tajme znova s
stavu

/�x � /�y � /��
/"x � /�y � /��

nad po�om Z�� ktor
 sme uviedli v pozn�mke �	� kapitoly � a vypo��tali v pr��

klade �	� tej istej kapitoly	 Determinant s
stavy je D �
��� �� ��
�� ��

��� � /� � /� � ��/� � /"
 �
� /� � ��/!
 � /� � /� � /"	 Podobne vypo��tame Dx �

��� �� ��
�� ��

��� � /�� Dy �
��� �� ��
�� ��

��� � /�	

Uplatnen�m Cramerov�ch vzorcov dostaneme x � Dx �D�� � /� � /"�� � /� � /� � /!�
y � Dy � D�� � /� � /"�� � /� � /� � /"� �o je v zhode s v�sledkom z pr�kladu �	�
kapitoly �	

Uk��eme si e�te dve aplik�cie inverznej matice	 Najprv rie�enie s
stavy line�r�
nych rovn�c pomocou inverznej matice� potom jej pou�itie pri transform�cii s
radn�c
vektora	

S
stavu ��	�
 m��eme p�sa� v tvare

�
BB�
a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n
			

an�� an�� � � � � ann

�
CCA
�
BB�
x�
x�
			
xn

�
CCA �

�
BB�
b�
b�
			
bn

�
CCA

alebo

��	!
 M � �x � �b�

Plat� veta�

Veta ��
� Nech v s�stave ����� resp� ����� plat� h�M
 � h�M�
 � n� Potom

��	�
 �x �M
�� � �b

je jedin� rie�enie danej s�stavy�

D�kaz� Pod�a d�sledku � vety "	� �Frobeniova veta
 s
stava ��	!
 m� jedin�
rie�enie	 Ke��e M je regul�rna matica� existuje matica M��	 Ak ��	!
 n�sob�me
z�ava maticou M��� dostaneme ��	�
	 �

Pr�klad ���� Vyrie�ime s
stavu rovn�c �nad po�om Q


�x� � �x� � !x� � ��

"x� � �x� � "x� � ���
 x� � "x� � �x� � ��
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S
stavu prep��eme do tvaru

��	 


�
� � � !

" � "
 " �

�
A
�
�x�
x�
x�

�
A �

�
� �
��
��

�
A �

V pr�klade �	� sme zistili� �e matica tejto s
stavy M je regul�rna a vypo��tali sme
jej inverzn
 maticu M��	 Ak �ou vyn�sob�me ��	 
 z�ava� dostaneme�

�x�
x�
x�

�
A �

�
� �� � �&

� �
�

��
��� ��

� ��

�
A
�
� �
��
�

�
A �

�
����
� �

�
��
�

�
A �

Vid�me� �e trojica �������
�
� ��
�

 je jedin� rie�enie danej s
stavy	

Matica resp	 inverzn�matica bud
 z�kladn�mi prostriedkami aj pri n�jden� vzor�
cov pre transform�ciu s
radn�c vektora pri zmene b�zy	 Vo vete "	� kapitoly � sme
dok�zali� �e ak B � f��� ��� � � � � �ng je b�za priestoru V �F 
� tak ka�d� vektor
� � V �F 
 m��eme jednozna�ne vyjadri� v tvare � � x��� � x��� � � � � � xn�n	
Vektor �x�� x�� � � � � xn
 � Vn�F 
 naz�vame vektor s
radn�c vektora � vzh�adom na
b�zu B	 Vyjadrenie vektora � zap��eme �maticovo� takto�

��	#
 � � �x�� x�� � � � � xn


�
BB�
��
��
			
�n

�
CCA �

Nech teraz B� � f��� ��� � � � � �ng a B� � f���� ���� � � � � ��ng s
 dve b�zy priestoru
V �F 
	 Nech vektory ��i s
 vyjadren� pomocou vektorov prvej b�zy rovnicami

��� � a���� � a���� � � � �� a�n�n�

��� � a���� � a���� � � � �� a�n�n�

			��	&


��n � an��� � an��� � � � �� ann�n�

De�n�cia ���� Matica A � �aik
 i� k � �� �� � � � � n sa naz�va matica prechodu
od b�zy B� �starej
 k b�ze B� �novej
	

Rovnosti ��	&
 zap��eme �maticovo� takto��
BB�
���
���
			
��n

�
CCA �

�
BB�
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
			

an� an� � � � ann

�
CCA �

�
BB�
��
��
			
�n

�
CCA �

alebo krat�ie�

��	��


�
BB�
���
���
			
��n

�
CCA � A �

�
BB�
��
��
			
�n

�
CCA �
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Veta ���� Nech B� � f��� ��� � � � � �ng a B� � f���� ���� � � � � ��ng s� dve b�zy
priestoruV a nechA je matica prechodu od b�zy B� k b�ze B�� Nech � je �ubovo�n�
vektor priestoru V � nech�x�� x�� � � � � xn
 je vektor s�radn�c vektora � vzh�adom na
b�zu B� a �x��� x

�

�� � � � � x
�

n
 je vektor s�radn�c vektora � vzh�adom na b�zu B��
Potom matica A je regul�rna a plat�

�x�� x�� � � � � xn
 � �x��� x
�

�� � � � � x
�

n
 �A���	��


�x��� x
�

�� � � � � x
�

n
 � �x�� x�� � � � � xn
 �A�����	��


D�kaz� Keby matica A bola singul�rna� bol by jeden jej riadok line�rnou kombi�
n�ciou ostatn�ch riadkov	 To by ale vzh�adom na ��	&
 znamenalo� �e jeden z vek�
torov ���� �

�

�� � � � � �
�

n by bol line�rnou kombin�ciou ostatn�ch� �o nie je mo�n�� lebo
B� je b�za	

Pod�a ��	#
 p��eme

� � �x�� x�� � � � � xn


�
BB�
��
��
			
�n

�
CCA � �x��� x

�

�� � � � � x
�

n


�
BB�
���
���
			
��n

�
CCA �

Dosaden�m z ��	��
 m�me

�x�� x�� � � � � xn
 �

�
BB�
��
��
			
�n

�
CCA � �x��� x

�

�� � � � � x
�

n
 �A

�
BB�
��
��
			
�n

�
CCA �

odkia� vzh�adom na to� �e s
radnice vektora � s
 dan� jednozna�ne� vypl�va ��	��
	
Ak ��	��
 n�sob�me sprava maticou A�� dostaneme ��	��
	 �

Pr�klad ��� Nech B� � f��� ��� ��g a B� � f���� ���� ���g s
 dve b�zy priestoru
V��R
� kde

�� � ��� �� �
� �� � ��� �� �
� �� � ��� �� �
�

��� � ��� �� �
� ��� � ���� �� "
� ��� � ��� �� "
�

$itate� nech si skontroluje� �e

��� � ��� � ���
�� � ���
���
��� � ���
�� � ��� � "���

��� � ��� � ��� � ����

M�me tak

A �

�
� � �� ��
�� � "
� � �

�
A �
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Vypo��tame A��	 Ke��e d�A
 � ��� je

A
�� � ��

�

�
� � � ��

�� # ���
�� �� �

�
A �

�
��� �� �

�

�! �" ��
�

� � ��

�
A �

Nech vektor � � V��R
 m� v b�ze B� s
radnice x� � �� x� � ��� x� � !	 S
radnice
x��� x

�

�� x
�

� vektora � v b�ze B� bud
 �pod�a �	��
�

�x��� x
�

�� x
�

�
 � ������ !

�
��� �� �

�

�! �" ��
�

� � ��

�
A � �#�  ���!

�

�

Presved�me sa� �e s
radnice xi resp	 x�i ur�uj
 ten ist� vektor�

� � ��� � ��� � !�� � ��� �� �
 � ��������
 � ��� �� !
 � ��� �� �


a analogicky

� � # ����� �������!
�

 ���� � ��"� ��� #
��� � �� �#
����!���!����
 � ��� �� �
�

Cvi�enia

���� Nech A�B s
 regul�rne �tvorcov� matice typu n� n	 Dok��te

a
 �A �B
�� � B�� �A�� b
 ��A
��
�� � A�

���� Vypo��tajte inverzn� matice nasleduj
cim maticiam �nad po�om komplex�
n�ch ��sel


�
" �
! "

�
�

�
cosx � sinx
sinx cosx

�
�

�
� � � �

� � �
� � �

�
A �

�
� �i � �� i

� � !
�i i � � i

�
A �

��	� Vypo��tajte nezn�mu maticu X�

a

�
� �
� "

�
�X �

�
� !
! &

�
� b


�
� ��
! ��

�
�X �

�
! �
 #

�
�
�
�" ��
& ��

�
�

c

�
" �
� &

�
�X �

�
� �
� �

�
� d
 X �

�
� �
" #

�
�
�
� "
& �#

�
	

e
 X �
�
� ! � �

� �� ��
�! � �

�
A �

�
��# � �
�! & �
�� �! �

�
A�

f


�
� � �� �

" �! �
! � �

�
A �X �

�
� &  �

� � �
� � �

�
A �

�
� � � ��

�# �� &
�� �! ��

�
A	
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���� Nech A�A��A�� � � � �As s
 regul�rne �tvorcov� matice typu n� n	 Pomocou
cvi�enia �	� dok��te

a
 �A� �Ai � � � � �As
�� � A��s �A��
s�� � � � � �A��

� �

b
 �As
�� � �A��
s�

���� Zistite� ako sa zmen� inverzn� matica A��� ke� v matici A �s prvkami
z po�a F 
�

a
 zamen�me i�t� a j�t� riadok�
b
 i�t� riadok vyn�sob�me nenulov�m prvkom c po�a F �
c
 k i�temu riadku pripo��tame c�n�sobok j�teho riadku� kde c je nenulov�

prvok po�a F 	

��
� Vypo��tajte inverzn
 maticu k s
�inom

a


�
cosx � sinx
sinx cosx

�
�
�
cos y � siny
siny cos y

�
b


�
� � �� �

� �! �
� �� �

�
A �

�
��� � �

! � �
�� � �

�
A �

���� Pomocou vety �	� ur�te determinant� ktor� sa rovn� s
�inu determinantov

a


���� � ��
� �

���� �
����� �"
# !

���� b


�������

� � �� !
" � �� �
� � � �"
� � � !

�������
�

�������

� � �� �
� � �� "
! � ! �
� � �� #

�������
����Dok��te� �e v�etky diagon�lne regul�rne matice tvoria podgrupu grupy v�et�

k�ch regul�rnych mat�c typu n� n	

���� N�jdite podgrupu grupy v�etk�ch regul�rnych mat�c typu �� � nad po�om

re�lnych ��sel generovan
 maticou
�
� �

� �

�
	

����� Pomocou Cramerov�ch vzorcov rie�te nasleduj
ce s
stavy rovn�c�

a
 �x � �y � !�

"x � #y ����

b
 �x � �y �#�

�x � �y ���

c
 �x� � "x� � x� ��&�
x� � �x� � x� � ���

�x� � �x� � �x� � � �

d
 �x� � �x� � �x� � ���

"x� � x� � �x� ����
�x� � "x� � !x� � ���

e
 �x� � �x� � x� � !�

�x� � �x� � x� � ��

�x� � x� � �x� ����

f
 x� � �x� � "x� ����

!x� � x� � �x� ��&�

�x� � x� � x� ����
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g
 �x� � �x� � �x� � "x� � #�

x� � �x� � �x� � �x� ��"�
�x� � �x� � �x� � x� � ��

�x� � "x� � x� � !x� ��!�

h
 x� � x� � x� � x� � ��

�x� � �x� � "x� � �x� �� �

�x� � �x� � x� �  �

�x� � "x� � �x� � �x� � &�

i
 �x� � �x� � x� � x� � "�

"x� � �x� � x� � �x� � ��

#x� � !x� � �x� � "x� ����

�x� � �x� � �x� � �x� � ��

j
 �x� � �x� � ��x� � !x� � ��

x� � x� � !x� � �x� � ��

�x� � x� � �x� � �x� ����
x� � x� � �x� � "x� ����

����� Ako v pr�klade �	! vyrie�te nasledovn� s
stavy pomocou Cramerov�ch
vzorcov� ke� viete� �e rovnice ka�dej zo s
stav s
 line�rne nez�visl�	

a
 �x� � �x� � "x� � �x� � !�

"x� � �x� � �x� � �x� ����

b
 x� � �x� � �x� � "x� � "�

x� � x� � �x� � �x� � ��

x� � �x� � !x� � #x� ����

����� Pod�a vzorca ��	��
 transformujte s
radnice vektora � � V v b�ze B� na
s
radnice v b�ze B�	

a

V � V��R
� � � ��� �� ��� 
�
B� � f��� �� �� �
� ��� �� �� �
� ��� �� �� �
� ��� �� �� �
g�
B� � f��� ���!� �
� ������ ����
� ��� ����� �
� ��� "�� � �
g�

b

V � P��R
� � � �� �x� x��

B� � f�� x� x�g�
B� � f�� ��x � �
� ��x � �
�g�

c
 V je priestor mat�c typu �� � nad po�om re�lnych ��sel	

� �
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Kapitola �

LINE�RNE ZOBRAZENIA

x �� Z�kladn� vlastnosti line�rnych zobrazen�

Pr�klad ���� Nech V je vektorov� priestor orientovan�ch �se�iek v rovine vy�
ch�dzaj�cich z dan�ho pevn�ho bodu P � �Pozri pr�klad 	�	 kapitoly 
�� Nech S
je podpriestor t�ch orientovan�ch �se�iek� ktor� le
ia na priamke p prech�dzaj��
cej bodom P � Nech � � V � S je zobrazenie� ktor� ka
d�mu vektoru �a � V

prirad� jeho priemet �ap na priamku p� Zrejme plat� ���a � �b� � ��a � �b�p �
� �ap � �bp � ���a� � ���b�� to po prv�� a po druh� ��s�a� � s���a�� kde �a��b � V �
���a�� ���b� � S a s � R �pole re�lnych ��sel�� V�imnime si� 
e zobrazenie � n�m
zachov�va ako s��tanie vektorov� tak aj skal�rny n�sobok vektora�

Pr�klad ���� NechM��Q� je vektorov� priestor mat�c typu 
�
 s racion�lnymi
prvkami� Uva
ujme �alej vektorov� priestor V��Q�� Nech je dan� zobrazenie � �
M��Q� � V��Q� tak� 
e ka
dej matici z M� je priraden� ten vektor z V��Q��
ktor�ho prv� dve zlo
ky s� rovn� prvkom prv�ho riadku matice a tretia zlo
ka je
nulov�� Teda

�	�	�

�
a b
c d

�
�� �a� b� ���

�itate� r�chlo skontroluje� 
e op�� pre �ubovo�n� A�B � M��Q�� s � Q plat�
��A� B� � ��A� � ��B�� ako aj ��sA� � s��A�� Teda zobrazenie � �zachov�va�
s��et vektorov i skal�rny n�sobok�

De�n�cia ���� Nech � � V �F � �W �F � je tak� zobrazenie vektorov�ho pries�
toru V �F � do vektorov�ho priestoruW �F �� 
e s� splnen� nasleduj�ce podmienky�

���� �� � ���� � ������i�

��s�� � s������ii�

kde ��� � V �F � s� �ubovo�n� vektory a s � F �ubovo�n� skal�r� Potom � naz��
vame mor�zmus alebo line�rne zobrazenie vektorov�ho priestoru V do vektorov�ho
priestoruW �

Pozn�mka ���� Ak je mor�zmus � z de�n�cie 	�	 injekcia �surjekcia� bijek�
cia�� naz�vame ho monomor�zmom �epimor�zmom� izomor�zmom�� Ak budeme
pou
�va� n�zov line�rne zobrazenie �obvykl� v line�rnej algebre�� budeme hovori�
jednoducho o injekt�vnom �surjekt�vnom� bijekt�vnom� line�rnom zobrazen�� Hne�
vidie�� 
e line�rne zobrazenie z pr�kladu 	�	 je surjekt�vne� k�m zobrazenie z pr��
kladu 	�
 nie je ani injekt�vne ani surjekt�vne�

���



��� Kapitola � LINE�RNE ZOBRAZENIA

Pr�klad ���� Nech Vk�F � a Vn�F � s� vektorov� priestory k�t�c resp� n�t�c nad
telesom F a nech 
 � k � n� Zobrazenie � � Vk�F �� Vn�F � de�novan� takto�

���x�� x�� � � � � xk�� � �x�� x�� � � � � xk � �� � � � � �� � Vn�F �

je injekt�vnym line�rnym zobrazen�m �monomor�zmom�� Dok�
te to�

Pr�klad ��	� Nech je dan� pravouhl� s�radnicov� syst�m v rovine� Nech V
je vektorov� priestor orientovan�ch �se�iek vych�dzaj�cich z po�iatku tohoto sys�
t�mu� Zobrazenie

� � V � V��R��

ktor� ka
d�mu vektoru �a � V prirad� t� dvojicu re�lnych ��sel� ktor� je dvojicou
s�radn�c koncov�ho bodu vektora �a je bijekt�vne line�rne zobrazenie �izomor�z�
mus��

Veta ���� Nech � � V �F ��W �F � je line�rne zobrazenie� Potom

���
� � �
�i�

��c��� � c��� � � � � � ck�k� � c������ � c������ � � � �� ck���k���ii�

kde �i � V � ���i� �W � ci � F ���

In�mi slovami� Nulov� vektor sa zobraz� na nulov� vektor a line�rna kombin�cia
vektorov sa zobraz� na line�rnu kombin�ciu ich obrazov �s t�mi ist�mi koe�cientami
line�rnej kombin�cie��

D�kaz ponech�me na �itate�a� Poznamenajme len� 
e mor�zmus � z de�n�cie 	�	
sa naz�va line�rnym zobrazen�m preto� lebo �zachov�va� line�rnu kombin�ciu� �

Veta ��� �hlavn� veta o line�rnom zobrazen��� Nech f��� ��� � � � � �ng je b�za
priestoru V �F � a nech ������ � � � ��n s	 
ubovo
n� vektory vektorov�ho pries�
toru W �F ����� Potom existuje pr�ve jedno line�rne zobrazenie � tak�� 
e plat�

�	�
� ����� � ��� ����� � ��� � � � � ���n� � �n�

Pozn�mka ���� �itate� nech si uvedom�� 
e v predpoklade vety 	�
 sa ne
iada�
aby vektory ������ � � � ��n boli line�rne nez�visl�� ba ani to� aby boli r�zne�

D�kaz vety ���� A� Existencia� Nech � � x��� � x��� � � � �� xn�n je �ubovo�n�
vektor priestoru V � De�nujeme zobrazenie � � V �W takto�

�	��� ���� � ��x��� � x��� � � � � � xn�n� � x��� � x��� � � � �� xn�n�

Dok�
eme� 
e zobrazenie � je line�rne�  ubovo�n� vektory ��� � V vyjadr�me
ako line�rne kombin�cie vektorov b�zy � � x��� � x��� � � � � � xn�n�

��Zrejme nevad�� �e symbol �� na �avej strane �i	 je nulov
 vektor priestoru V � zatia� �o na
pravej strane �i	 ten ist
 symbol znamen� nulov
 vektor priestoruW 


���Predpoklad�me teda� �e priestor V �F 	 je kone�norozmern
 a oba priestory s� nad t
m
ist
m po�om
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� � y��� � y��� � � � �� yn�n� Potom
���� �� � ���x� � y���� � �x� � y���� � � � �� �xn � yn��n� �

� �x� � y���� � �x� � y���� � � � �� �xn � yn��n �
� x��� � x��� � � � � xn�n � y��� � y��� � � � � � yn�n � ���� � �����

Podobne sa dok�
e� 
e ��s�� � s���� pre �ubovo�n� skal�r s � F � �itate� r�chlo
zist�� 
e pre � platia vz�ahy �	�
��
B� Jednozna�nos�� Dok�
eme jednozna�nos� zobrazenia �� Nech � � V �W je

�ubovo�n� line�rne zobrazenie� pre ktor� platia vz�ahy �	�
�� t�j�
����� � ��� ����� � ��� � � � � ���n� � �n�

Nech � � x��� � x��� � � � �� xn�n je �ubovo�n� vektor priestoru V � Potom
���� � ��x��� � x��� � � � �� xn�n� �

� x������ � x������ � � � � � xn���n� � x��� � x��� � � � � xn�n � �����
kde sme najsk�r pou
ili vetu 	�	� potom �	���� Vid�me� 
e � � �� t�j� zobrazenie �
uveden�ch vlastnost� je jedin�� �

De�n�cia ���� Nech � � V �F ��W �F � je line�rne zobrazenie� Jadrom line�r�
neho zobrazenia naz�vame mno
inu

Ker� � f� � V ! ���� � �
 �W g�
Obrazom line�rneho zobrazenia je mno
ina

Im� � f� �W ! existuje � � V tak� 
e ���� � �g�
Pr�klad ���� Vr��me sa k zobrazeniu � � M��Q� � V��Q� z pr�kladu 	�
�

Ihne� vidie�� 
e

Ker� �
n�

� �

x y

�
! x� y � Q

o
�

Im� � f�a� b� ��! a� b � Qg�
Veta ���� Nech � � V �F ��W �F � je line�rne zobrazenie� Jadro zobrazenia je

podpriestor priestoru V � obraz zobrazenia je podpriestor priestoruW �

D�kaz� 	� Nech ��� � Ker�� potom ���� � ���� � �
� Po��tame ��� � �� �
� ���� � ���� � �
 � �
 � �
� �i
e � � � � Ker�� Analogicky sa dok�
e� 
e pre
�ubovo�n� � � Ker�� s � F plat� s� � Ker�� Potom pod�a vety ��	 kapitoly 

Ker� je podpriestor priestoru V �

� D�kaz� 
e Im� je podpriestor priestorW ponech�me na �itate�a� �

Veta ��	� Nech � � V �F ��W �F � je line�rne zobrazenie� Potom

�i� � je injekt�vne zobrazenie �monomor�zmus� pr�ve vtedy� ke� Ker� � f�
g�
�ii� � je surjekt�vne zobrazenie �epimor�zmus� pr�ve vtedy� ke� Im� �W �
�iii� � je bijekt�vne zobrazenie �izomor�zmus� pr�ve vtedy� ke� Ker� � f�
g

a Im� �W �

D�kaz� �i� I� Ak � je injekt�vne line�rne zobrazenie� tak vzh�adom na �i� vo
vete �	�	� je Ker� � f�
g�
II� Naopak� nech � je tak� zobrazenie� 
e Ker� � f�
g� Nech � �� � s� vektory

priestoru V � Ak by ���� � ����� bolo by ���� � ���� � �
� �i
e ��� � �� � �

a tak � � � � Ker�� To by znamenalo� 
e � � � � �
 t�j� � � �� �o je spor
s predpokladom� Teda ���� �� ����� �i
e � je injekcia�
D�kaz �ii� je trivi�lny� �iii� vypl�va z �i� a �ii�� �
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Veta ���� Nech f��� ��� � � � � �ng je b�za vektorov�ho priestoru V �F �
a ��� ��� � � � � �n � W �F �� Nech � � V �F � � W �F � je line�rne zobrazenie
tak�� 
e ���i� � �i� i � 	� 
� � � � � n� Potom

�i� � je injekt�vne �monomor�zmus� pr�ve vtedy� ke� vektory ������ � � � ��n

s	 line�rne nez�visl��
�ii� � je surjekt�vne �epimor�zmus� pr�ve vtedy� ke� ������� � � � ��n� �W �
�iii� � je bijekt�vne �izomor�zmus� pr�ve vtedy� ke� f������ � � � ��ng je b�za

priestoruW �

D�kaz� �i� I� Nech � je injekt�vne� potom pod�a vety 	�" Ker� � f�
g�
Ak by vektory ��� ��� � � � � �n � W boli line�rne z�visl�� tak by platilo
x��� � x��� � � � � � xn�n � �
� pri�om pre niektor� i by xi �� �� Uva
ujme
o vektore � � x��� � x��� � � � � � xn�n � V � Zrejme � �� �
 �pre�o#�� ale
���� � ��x��� � � � � � xn�n� � x��� � � � � � xn�n � �
� teda � � Ker�� �o
je nemo
n��
II� Nech vektory ��� ��� � � � � �n s� line�rne nez�visl�� Nech � � Ker��

Vektor � vyjadr�me v tvare � � x��� � x��� � � � � � xn�n� Plat� �
 � ���� �
� x��� � x��� � � � � � xn�n� Nako�ko ������ � � � ��n s� line�rne nez�visl�� je
x� � x� � � � � � xn � � a teda � � �
� Preto Ker� � f�
g a pod�a vety 	�" je �
injekt�vne zobrazenie�
�ii� I� Nech � je surjekt�vne line�rne zobrazenie� Ke�
e pod�a �	��� obrazom

ka
d�ho vektora � � V je line�rna kombin�cia vektorov ��� ��� � � � � �n pod�a
vety ��" kapitoly 
 mus� by� ������� � � � ��n� �W �
II� Nech naopak ������� � � � ��n� � W � Potom �ubovo�n� vektor � � W sa d�

vyjadri� v tvare � � y��� � y��� � � � � � yn�n� To znamen�� 
e � je obrazom
vektora y��� � y��� � � � � � yn�n � V � �i
e � je surjekt�vne zobrazenie�
�iii� Ak si uvedom�me� 
e b�za je mno
ina line�rne nez�visl�ch vektorov� ktor�

generuje cel� priestor� tvrdenie �iii� okam
ite vypl�va z �i� a �ii�� �

Veta ���� Nech V a W s	 dva priestory kone�nej dimenzie nad po
om F �
Potom d�V � � d�W � pr�ve vtedy� ke� V a W s	 izomorfn� priestory�

D�kaz� I� Nech d�V � � d�W � � n a nech f��� ��� � � � � �ng je b�za priestoru V
a f��� ��� � � � � � �ng je b�za priestoru W �  ubovo�n� vektor � � V vyjadr�me
v tvare

� � x��� � x��� � � � �� xn�n�

Bijekciu f � V �W de�nujeme rovnos�ou

�	�"� f��� � x��� � x��� � � � �� xn�n�

�itate� �ahko zist�� 
e f je izomor�zmus�
II� Nech priestory V a W s� izomorfn� a f � V � W je pr�slu�n� izomor�

�zmus� Nech f��� ��� � � � � �ng je b�za priestoru V � Potom pod�a �iii� vety 	�$ je
ff����� f����� � � � � f��n�g b�za priestoruW t�j� d�W � � n� �

D
sledok� V�etky vektorov� priestory nad t�m ist�m po
om F rovnakej dimen�
zie n s	 navz�jom izomorfn� t�j� izomorfn� priestoru Vn�F ��
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Pozn�mka ��� �d
le�it��Nech V �F � je vektorov� priestor dimenzie n� Izo�
mor�zmus f � V �F �� Vn�F � �asto de�nujeme takto� V priestore V zvol�me b�zu
f��� ��� � � � � �ng�  ubovo�n�mu vektoru � � x����x���� � � ��xn�n � V prirad�me
n�ticu f��� � �x�� x�� � � � � xn� � Vn�F �� Hovor�me� 
e vektoru � sme priradili vek�
tor jeho s�radn�c f���� �itate� si dok�
e s�m� 
e f je bijekt�vne line�rne zobrazenie�
Teda z algebraick�ho h�adiska je jedno� �i m�me vektory � z V alebo vektory ich
s�radn�c z Vn�F ��

Pr�klad ����  ahko dok�
eme� 
e mno
iny
V � f�x� y� z�!x� y� z � R� 
x � y � �g�W � f�r� s� t�! r� s� t � R� r � s � t � �g
s� podpriestory priestoru V��R� a 
e plat� d�V � � d�W � � 
� Ak zvol�me
vo V � resp� W b�zy f��� ��g� resp� f�����g� m�
eme de�nova� izomor�zmus f
pod�a �	�"� t�j� 
e obrazom �ubovo�n�ho vektora � � x��� � x��� bude vektor
f��� � x��� � x���� Konkr�tne ak �� � �	��
� ��� �� � �
��"� 	�� �� � �	� 
� 	��
�� � ��� �� ��� � � ����%��	� � $�� � �� tak f��� � $�� � �� � $�	� 
� 	� �
���� �� �� � �
� &� $��

�itate�a pros�me� aby si zopakoval pojem komplement�rnych podpriestorov� de�
�novan� v cvi�en� "�' kapitoly 
�

Veta ���� Nech � � V �F ��W �F � je line�rne zobrazenie� Nech podpriestor L
je komplement jadra Ker � a nech d�V � � n� Nech � � L � Im� je zobrazenie
de�novan� takto�

Pre v�etky � � L ���� � � pr�ve vtedy� ke� ���� � ��

Potom � je bijekt�vne line�rne zobrazenie �izomor�zmus� L na Im��

D�kaz� Ke�
e Ker� a L s� komplement�rne� t�j� Ker��L � f�
g� vektor �
 je
jedin� vektor z L� ktor� sa zobraz� na �
 � Im�� Preto Ker� � f�
g a pod�a vety
	�" zobrazenie � je injekcia�
Ak Ker� � f�
g alebo V � tak � je surjekcia �overte�� Nech Ker� �� f�
g� V �

Nech � je �ubovo�n� vektor z Im�� Potom existuje � � V tak� 
e ���� � ��
Nech f��� ��� � � � � �kg je b�za Ker�� Pod�a vety "�
 kapitoly 
 ju mo
no doplni� na
b�zu cel�ho priestoru B � f��� ��� � � � � �k� �k��� � � � � �ng� Potom �kapitola 
� cvi�e�
nie "�'b� je f�k��� � � � � �ng b�za doplnku L� Nech

� � x��� � � � � � xk�k � xk���k�� � � � �� xn�n
je vyjadrenie vektora � ako line�rna kombin�cia vektorov b�zy B� Vektor � m��

eme p�sa� v tvare � � �x��� � � � � � xk�k� � �xk���k�� � � � � xn�n� � �� � ���
kde �� � Ker� a �� � L� Tvrd�me� 
e ����� � �� Skuto�ne � � ���� �
� ���� ���� � ����� � ����� � �
� ����� � ����� � ������ To znamen�� 
e �
je surjekcia� �

Veta ���� Nech � � V �F � � W �F � je line�rne zobrazenie a nech d�V � � n�
kde n je prirodzen� ��slo� Potom

�	�$� d�Ker�� � d�Im�� � n�

D�kaz� Nech L je komplement podpriestoru Ker� v priestore V � Potom pod�a
cvi�enia "�' kapitoly 
 je d�Ker�� � d�L� � n� Vo vete 	�& sme dok�zali existenciu
izomor�zmu � � L� Im�� Pod�a vety 	�% d�L� � d�Im��� Dostali sme �	�$�� �



��� Kapitola � LINE�RNE ZOBRAZENIA

Cvi�enia

���� Zistite� ktor� z nasleduj�cich zobrazen� je line�rne zobrazenie

a� � � V��R�� V��R�� kde ���x�� x��� � �x�� x�� ���
b� � � V��R�� V��R�� kde ���x�� x�� x��� � �x�� x�� x�� x���
c� � � V��R�� V��R�� kde ���x�� x�� x�� x��� � �x�� x�� x���
d� � � V��R�� V��R�� kde ���x�� x�� x��� � �x�� x�� x�� 
��
e� � � V��R�� V��R�� kde ���x�� x�� x��� � �x�� �x� � x�� x� � 
��
f� � � V��R�� V��R�� kde ���x�� x�� x��� � �x�� �x� � x�� x���

���� Ur�te� ktor� z line�rnych zobrazen� cvi�enia 	�	 je injekt�vne� ktor� surjek�
t�vne a ktor� bijekt�vne a n�jdite jadro a obraz dan�ch zobrazen��

���� Nech � � V � W je line�rne zobrazenie vektorov�ch priestorov� Dok�
te�

e pre v�etky � � V � ����� � ������

��	� Nech �i � V��R�� V��R� s� tak� line�rne zobrazenia� 
e plat�

a� ����	� �� ��� � ����	� 
� '�� ������ 	� ��� � �
� 	� 	� ���
������ �� 	�� � �	��
� 	� '��

b� ����	� 
� 
�� � ��� 	� 	� ��� ����	� 	� 
�� � �	� 	� �� 
��
����
� �� $�� � �"� 
� "� ���

c� ����	� �� ��� � �	� 
� �� 	� ������ 	� 	�� � �	� 
� �� 	��
����
� 	��	�� � �
� "� %� 
��

Vypo��tajte �i��x�� x�� x���� kde� � �x�� x�� x�� je �ubovo�n� vektor priestoruV��R��
(alej ur�te� ktor� zo zobrazen� �i je injekt�vne �surjekt�vne� bijekt�vne�� n�jdite
jadro a obraz dan�ch zobrazen� a overte� 
e d�Ker�i� � d�Im�i� � ��

���� Nech �i � V��R� � V��R� s� tak� line�rne zobrazenia� 
e plat�

a� ����	� �� �� ��� � �	� 	� 	�� ������ 	� �� ��� � ��� 	� 	��
������ �� 	� ��� � ��� �� 	�� ������ �� �� 	�� � �	��	� ���

b� ����	��	� 	� ��� � �	� ���	�� ������ 	� 	� ��� � �	� ���	��
�����
� 
� ���	�� � �	� ���	�� �������
� 
����� � �	� ���	��

c� ����	� 
� �� ��� � �	� 	� ��� ������ 	� 	� ��� � �	� 
� ���
����	� �� ���	�� � ����	� ��� ����	� 	��	� 	�� � �
� �� %��

Analogicky ako v predch�dzaj�com cvi�en�� vypo��tajte �i�x�� x�� x�� x��� kde
� � �x�� x�� x�� x�� je �ubovo�n� vektor priestoruV��R�� ur�te� ktor� zo zobrazen� �i
je injekt�vne �surjekt�vne� bijekt�vne�� n�jdite jadro a obraz uveden�ch zobrazen�
a overte� 
e d�Ker�i� � d�Im�i� � "�

���� Nech V �F � je vektorov� priestor a S je podpriestor priestoru V � Nech �alej
� � V �F ��W �F � je line�rne zobrazenie� NechW� je tak� podmno
ina priestoru
W � pre ktor� plat�

W� � f�! existuje tak� vektor � � S� 
e plat� ���� � �g�
Dok�
te� 
e W� je podpriestor priestoruW �



x �
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���� Nech P��R� je vektorov� priestor v�etk�ch polyn)mov �s re�lnymi koe�cien�
tami� stup*a najviac �tvrt�ho� De�nujme zobrazenie � � P��R�� V��R� takto� Ak
f je polyn)m z P��R�� tak ��f� � �f���� f � ���� f ������ f ������� f �������� Dok�
te� 
e
� je izomor�zmus priestorov P� a V��

����N�jdite jadr� a obrazy nasleduj�cich line�rnych zobrazen� vektorov�ch pries�
torov�

a� �� � V��R�� V	�R�� kde ����x�� x��� � �x�� x�� x�� x�� x�� x���
b� �r � V��R�� V��R�� kde ����x�� x�� x��� � �x�� x� � x�� x� � x� � x���

c� �� � V��R��M��R�� kde ����x�� x�� x��� �
�
x�� x�

�� �

�
�

x �� Matica line�rneho zobrazenia

V tomto paragrafe si uk�
eme� 
e medzi maticami a line�rnymi zobrazeniami
vektorov�ch priestorov kone�n�ch dimenzi� je �zky vz�ah�

De�n�cia ���� Nech M � f��� ��� � � � � �mg je b�za priestoru V �F �
a N � f����� � � � ��ng b�za priestoru W �F �� Nech � � V � W je line�rne
zobrazenie� pri�om

����� � a���� � a���� � � � � � a�n�n�

����� � a���� � a���� � � � � � a�n�n�

����
�	�

���m� � am��� � am��� � � � � � amn�n�

Maticu A � �aij � i � 	� 
� � � � �m� j � 	� 
� � � � � n naz�vame maticou line�rneho
zobrazenia � � V �W vzh�adom na b�zy M a N �

Pozn�mka ���� Rovnice �
�	� mo
no pomocou sumy zap�sa� takto�

�
�
� ���i� �
nX

j
�

aij�j � i � 	� 
� � � � �m

a maticovo takto�

�
���

�
BB�

�����
�����
���

���m�

�
CCA �

�
BB�

a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n
���

am�� am�� � � � � amn

�
CCA �

�
BB�
��
��
���
�n

�
CCA

Vidie�� 
e riadky matice A s� s�radnice vektorov �v b�ze N�� do ktor�ch sa zobra�
zuj� vektory b�zy M �
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Pozn�mka ���� Z vety 	�
 vypl�va� 
e zobrazenie � je rovnicami �
�	� resp�
rovnicou �
��� a teda aj maticou A jednozna�ne ur�en�� Ka
d� matica typu m� n
nad po�om F ur�uje �nejak�� line�rne zobrazenie priestoru V do W pri dan�ch
b�zachM a N � Naopak ku ka
d�mu line�rnemu zobrazeniu � � V �W prisl�cha
matica typu m� n nad F � �itate� nech si rozmysl�� 
e dvom r�znym zobrazeniam
prisl�chaj� dve r�zne matice a naopak dvom r�znym maticiam dve r�zne zobraze�
nia� In�m slovami� existuje bijekcia medzi mno
inou v�etk�ch mat�c typu m � n
nad po�om F a mno
inou v�etk�ch zobrazen� priestoru V �F � doW �F � pri dan�ch
b�zach M a N �

Veta ���� Nech � � V �F � � W �F � je line�rne zobrazenie� pre ktor� plat�
�
�	�� Nech � � x��� � x��� � � � � � xm�m je 
ubovo
n� vektor priestoru V �
� � y����y���� � � ��yn�n je tak� vektor priestoruW � pre ktor� plat� � � �����
Potom

�
�"� �y�� y�� � � � � yn� � �x�� x�� � � � � xm� �A�

D�kaz� Po��tajme
y��� � y��� � � � �� yn�n � � � ���� � ��x��� � x��� � � � �� xm�m� �

� x������ � x������ � � � �� xm���m� �

� x�
nP

j
�

a�j�j � x�
nP

j
�

a�j�j � � � �� xm
nP

j
�

amj�j �

�
mP
i
�

xi
nP

j
�

aij�j �
mP
i
�

nP
j
�

xiaij�j �
nP

j
�

mP
i
�

xiaij�j �

� ��
mP
i
�

xiai� � ��
mP
i
�

xiai� � � � �� �n
mP
i
�

xiain�

Porovnan�m vid�me� 
e

y� �
mX
i
�

xiai� � x�a�� � x�a�� � � � �� xmam��

y� �
mX
i
�

xiai� � x�a�� � x�a�� � � � �� xmam��

���

yn �
mX
i
�

xiain � x�a�n � x�a�n � � � �� xmamn�

Posledn� rovnosti mo
no �maticovo� zap�sa� v tvare

�y�� y�� � � � � yn� � �x�� x�� � � � � xm�

�
BB�

a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n
���

am�� am�� � � � � amn

�
CCA �

�o je �
�"�� �
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Pozn�mka ���� Ak porovn�me �
��� a �
�"�� vid�me� 
e vektory b�zy M sa
zobrazuj� pomocou riadkov matice A� zatia� �o s�radnice �ubovo�n�ho vektora po�
mocou st+pcov matice A�

Pr�klad ���� Uva
ujme o line�rnom zobrazen� � � M��Q� � V��Q� z pr��
kladu 	�
� R�chlo sa presved��me� 
e d�M��Q�� � "� V M��Q� zvol�me b�zu
M � fE��E��E��E�g napr� takto�

E� �
�
� �

� �

�
� E� �

�
� �

� �

�
� E� �

�
� �

� �

�
� E� �

�
� �

� �

�
�

B�zu N � f��������g v priestore V��Q� zvol�me napr� takto�

�� � �	� 	� ��� �� � �	� �� 	�� �� � ��� 	� 	��

�itate� sa m�
e presved�i�� 
e M�N s� skuto�ne b�zy� Pod�a ��	�	�� v pr�kla�
de 	�
 je ��E�� � �	� �� ��� ��E�� � �	� 	� ��� ��E�� � �	� 	� ��� ��E�� � �	� 	� ���
Vypo��tame� 
e

��E�� �
	


� �� � 	



� �� � 	



� ���

��E�� � 	 � �� � � � �� � � � ���
��E�� � 	 � �� � � � �� � � � ���
��E�� � 	 � �� � � � �� � � � ���

Teda �
B�
��E��
��E��
��E��
��E��

�
CA �

�
B�

�
�

�
�

��
�

	 � �
	 � �
	 � �

�
CA �

�
�����
��

�
A �

T�m sme ur�ili maticu A zobrazenia �� Vezmeme si napr� maticu

A �
��	 �

�

	 �
�

�
z vektorov�ho priestoruM��Q� a ur�me ��A�� Vypo��tame� 
e

A � �$
�
E� � 	

�
E� �



$
E� �

�
$
E��

Pomocou �
��� zist�me s�radnice ��A� v b�ze N

�y�� y�� y�� �

�
�$
�
��	

�
�


$
�
�
$

��B�
�
�

�
�

��
�

	 � �
	 � �
	 � �

�
CA �

�
�	
%
��$

%
�
$
%

�
�

Ide teda o vektor ��A� � � �
	
��� �

	
��� �

	
�� � ��

	
�	� 	� ��� �

	
�	� �� 	�� �

	
��� 	� 	� �

� ��	� �
�
� ��� Tak to vych�dza aj priamo� pou
it�m �	�	� v pr�klade 	�
�
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Veta ���� Nech �� � V �F ��W �F � a �� �W �F �� U �F � s	 line�rne zobra�
zenia� Potom aj zlo
en� zobrazenie �� � �� � V �F �� U �F � je line�rne zobrazenie�

D�kaz� Nech ��� s� �ubovo�n� vektory z vektorov�ho priestoru V �F �� Po��tame
�� � ���� � �� � �������� ��� � �������� � ������ � ��������� � ��������� �
� �� � ����� � �� � ������ Vid�me� 
e prv� vlastnos� line�rneho zobrazenia je pre
zobrazenie �� � �� splnen�� Analogicky sa dok�
e druh� vlastnos�� �

V nasleduj�cej vete uk�
eme� 
e �matica zlo
en�ho line�rneho zobrazenia je s��
�in mat�c jednotliv�ch line�rnych zobrazen��� Vlastne potreba vypo��ta� maticu
zlo
en�ho zobrazenia pomocou mat�c jednotliv�ch zlo
iek je jeden z d�vodov pre
zavedenie s��inu mat�c�

Veta ���� Nech �� � V �F � � W �F � a �� � W �F � � U �F � s	 line�rne
zobrazenia� Nech dimenzie vektorov�ch priestorov V �F �� W �F �� U �F � s	 m�n� p
a matice zobrazen� �� a �� s	 A �typu m� n� a B �typu n� p�� Potom matica
zlo
en�ho zobrazenia �� � �� je A �B �typu m� p��

D�kaz� Nech b�zy vektorov�ch priestorov s� �po rade� M � f��� ��� � � � � �mg�
N � f������ � � � ��ng� P � f������ � � � ��pg a matice

A � �aij � i � 	� 
� � � � �m! j � 	� 
� � � � � n�

B � �bjk� j � 	� 
� � � � � n! k � 	� 
� � � � � p�

Pod�a �
�
� m�me pre ���

����i� �
nP

j
�

aij�j � i � 	� 
� � � � �m�

pre ���

����j� �
pP

k
�

bjk�k� j � 	� 
� � � � � n�

Po��tajme

��� � �����i� � �������i�� � ���
nP

j
�

aij�j � �
nP

j
�

aij����j� �

�
nP

j
�

aij
pP

k
�

bjk�k �
pP

k
�

�
nP

j
�

aijbjk��k �
pP

k
�

cik�k�

kde sme dosadili cik �
nP

j
�

aijbjk� Vypo��tali sme

��� � �����i� �
pX

k
�

cik�k� i � 	� 
� � � � � n�

�o je vlastne vz�ah �
�
� pre zobrazenie �� � �� � V �F � � U �F �� S��asne sme
zistili� 
e matica

C � �cik�� i � 	� 
� � � � �m� k � 	� 
� � � � � p

je maticou tohto zobrazenia� Ke� si �itate� uvedom� de�n�ciu s��inu mat�c �pozri
�	�%� v kapitole �� vid�� 
e C � A �B� �o sme mali dok�za�� �
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Pozn�mka ��	� V�imnime si� 
e v s��ine C � A �B vystupuje ako �av� �inite�
matica zobrazenia ��� ktor� pri realiz�cii zlo
en�ho zobrazenia �� � �� p�sob� na
vektor ako prv�� Ak by sme miesto z�pisu ��� � ������ pou
�vali ���� � ��� ��o
sa �asto rob��� bolo by poradie v s��ine mat�c v zhode s porad�m pri kompoz�cii
zobrazen��

V nasleduj�cej vete uk�
eme� ako sa zmen� matica zobrazenia� ak sa zmenia b�zy
oboch priestorov�

Veta ��	� NechA je matica line�rneho zobrazenia � � V �F ��W �F � vzh
adom
na b�zy M � f��� ��� � � � � �mg a N � f������ � � � ��ng� Nech P je matica prechodu
od b�zy M k b�ze M � � f���� ���� � � � � ��mg a Q matica prechodu od b�zy N k b�ze
N � � f�������� � � � ���ng� Potom matica zobrazenia � vzh
adom na b�zy M � a N � je
P �A �Q���

D�kaz� Pod�a �
�	�� kapitoly " vektory b�zy M � vyjadr�me pomocou vektorov
b�zy M takto� �

BB�
���
���
���
��m

�
CCA � P �

�
BB�
��
��
���
�m

�
CCA

alebo ak P � �pri� r� i � 	� 
� � � � �m takto�

�
�$� ��r �
mX
i
�

pri�i� r � 	� 
� � � � �m�

Podobne vektory b�zy N � vyjadr�me pomocou b�zy N takto�

�
BB�
���
���
���
��n

�
CCA � Q �

�
BB�
��
��
���
�n

�
CCA

Ke�
e pod�a vety 
�& kapitoly " je matica Q regul�rna� m�
eme dan� rovnos�
vyn�sobi� z�ava maticouQ��� Dostaneme tak vyjadrenie b�zyN pomocou b�zy N ��

�
BB�
��
��
���
�n

�
CCA � Q

�� �

�
BB�
���
���
���
��n

�
CCA �

alebo ak Q�� � �q�js� j� s � 	� 
� � � � � n takto�

�
�%� �j �
nX

s
�

q�js�
�
s� j � 	� 
� � � � � n�
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Pod�a �
�
� je

�
�&� ���i� �
nX

j
�

aij�j � i � 	� 
� � � � �m�

Po��tame

����r� � ��
mP
i
�

pri�i� �
mP
i
�

pri���i� �
mP
i
�

pri
nP

j
�

aij�j �

�
mP
i
�

nP
j
�

priaij�j �
nP

j
�

mP
i
�

priaij�j �
nP

j
�

mP
i
�

priaij
nP

s
�

q�js�
�
s �

�
nP

s
�

�
nP

j
�

�
mP
i
�

priaij

�
q�js

�
��s �

nP
s
�

drs�
�
s�

kde sme pri v�po�te dosadili postupne �
�$�� �
�&� a �
�%�� Ke�
e v�raz v hranatej

z�tvorke drs �
nP

j
�

�
mP
i
�

priaij

�
q�js je prvok matice D � P � A � Q��� vid�me� 
e

matica D � �drs�� r � 	� 
� � � � � n� s � 	� 
� � � � � n je maticou zobrazenia � vzh�adom
na b�zy M � a N �� �

Pr�klad ���� V priestore V��Q� je dan� b�za M � f��� ��� ��g a v priestore
V��Q� b�za N � f�����������g� kde �� � �	��	� 
�� �� � �
��	� $��
�� � ������ "�� �� � �	� 	� 	� 	�� �� � �	� 	� 	� ��� �� � �	� 	� �� ��� �� � �	� �� �� ���
Line�rne zobrazenie � � V��Q�� V��Q� je dan� takto�

����� � ��� 
��	� ���
����� � �	��"� $� &��
����� � �"��
� "� &��

N�jdeme maticu A zobrazenia � vzh�adom na b�zy M a N a potom maticu
P � A � Q�� vzh�adom na kanonick� b�zy t�chto priestorov �pozri pozn�mku "�	
v kapitole 
��  ahko zist�me �zostaven�m a vyrie�en�m � s�stav rovn�c�� 
e plat��

����� � � � �� � ��	� � �� � � � �� � 	 � ��
����� � & � �� � ��
� � �� � ��,� � �� � $ � ��
����� � & � �� � ���� � �� � ��%� � �� � % � ��

Vid�me� 
e

A �

�
� � �	 � 	
& �
 �, $
& �� �% %

�
A �

Kanonick� b�zu priestoru V��Q� ozna��me M � � f���� ���� ���g� kanonick� b�zu
priestoru V��Q� ozna��me N � � f���������������g�
Vypo��tame

�	� �� �� � ��� � �		


�� � 	 � �� � �



���

��� 	� �� � ��� � �&


�� � 	 � �� � 	



���

��� �� 	� � ��� �
�


�� � � � �� � ��	



����
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�i
e matica prechodu od b�zy M � k b�ze M � je

P �

�
����

�
	 �

�

��
�

	 �
�

�
�

� ��
�

�
A �

Matica prechodu Q�� od b�zy N � k b�ze N by sme mohli vypo��ta� ako maticu
inverzn� k matici Q �prechodu od N k N ���
Ove�a jednoduch�ie v�ak bude vypo��ta� maticu Q�� priamo� �itate� si skontroluje�

e

Q�� �

�
B�
	 	 	 	
	 	 	 �
	 	 � �
	 � � �

�
CA

Pod�a vety 
�" matica zobrazenia � vzh�adom na �kanonick�� b�zy M � a N �� je

P �A �Q�� �

�
�� ��

� � 	 �
�

� �
�

	 �
�

�
�

� ��
�

�
A �

�
� � �	 � 	
& �
 �, $
& �� �% %

�
A �

�
B�
	 	 	 	
	 	 	 �
	 	 � �
	 � � �

�
CA �

�

�
� ��

�
�	 �	�

�
��
�

��
� � ���

�
�
�

��
� � ��

� � �
�

�
A �

�
B�
	 	 	 	
	 	 	 �
	 	 � �
	 � � �

�
CA �

�
�� ��

�
�	' ��

�
��
�

� ��
� �	
 ��

�
��
�

�
� " ��

� ��
�

�
A �

Aby sme demon�trovali zobrazenia vektora pomocou mat�c A resp� PAQ�� zoberme
hoci vektor � � �$��	� 	'� � V��R�� �itate� �ahko skontroluje� 
e
� � ��� � "�� � 
��� �i
e vektor s�radn�c vektora � v b�ze M je ��� "��
��
Pomocou �
��� zist�me s�radnice vektora ���� v b�ze N �

�y�� y�� y�� y�� � ��� "��
�
�
� � �	 � 	
& �
 �, $
& �� �% %

�
A � �	"��$��	$� 		��

Teda ���� � y��� � y��� � y��� � y��� �
� 	"�	� 	� 	� 	� � $�	� 	� 	� �� � 	$�	� 	� �� �� � 		�	� �� �� �� � �$��%� ,� 	"��

Kv�li kontrole vypo��tajme ���� priamo�
���� � ����� � "�� � 
��� � ������ � "����� � 
����� �

� ���� 
��	� �� � "�	��"� $� &�� 
�"��
� "� &� � �$��%� ,� 	"��
Je jasn�� 
e vektor � m� v b�ze M � vektor s�radn�c �$��	� 	'�� a vektor ����
v b�ze N � vektor s�radn�c �$��%� ,� 	"�� Preto mus� plati�

�$��%� ,� 	"� � �$��	� 	'� � P �A �Q���

�itate� sa m�
e tom presved�i��

Vyslovili sme u
 dve vety �veta 	�" a 	�$� o tom� kedy je line�rne zobrazenie
injekt�vne� surjekt�vne �i bijekt�vne� Vyslov�me e�te jednu tak�to vetu�
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Veta ���� Nech A je matica zobrazenia � � V �F ��W �F �� vzh
adom na b�zy
M a N � pri�om dimenzie priestorov V i W s	 kone�n�� Potom plat�

�i� � je injekt�vne �monomor�zmus� pr�ve vtedy� ke� h�A� � d�V ��
�ii� � je surjekt�vne �epimor�zmus� pr�ve vtedy� ke� h�A� � d�W ��
�iii� � je bijekt�vne �izomor�zmus� pr�ve vtedy� ke� h�A� � d�V � � d�W ��

D�kaz bezprostredne vypl�va z vety 	�$ a de�n�cie matice A z pozn�mky 	�� za
d�sledkom vety 	�%� Preto ho ponech�me na �itate�a� �

Pripom�name� 
e rel�cia inverzn� k zobrazeniu je zobrazen�m pr�ve vtedy� ke�
dan� zobrazenie je bijekcia� �itate�a u
 iste napadla ot�zka� �i inverzn� zobrazenie
k bijekt�vnemu line�rnemu zobrazeniu bude tie
 line�rne� Nasleduj�ca veta odpo�
ved� na t�to ot�zku kladne�

Veta ���� Nech � � V �F ��W �F � je bijekt�vne line�rne zobrazenie� Potom aj
��� �W �F �� V �F � je �bijekt�vne� line�rne zobrazenie�

D�kaz� -e zobrazenie ��� je bijekcia je jasn�� Dok�
eme� 
e je line�rne� Nech
����� � W s� dva �ubovo�n� vektory� Nech ������� � �� ������� � �� Potom
���� � ��� ���� � ��� Ke�
e � line�rne je� dostaneme ������ � ���� ����� �
� �� � ��� Preto ������ � ��� � � � � � ������� � ������� a prv� vlastnos�
line�rneho zobrazenia je dok�zan�� Podobne sa dok�
e i druh� vlastnos�� �

Veta ���� Nech izomorfn� priestory V �F � a W �F � s	 kone�nej dimenzie a nech
� � V �F � � W �F � je pr�slu�n� bijekt�vne line�rne zobrazenie� Nech A je matica
zobrazenia � vzh
adom na b�zy M a N � Potom maticou inverzn�ho line�rneho
zobrazenia ��� �W �F � � V �F � �vzh
adom na b�zy N a M� je A���

D�kaz� Najprv poznamenajme� 
e pod�a vety 	�% je d�V � � d�W �� Ak polo
�me
d�V � � d�W � � n� matica A je �tvorcov� matica typu n � n� (alej z vety 
�$
vypl�va� 
e h�A� � n� t�j� A je regul�rna matica�
Nech M � f��� ��� � � � � �ng je b�za priestoru V a N � f������ � � � ��ng je b�za

priestoruW � Pod�a �
�
� p��eme

�
�'� ���i� �
nX

j
�

aij�j � i � 	� 
� � � � � n�

Vektory oboch str�n �
�'� zobraz�me zobrazen�m ���� Dostaneme

�
�,� �i �
nX

j
�

aij�
����j�� i � 	� 
� � � � � n�

Vz�ah �
�,� zap��eme �maticovo��

�
�	��

�
BB�
��
��
���
�n

�
CCA � A �

�
BB�
�������
�������

���
�����n�

�
CCA �



x �
 Matica line�rneho zobrazenia ���

Ak vz�ah �
�	�� n�sob�me z�ava maticou A�� dostaneme

�
�		�

�
BB�
�������
�������

���
�����n�

�
CCA � A

��

�
BB�
��
��
���
�n

�
CCA �

odkia� �porovnan�m s �
���� vypl�va� 
e A�� je maticou zobrazenia ��� vzh�adom
na b�zy N a M � �

Pr�klad ���� Nech D��Q� je priestor diagon�lnych mat�c typu 
� 
 s racion�l�
nymi prvkami� Nech � � D��Q� � V��Q� je bijekt�vne line�rne zobrazenie dan�
maticou

A �
�
	 �
	 "

�
vzh�adom na b�zy M � fE��E�g� N � f�����g� kde

E� �
�
� �

� �

�
� E� �

�
� �

� ��

�
� �� � �$� 
�� �� � �	� &��

Potom m�
eme p�sa� �pod�a �
�����

�
��E��
��E��

�
�

�
	 �
	 "

��
��
��

�
�

Vid�me� 
e

��E�� � 	 � �� � ��� � �$� 
� � ��	� &� � �'� 
���

��E�� � 	 � �� � "�� � �$� 
� � "�	� &� � �,� ����

Ke�
e

A�� �

�
" ��

�	 	

�
�

pod�a �
�		� je �
�������
�������

�
�

�
" ��

�	 	

��
E�

E�

�
�

Vypo��tali sme� 
e ��E�� � �'� 
�� � �� Preto ������ � E�� Vektor � m� v b�ze N
vektor s�radn�c �	���� Vypo��tajme vektor s�radn�c �y�� y�� vektora ������� Pod�a
�
�"�

�y�� y�� � �	� ��

�
" ��

�	 	

�
� �	� ���

teda ������ � 	 �E��� �E� � E�� �o je pravda� Aby sme urobili pr�klad viac pou��
n�m� sk�sme izomor�zmus dan� maticou A ur�i� v�eobecne t�j� ur�i�� ak� vektor je
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priraden� priraden� matici X �
�
a �

� b

�
� Urob�me to takto� Najprv ur��me s�radnice

matice X vzh�adom na b�zu M � Je�
a �
� b

�
� x

�
	 �
� 


�
� y

�
� �
� �	

�
�

odkia� x � a��b
� � y � �a�b

� � Vektor s�radn�c matice X je
	
a��b
� � �a�b�



� Vypo��tame

s�radnice ��X� v b�ze N �

�x�� y�� �
�
a � �b
&

�

a� b

&

��
	� �
	� "

�
�
�
�a� 
b

&
�
		a � $b

&

�
�

Preto

��X� �
�a� 
b

&
�$� 
� �

		a� $b
&

�	� &� �
�

%a� 	$b

&
�
'�a� �,b

&

�
�

Sna
iv�mu �itate�ovi odpor��ame� aby podobn�m sp�sobom ur�il �v�eobecn� ob�
raz� ������ �ubovo�n�ho vektora � � �u� v� � V��Q�� Tie
 si m�
e ur�i� matice
zobrazen� � a ��� vzh�adom na kanonick� b�zy priestorov V �Q� a V��Q��

Na koniec tohoto paragrafu uk�
eme� 
e mno
ina v�etk�ch line�rnych zobrazen�
dvoch priestorov nad po�om F je tie
 vektorov� priestor nad F � Za t�m ��elom
mus�me vyslovi� de�n�ciu s��tu a skal�rneho n�sobku line�rneho zobrazenia�

De�n�cia ���� Nech � a � s� dve line�rne zobrazenia vektorov�ho priestoru
V �F � doW �F �� Nech �alej zobrazenie � � V �W je de�novan� takto�

�
�	
� Pre v�etky � � V plat� ���� � ���� � �����

Potom zobrazenie � naz�vame s��tom zobrazen� � a �� Budeme ho ozna�ova�
� � �� �� Teda �� � ����� � ���� � ����� Podobne de�nujeme skal�rny n�so	
bok s��

�
�	�� �s����� � s�����

kde s � F je �ubovo�n� skal�r a � � V �ubovo�n� vektor�

Lema ���� Zobrazenia � � � � V � W a s� � V � W de�novan� v de��
n�cii ��� s	 line�rne zobrazenia�

D�kaz� Skuto�ne� pre dva �ubovo�n� vektory ��� � V plat� �� � ���� � �� �
� ������������� � ������������������� � ������������������ Prv�
vlastnos� line�rneho zobrazenia je dok�zan�� Podobne sa dok�
e aj druh� vlastnos�
prv�ho a obe vlastnosti druh�ho zobrazenia� �

Veta ���� Nech L�F � je mno
ina v�etk�ch line�rnych zobrazen� vektorov�ho
priestoru V �R� doW �F �� Ak na L�F � de�nujme oper�ciu ��� a skal�rny n�sobok
ako v de�n�cii ���� tak L�F � je vektorov� priestor nad F �

D�kaz ponech�me na �itate�a� Poznamen�me len� 
e neutr�lnym prvkom v grupe
�L�F ���� je zobrazenie o � V �W tak�� 
e pre ka
d� � � V je o��� � ��� Teda
Ker o � V � Im o � f��g� �
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Veta ���� Nech L�F � vektorov� priestor line�rnych zobrazen� priestoru V �F �
dimenzie m do priestoru W �F � dimenzie n� Nech Mm�n�F � je vektorov� priestor
v�etk�ch mat�c typum�n nad F � Potom priestoryL�F � a Mm�n�F � s	 izomorfn��

D�kaz� Zvo�me pevne b�zu M v priestore V �F � a b�zu N v priestoreW �F ��
Potom existuje bijekcia

f � L�F ��Mm�n�F ��

ktor� prirad� ka
d�mu zobrazeniu � � L�F � jeho maticu A vzh�adom na b�zyM�N
�pozri pozn�mku 
�
��
Nech ��� � L�F � s� dve �ubovo�n� zobrazenia� Nech f��� � A� f��� � B� Ak

�i �M � tak

���i� �
nX

j
�

aij�j i � 	� 
� � � � �m�

���i� �
nX

j
�

bij�j i � 	� 
� � � � �m�

kde A � �aij ��B � �bij� a �j s� vektory b�zy N � i � 	� 
� � � � �m� j � 	� 
� � � � � n�
Po��tame�

��� ����i� � ���i� � ���i� �
nX

j
�

aij�j �
nX

j
�

bij�j �
nX

j
�

�aij � bij��j �

Vid�me� 
e f��� �� � A�B � f��� � f���� Podobne sa dok�
e

f�s�� � sA � sf����

To znamen�� 
e f je izomor�zmus� �

Veta ���
� Nech matica A �typu m � n� je matica line�rneho zobrazenia � �
V �F ��W �F � vzh
adom na b�zy M a N � Potom

d�Im�� � h�A���
�	"�

d�Ker�� � m� h�A���
�	$�

D�kaz� 	� Dok�
eme rovnos� �
�	"�� Nech � � Im� je �ubovo�n� vektor� Po�
tom existuje � � V �F � tak� 
e ���� � �� Predpokladajme ako obvykle� 
e
M � f��� ��� � � � � �mg ako aj N � f������ � � � ��ng� Ak vektor � vyjadr�me v tvare
� � x��� � x��� � � � � � xm�m� hne� vid�me� 
e jeho obraz � � ���� �
� x�������x�������� � ��xm���m� je line�rnou kombin�ciou vektorov ���i�� In�mi
slovami� podpriestor Im� je generovan� vektormi ���i� �zap��eme to
Im� � ������� ������ � � � � ���m���� Ka
d�mu z vektorov ���i� je priraden� pod�a
�
��� vektor s�radn�c �ai�� ai�� � � � � ain� � Vn�F �� ktor� je i�tym riadkom matice A�
Toto priradenie je pod�a pozn�mky 	�� izomor�zmom priestorovW �F � a Vn�F ��
Preto riadky matice A generuj� podpriestor tej istej dimenzie ako vektory ���i��
�i
e plat� �
�	"��

� Aby sme dok�zali �
�	$�� sta�� dosadi� �
�	"� do �	�$�� �
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D
sledok �� Nech matica A je maticou typum�n� matica B je regul�rna typu
m�m a matica C je regul�rna typu n� n� Potom

h�A� � h�BAC��

D�kaz� Maticu A m�
eme pova
ova� za maticu zobrazenia � � V �F � �W �F ��
kde d�V � � m� d�W � � n vzh�adom na b�zy M a N � Ak B je matica prechodu
od b�zy M k b�ze M � �b�zu M � zrejme m�
eme tak zvoli�� lebo B je regul�rna
matica . dok�
te to�� a analogicky C je matica prechodu od b�zy N � k N �pozor�
b�zu N � mus�me zvoli� tak� aby maticou prechodu od N k N � bola C��� pod�a
vety 
�" je BAC maticou zobrazenia � vzh�adom na b�zy M � a N �� Pod�a �
�	"�
je h�A� � d�Im�� � h�BAC�� �o sme mali dok�za�� �

Pozn�mka ���� Zobrazenie � � V � W kone�norozmern�ch priestorov m�
r�zne matice pod�a toho ak� b�zy sme zvolili v priestoroch V a W � Ale pod�a
�
�	"� v�etky tieto matice maj� rovnak� hodnos� rovnaj�cu sa d�Im��� Hodnos�
matice zobrazenia teda nez�vis� od b�zy� ale len od zobrazenia � �je invariantom
zobrazenia ���

D
sledok �� Nech A je matica typu m� n nad F � Potom h�A� � h�AT ��

D�kaz� Majme na mysli tak� zobrazenie � � V �F � �W �F �� ktor�ho matica je
A� vzh�adom na b�zy M a N � kde d�V � � m� d�W � � n�
Zvo�me �ubovo�n� vektor � � Ker�� Nech vektor s�radn�c vektora � je

�x�� x�� � � � � xm� � Vm�F �� potom zrejme vektor s�radn�c vektora ���� je
��� �� � � � � �� � Vn�F �� Pod�a �
�"� je

��� �� � � � � �� � �x�� x�� � � � � xm�A

alebo� �o je to ist�

�
�	%� A
T �

�
BB�

x�
x�
���
xm

�
CCA �

�
BB�
�
�
���
�

�
CCA

Posledn� rovnica reprezentuje s�stavu homog�nnych line�rnych rovn�c s maticou
s�stavy AT � Vo vete %�� kapitoly � sme dok�zali� 
e podpriestor rie�en� S s�stavy
�
�	%� m� dimenziu d�S� � m� h�AT �� Je jasn�� 
e d�S� � d�Ker��� Vypl�va to
z izomor�zmu medziW �F � a Vn�F � a z toho� 
e rie�enia s�stavy �
�	%� s� pr�ve
tie n�tice z Vn�F �� ktor� s� s�radnicami vektorov z Ker�� M�me tak d�Ker�� �
� m� h�AT �� Porovnan�m so �
�	$� dost�vame h�A� � h�AT �� �

Pozn�mka ���� Izomor�zmus vo vete 
�, znamen�� 
e z algebraick�ho h�a�
diska je jedno� �i sk�mame vektorov� priestor zobrazen� dvoch kone�norozmern�ch
priestorov� alebo pr�slu�n� vektorov� priestor mat�c� Umo
*uje n�m to z vlastnost�
zobrazen� usudzova� na vlastnosti mat�c a naopak� Pr�kladom tak�hoto usudzovania
boli predch�dzaj�ce dva d�sledky vety 
�	�� v ktor�ch sme tvrdenia o maticiach
dokazovali pomocou line�rnych zobrazen�� D�sledok 
 sme� pravda� dok�zali u

predt�m �pozri lemu ��
 kapitoly ���
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Pozn�mka ���� Pod�a d�sledku vety 	�% v�etky priestory nad t�m ist�m po�
�om F rovnakej dimenzie s� izomorfn� priestoru Vn�F �� Preto sa m�
eme obmedzi�
na vy�etrovanie vektorov�ch priestorov Vn�F �� Aj maticu A line�rneho zobraze�
nia � � Vm�F � � Vn�F � mo
no de�nova� jednozna�ne ak za b�zy M a N
zvol�me kanonick� b�zy �pozri pozn�mku za pr�kladom "�	�� Ke�
e v kanonic�
kej b�ze sa s�radnice vektorov rovnaj� ich zlo
k�m� riadky matice A s� priamo
vektory priestoru Vn� do ktor�ch sa zobrazuj� � jednotkov�� vektory kanonickej
b�zy priestoru Vm� Napr� ak uva
ujeme zobrazenie � � V��Q� � V��Q� tak�� 
e
�	� �� �� �
� ���	�� ��� 	� �� �	� �� "�� matica zobrazenia � vzh�adom na kanonick�
b�zy je

A �

�

� �� �	
	� �� "

�
�

Cvi�enia

���� NechM � f��� ��� � � � � �mg je b�za priestoru V �R� a N � f������ � � � ��ng
je b�za priestoru W �R�� N�jdite maticu A line�rneho zobrazenia � � V � W

vzh�adom na b�zy M a N a obraz ����� ak je dan��

a� V �R� � V��R�� W �R� � V��R� m � 
� n � �� �� � �	� ��� �� � ��� 	��
�� � �	� �� ��� �� � ��� 	� ��� �� � ��� �� 	��

����� � �	���� '��
����� � ����	� $�

a � � �r� s�� kde r� s � R�

b� V �R� � V��R�� V �R� � V��R�� m � 
� n � �� �� � �
����� �� � �"� 	��
�� � �	��	� ��� �� � ��� ���$�� �� � �	� 
��	��

����� � ��&���� 	��
����� � �&��	�� �&�

a � � �r� s�� kde r� s � R

c� V �R� � V��R�� W �R� � V��R�� m � n � 
� �� � �	� ��� �� � ��� 	��
�� � �	� ��� �� � ��� 	��

����� � �	� ���
����� � �
� $�

a � � �r� s�� kde r� s � R�

d� V �R� � V��R�� W �R� � V��R�� m � n � 
� �� � �	� ��� �� � ��� 	��
�� � �	� ��� �� � ��� 	��

����� � � 	� "��
����� � ��
��'�

a � � �r� s�� kde r� s � R�
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e� V �R� � V��R�� W �R� je vektorov� priestor mat�c typu 
 � 
 nad po�
�om re�lnych ��sel maj�cich v

/
pravom dolnom rohu0 ��slo nula� m � ��

n � �� �� � �	� �� ��� �� � ��� 	� ��� �� � ��� �� 	�� �� �
�
� �

� �

�
� �� �

�
� �

� �

�
�

�� �
�
� �

� �

�
�

����� �
�

� �

�� �

�
�

����� �
�

� �

�� �

�
�

����� �
�

� �

� �

�
�

a � � ����&� $��
f� V �R� � V��R�� W �R� � V��R�� m � �� n � 
� �� � �	� �� ��� �� � ��� 	� ���
�� � ��� �� 	�� �� � �	� 	�� �� � �	� ���

����� � �	� 
��
����� � ����"��
����� � �	��	�

a � � �
���� $��

���� Pomocou hodnosti matice zobrazenia ur�te� ktor� z line�rnych zobrazen� z
cvi�enia 
�	 je injekt�vne� surjekt�vne� bijekt�vne�

���� Porovnajte zobrazenia z cvi�enia 
�	a a 
�	b�

��	� U t�ch zobrazen� cvi�enia 
�	� ktor� s� bijekt�vne� n�jdite inverzn� line�rne
zobrazenie a jeho maticu�

���� Line�rne zobrazenie � � V �R� �W �R� je dan� maticou zobrazenia A pri
b�zach M a N � Zistite� do ktor�ch vektorov priestoruW �R� sa zobrazia vektory
b�zy M � Ur�te tie
 s�radnice vektora ���� vzh�adom na b�zu N � ak je dan�

a� V �R� � V��R�� W �R� � V��R�� M � f�	� ��� ��� 	�g�
N � f�	� �� ��� ��� 	� ��� ��� �� 	�g� � � �r� s�� kde r� s � R a

A �
�
	 �	 �

 �
 $

�
�

b� V �R� � V��R�� W �R� � V��R�� M � f�
����� �"� 	�g� N � f�	��	� ���
��� ���$�� �	� 
��	�g� � � �r� s�� kde r� s � R a

A �
�
	 �	 �

 �
 $

�

c� V �R� � V��R�� W �R� � V��R� M � f�	� 
� �� "�� �
� 	� 
� ��� ��� 
� 	� 
��
�"� �� 
� 	�g N � f�	� �� ��� ��� 	� ��� ��� �� 	�g� � � �$� 	� 	��$� a

A �

�
B�


 	 

	 � �
� ' �&
	 	 �


�
CA �
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d� V �R�� W �R�� M�N a � ako v cvi�en� c� ale matica s�stavy

A �

�
B�

 	 

	 � 	
	 	 	
� 	 �

�
CA �

���� Line�rne zobrazenie � � V �R� � W �R� je dan� maticou A pri b�zach M
a N � N�jdite maticu tohto zobrazenia pri b�zach M � a N �� ak je dan��

a� V �R� � V��R� W �R� � V��R�� M � f�	� 
� ��� ��	��	��	�� ��� 	� 	�g
N � f�
��	� $�� �	� 
� ��� �	���� 	�g M � � f�	� 
��	�� ��� 
� 	�� ��
� �� 	�g
N � � f�	� 	� 	�� �	� 	� ��� �	� �� ��g

A �

�
� 	� 	� �	

�� 
 �$
"� �
� 	

�
A �

b� V �R�� W �R�� M�N�A� ako v cvi�en� 
�$ b� M � � f�	� ��� ��� 	�g�
N � � f�	� �� ��� ��� 	� ��� ��� �� 	�g�

���� Pomocou mat�c prechodu vyjadrite maticu line�rneho zobrazenia z cvi�enia

�	 b� pomocou matice �toho ist�ho� zobrazenia z cvi�enia 
�	 a��

���� Ur�te matice zlo
en�ho line�rneho zobrazenia�

a� zobrazenia z cvi�enia 
�	a� a zobrazenia z cvi�enia 
�	f��
b� zobrazenia z cvi�enia 
�	a� a zobrazenia z cvi�enia 
�	e��

���� Nech �� � s� dve line�rne zobrazenia V��R�� V��R� a M � f��� ��� ��g�
N � f�����g s� kanonick� b�zy priestorov V��R� a V��R�� Zobrazenia � a �
s� dan� takto�

����� � �	� 
�� ����� � �	� 	��

����� � ����	�� ����� � ��	��	��
����� � ��� 	�� ����� � �
� 
��

N�jdite maticu zobrazenia �� � vzh�adom na b�zy M a N �

���
� N�jdite dimenzie jadra a obrazu zobrazen� z cvi�en� 
�	 a 
�$�

����� N�jdite matice line�rnych zobrazen� z cvi�enia 	�	 a 	�' vzh�adom na
kanonick� b�zy�
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x �� Line�rne transform�cie

1peci�lnym pr�padom line�rnych zobrazen� s� line�rne zobrazenia �mor�zmy�
vektorov�ho priestoru do seba �endomor�zmy��

De�n�cia ���� Ak v de�n�cii 	�	 polo
�me V �F � �W �F �� line�rne zobrazenie �
naz�vame line�rna transform�cia� In�mi slovami� Line�rna transform�cia je tak�
zobrazenie � � V �F � � V �F �� 
e plat�

���� �� � ���� � ������i�

�s�� � s������ii�

kde ��� � V �F � s� �ubovo�n� vektory a s � F �ubovo�n� skal�r�

Pr�klad ���� Vo vektorovom priestore orientovan�ch �se�iek v rovine �pozri
pr�klad 	�	� je line�rnou transform�ciou oto�enie o uhol � okolo pevn�ho bodu P �
Podmienka �i� hovor�� 
e je jedno� �i dva vektory najsk�r s��tame a potom oto��me
ich s��et� alebo naopak� Podmienka �ii� hovor�� 
e v�sledok bude rovnak�� �i vektor
najprv vyn�sob�me skal�rom a potom oto��me� alebo naopak� najsk�r ho oto��me
a potom vyn�sob�me skal�rom�

Pr�klad ���� Nech V �F � je �ubovo�n� vektorov� priestor� Potom zobrazenie
� � V �F � � V �F � de�novan� vz�ahom ���� � �� je line�rnou transform�ciou�
Dok�
te to�

Pr�klad ���� Nech Pn�R� je vektorov� priestor polyn)mov stup*a najviac n�	
s re�lnymi koe�cientami �pozri cvi�enie 	�% kapitoly 
�� Nech �alej zobrazenie
d � Pn�R� � Pn�R� je derivovanie� t�j� d�f�x�� � f ��x�� Ide o line�rnu trans�
form�ciu� lebo �f�x� � g�x��� � f ��x� � g��x�� �sf�x��� � sf ��x��

Veta ���� Nech � � V �F � � V �F � je line�rna transform�cia� pri�om
d�V �F �� � n� Potom nasledovn� tvrdenia s	 ekvivalentn��

�i� � je injekt�vna line�rna transform�cia�
�ii� � je surjekt�vna line�rna transform�cia�
�iii� � je bijekt�vna line�rna transform�cia�

D�kaz� Je jasn�� 
e tretie tvrdenie je ekvivalentn� konjukcii prv�ch dvoch� Preto
sta�� dok�za� ekvivalenciu prv�ch dvoch tvrden��
a� Nech zobrazenie � je injekcia� (alej nech f��� ��� � � � � �ng je b�za V �F �� Potom

pod�a vety 	�$ �i� s� vektory ������ ���i�� � � � � ���n� line�rne nez�visl�� t�j� tvoria
b�zu priestoru V �F �� Nech � � V je �ubovo�n� vektor� Potom ho m�
eme p�sa�
ako line�rnu kombin�ciu vektorov tejto b�zy� Na z�klade toho m�me � � y�������
�y������� � � ��yn���n� � ��y����y���� � � ��yn�n�� t�j� � je obrazom� �o zna���

e � je surjekcia�
b� Nech zobrazenie � je surjekcia� Potom Im� � V �F �� Ke�
e pod�a vety 	�' je

d�Ker�� � d�Im�� � n� m�me d�Ker�� � d�V �F �� � n� �i
e d�Ker�� � �� odkia�
Ker� � f��g a teda pod�a vety 	�" zobrazenie � je injekcia� �

Pozn�mka ���� Z vety ��	 vypl�va� 
e injekt�vna line�rna transform�cia kone��
norozmern�ho priestoru je z�rove* aj surjekt�vna a naopak� Preto pojmy injekt�vna�
surjekt�vna a bijekt�vna line�rna transform�cia pre kone�norozmern� priestory spl��
vaj��
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De�n�cia ���� Bijekt�vnu line�rnu transform�ciu �endomor�zmus� ktor� je izo�
mor�zmom� naz�vame automor�zmus�

Pr�klad ��	� Nech V �F � je �ubovo�n� vektorov� priestor� De�nujeme dve line�
�rne transform�cie i � V �F �� V �F �� o � V �F �� V �F � takto�

Pre v�etky � � V �F � � i��� � �����	�

pre v�etky � � V �F � � o��� � �
����
�

�itate� r�chlo dok�
e� 
e i� o s� line�rne transform�cie�

De�n�cia ���� Line�rnu transform�ciu i naz�vame identick� a o nulov� trans�
form�cia�

O line�rnych transform�ci�ch platia v�etky de�n�cie a vety paragrafu 	� Aby
sme dostali formul�cie pre line�rne transform�cie vo v���ine viet a de�n�ci� sta��
polo
i� W �F � � V �F �� Pravda vo vet�ch 	�" a 	�$ body �i�� �ii�� �iii� spl�vaj��
�Preformulovan�� veta 	�" bude znie� takto�

Nech � � V �F � � V �F � je line�rna transform�cia� Potom � je automor�zmus
pr�ve vtedy� ke� Ker� � f��g� alebo Im� � V �
Podobne sa �preformuluje� aj veta 	�$� �itate� iste s�m postrehol� 
e veta 	�%

pre line�rnu transform�ciu trivi�lne plat��
V paragrafe 
 sme pojedn�vali o maticiach line�rnych zobrazen� kone�norozmer�

n�ch priestorov� De�n�ciu matice line�rnej transform�cie dostaneme z de�n�cie 
�	
ak polo
�me W �F � � V �F �� Ke�
e by bola zbyto�n� komplik�cia ma� v jedinom
priestore V �F � dve b�zy� je ��eln� polo
i� tie
 M � N � Kv�li �plnosti si de�n�ciu
sformulujeme e�te raz�

De�n�cia ��	� Nech � � V �F � � V �F � je line�rna transform�cia priestoru
dimenzie n� Nech M � f��� ��� � � � � �ng je b�za priestoru V � Nech pre obrazy
vektorov b�zy plat�

����� � a���� � a���� � � � � � a�n�n�

����� � a���� � a���� � � � � � a�n�n�

��������

���n� � an��� � an��� � � � �� ann�n�

Maticu A � �aij � i� j � 	� 
� � � � � n naz�vame maticou line�rnej transform�cie
� � V � V vzh�adom na b�zu M �

Podobne ako v paragrafe 
 rovnice ����� mo
no zap�sa�

���"� ���i� �
nX

j
�

aij�j i � 	� 
� � � � � n

a tie
 takto�

���$�

�
BB�
�����
�����
���

���n�

�
CCA �

�
BB�
a��� a��� � � � � a�n
a��� a��� � � � � a�n
���

an�� an�� � � � � ann

�
CCA
�
BB�
��
��
���
�n

�
CCA �
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Je jasn�� 
e matica line�rnej transform�cie je �tvorcov� matica� Ak si �itate� pre�
formuluje vetu 
�	 �polo
� W �F � � V �F �� m � n� a M � N� zist�� 
e ak A
je matica line�rnej transform�cie � � V �F � � V �F � a � � ����� tak s�radnice
vektora � vypo��tame pod�a vz�ahu

���%� �y�� y�� � � � � yn� � �x�� x�� � � � � xn�A�

kde �x�� x�� � � � � xn� je vektor s�radn�c vektora ��

Pr�klad ���� Vo V��R� je dan� line�rna transform�cia � vzh�adom na kanonick�
b�zu �� � �	� ��� �� � ��� 	� takto�

����� � ��� � �	 � �� � � � ���
����� � �� � � � �� � 	 � ���

Vid�me� 
e

A �
��	 �

� 	

�
�

Zist�me� do ktor�ho vektora sa transformuje napr� vektor � � ����$�� Ke�
e pri
kanonickej b�ze sa s�radnice vektora rovnaj� jeho zlo
k�m� m�me pod�a ���%�

�y�� y�� � ����$�
��	 �

� 	

�
� �����$��

t�j� ���� � �����$�� Obraz ���� m�
eme vypo��ta� priamo�
���� � ����� � $��� � ������� $����� � ������ � $�� � ���� � $���

Pr�klad ���� Nech P��R� je vektorov� priestor polyn)mov s re�lnymi koe�cien�
tami stup*a najviac �� Z pr�kladu ��� vieme� 
e derivovanie je line�rna transform�cia
tohoto priestoru� N�jdime jej maticu D vzh�adom na b�zu f	� x� x�� x�g� Vidie�� 
e

�	�� � � � � � 	 � � � x� � � x� � � � x��
�x�� � 	 � 	 � 	 � � � x� � � x� � � � x��
�x��� � 
x � � � 	 � 
 � x� � � x� � � � x��
�x��� ��x� � � � 	 � � � x� � � x� � � � x��

�i
e

D �

�
B�
� � � �
	 � � �
� 
 � �
� � � �

�
CA �

S�radnice polyn)mu f�x� � & � �x � "x� � 
x� s� x� � &� x� � ��� x� � "�
x� � 
� Ak s�radnice f ��x� s� y�� y�� y�� y�� tak �y�� y�� y�� y�� � �&���� "� 
�D �
� ���� '� %� ��� t�j� f ��x� � �� � 	 � 'x � % � x� � � � x��
Pr�klad ���� �itate� si �ahko prever�� 
e v �ubovo�nom vektorovom priestore

dimenzie n m� zobrazenie i resp� o maticu Jn resp� �n�
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Vety 
�
 a 
�� o skladan� line�rnych zobrazen� a o matici zlo
en�ho zobrazenia
zrejme platia� ke� polo
�me V � W � U � Poznamenajme len� 
e ak ��� s�
dve line�rne transform�cie vektorov�ho priestoru V do seba� m� zmysel zlo
en�
transform�cia � � � �tu p�sob� � ako prv�� aj � � �� Ak priestor V m� dimenziu
n� matice zobrazen� � resp� � s� A� B s� �tvorcov� matice typu n� n� Zobrazenie
� � � m� maticu B �A� zobrazenie � � � maticu A �B�
Ke�
e skladanie line�rnych transform�ci� je asociat�vna oper�cia� plat� nasle�

dovn� veta�

Veta ���� Nech L�F � je mno
ina v�etk�ch line�rnych transform�ci�
V �F � � V �F �� Potom �trukt	ra �L�F �� ��� kde oper�cia � �� je skladanie trans�
form�ci�� je monoid�

Pozn�mka ���� Ak priestor V vo vete ��
 m� kone�n� dimenziu n� tak monoid
L�F � je izomorfn� monoidu v�etk�ch �tvorcov�ch mat�c Mn�F � nad po�om F �
Dok�
te to�

Vetu 
�" preformulujeme takto�

Veta ���� Nech A je matica line�rnej transform�cie � � V �F � � V �F � vzh
a�
dom na b�zu M � f��� ��� � � � � �ng� Nech P je matica prechodu od b�zy M k b�ze
M � � f���� ���� � � � � ��ng� Potom P � A � P�� je matica zobrazenia � vzh
adom na
b�zu M ��

Pr�klad ���� Line�rna transform�cia � � V��R� � V��R�� ktor� sme sk�mali
v pr�klade ��$ m� pri b�ze �� � �	� ��� �� � ��� 	� maticu

A �
��	 �

� 	

�
�

N�jdeme maticu zobrazenia � pri b�ze ��� � �	� 	�� ��� � �
� ��� Plat�

��� � 	 � �� � 	 � ���
��� � 
 � �� � � � ���

Preto matica prechodu P a jej inverzn� matica je

P �

�
	� 	

� �

�
� P�� �

�
� �	

�
 	

�
�

Matica zobrazenia v �novej� b�ze bude

P �A � P�� �
�
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�
�

V pr�klade ��$ sme vypo��tali ����� kde � � ����$�� V novej b�ze m� s�radnice
x�� � 	,� x�� � �'� Vektor s�radn�c vektora ���� je

�y�� y�� � �	,��'�
� �$ 

�	
 $

�
� �	��
��

teda ���� � 	��� � ��
���� � �����$� v zhode s pr�kladom ��$�

Podobne ako vo vet�ch 	�" a 	�$ aj vo vete 
�$ body �i�� �ii� a �iii� splyn�� Vetu

�$ preformulujeme takto�



��� Kapitola � LINE�RNE ZOBRAZENIA

Veta ��	� Nech A je matica line�rnej transform�cie � � V �F � � V �F �� vzh
a�
dom na b�zu M � f��� ��� � � � � �ng� Potom � je automor�zmus �bijekt�vna line�rna
transform�cia� pr�ve vtedy� ke� A je regul�rna matica�

Vety 
�%� a 
�& platia aj pre pr�pad V � W � Veta 
�% �preformulovan� pre li�
ne�rnu transform�ciu� hovor�� 
e line�rna transform�cia � m� inverzn� line�rnu
transform�ciu ��� pr�ve vtedy ke� je automor�zmus� Ke�
e zlo
en�m dvoch auto�
mor�zmov dostaneme op�� automor�zmus �pre�o#�� plat� nasleduj�ca veta�

Veta ���� Nech A�F � je mno
ina v�etk�ch automor�zmov priestoru V �F �� Po�
tom �trukt	ra �A�F �� �� je grupa� �Oper�cia � �� je skladanie automor�zmov��

D�kaz sa ponech�va na �itate�a� Poznamenajme len� 
e neutr�lnym prvkom grupy
je automor�zmus i � V �F �� V �F ��

Pozn�mka ���� V pr�pade� 
e priestor V �F � vo vete ��$ m� kone�n� dimen�
ziu n� grupaA�F � je izomorfn� grupe v�etk�ch regul�rnychmat�c typu n�n nad F �
Dok�
te to�

Pod�a vety 
�& matice automor�zmov �� ��� priestoru dimenzie n s� navz��
jom inverzn�� V nasleduj�com pr�klade uk�
eme �al�iu mo
nos� v�po�tu inverznej
matice pomocou pojmu line�rnej transform�cie�

Pr�klad ��� �d�le
it��� Nech A je regul�rna matica typu n � n nad po�om F �
Na z�klade pozn�mky ��� ju m�
eme pova
ova� za maticu automor�zmu
� � Vn�F � � Vn�F � vzh�adom na kanonick� b�zu� Ak vektory kanonickej b�zy
ozna��me ��� ��� � � � � �n� tak jednotliv� riadky matice A bud� vektory ������
������ � � � � ���n�� ��itate� nech nestr�ca zo zrete�a� 
e s�radnice vektora v kanonic�
kej b�ze sa rovnaj� jeho zlo
k�m�� Nap��eme maticu typu n�
n maj�cu v ka
dom
riadku i � 	� 
� � � � � n najprv zlo
ky vektora �i� potom zlo
ky vektora ���i� � �i�
Teda v�avo bude matica Jn� vpravo matica A�

���&�

�
BBBB�
	� �� �� � � � � �� a��� a��� � � � � a�n
�� 	� �� � � � � �� a��� a��� � � � � a�n
�� �� 	� � � � � �� a��� a��� � � � � a�n
���

�� �� �� � � � � 	� an�� an�� � � � � ann

�
CCCCA �

Ke�
e � je automor�zmus �A je regul�rna matica�� vektory �i � ���i� tvoria pod�a
vety 	�$ b�zu priestoru Vn�F �� Z toho vypl�va� 
e inverzn� automor�zmus ���

je ur�en� rovnicami �����i� � �i� Matica ���&� n�m teda ur�uje aj automor�z�
mus ���� Teraz si uvedomme toto� Ak na matici ���&� uskuto�n�me �ubovo�n� ero

dostaneme maticu� ktor� tie
 ur�uje ���� Skuto�ne�
	� Ke� vymen�me riadky matice ���&� je to zrejm��

� Ke� vyn�sob�me i�t� riadok prvkom c � F � c �� � m�me�

c � �i � c � �����i�� �i
e c�i � ����c�i�� Teda vektor v�avo bude obrazom vektora
vpravo� ako predt�m�
�� Ke� zamen�me i�t� riadok s��tom i�teho a j�teho riadku� bude v i�tom riadku

�i��j � �����i�������j� � �����i��j�� Zase v i�tom riadku m�me v�avo obraz
vektora vpravo�



x �
 Line�rne transform�cie ���

Vidie�� 
e ke� urob�me �ubovo�n� po�et ero� v�sledn� matica v
dy bude ur�ova�
automor�zmus ���� Ak teraz pomocou ero dosiahneme� 
e na pravej strane ma�
tice bude matica Jn� riadky matice na �avej strane ur�uj� vektory� do ktor�ch sa
zobrazuj� vektory kanonickej b�zy pri automor�zme ���� Pod�a vety 
�& matica
v�avo je matica A���
Aby sme si postup ozrejmili� uk�
eme ho na konkr�tnom pr�klade� Vypo��tame

inverzn� maticu matici z pr�kladu 
�	� z kapitoly "

A �

�
� % � $
" % "
& " %

�
A �

Po��tame�
� 	 � � % � $
� 	 � " % "
� � 	 & " %
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�
� 	 � � % � $

� 	 � " % "
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�
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A �

Na �avej strane matice sme ur�ili A��� Porovnajte s v�sledkom pr�kladu 
�	
kapitoly "� �itate� si m�
e s�m ur�i�� ak� ero sme uskuto�nili pri jednotliv�ch
krokoch�

Cvi�enia

���� Nech � � V �F � � F �F � je line�rna transform�cia priestoru V �F �� Potom
plat�� ����� � ��� ����� � ������ kde ���� � V �F �� Dok�
te to�
���� Nech � je zobrazenie priestoru V��R� do seba� V ktor�ch pr�padoch je �

line�rna transform�cia� ke� � � �x� y� z� je �ubovo�n� vektor priestoru V��R��

a� ���� � �x � �� y � �� z � ��� b� ���� � ��x��y� z��
c� ���� � �x � y� y � z� z � x�� d� ���� � �x�� x� z��

���� N�jdite matice t�chto line�rnych zobrazen� priestoru V��R� vzh�adom na
b�zu �� � �	� ��� �� � ��� 	��

a� S�mernos� pod�a osi x�
b� s�mernos� pod�a osi y�
c� s�mernos� pod�a po�iatku s�radnicov�ho syst�mu�
d� oto�enie o uhol �

� �proti smeru hodinov�ch ru�i�iek��
e� s�mernos� pod�a osi y � x�
f� s�mernos� pod�a osi y � �x�
g� priemet na os x�
h� oto�enie o uhol ��
i� s�mernos� pod�a osi zvieraj�cej s osou x uhol �

�
�



��� Kapitola � LINE�RNE ZOBRAZENIA

��	� V priestore V��R� je dan� transform�cia � vzh�adom na b�zu �� � �	� �� ���
�� � ��� 	� �� �� � ��� �� 	� maticou

A �

�
� 	 
 �	

� � "
�
 	 	

�
A �

De�nujte zobrazenie � pomocou vektorov ������ ������ ����� �rovnost� ���"��
a transformujte vektor � � ����
� $� ako pod�a vz�ahu ���%�� tak aj pomocou
rovnost� ���"��

���� Urobte cvi�enie ��" e�te raz s t�m rozdielom� 
e matica A de�nuje zobra�
zenie �� vzh�adom na b�zu ��� � �	� 
� 	�� ��� � �	� 
� ��� ��� � �	� �� ���

���� N�jdite maticu D� line�rnej transform�cie d� vektorov�ho priestoru P��R�
�vektorov� priestor polyn)mov s re�lnymi koe�cientami stup*a najviac tri�
de�novanej takto� d��f�x�� � f ���x�� kde f ���x� je druh� deriv�cia polyn)mu
f�x� � P��R��

���� Line�rna transform�cia � � V � V je dan� pri b�ze B maticou A� N�jdite
maticu A� zobrazenia � vzh�adom na b�zu B�� ak je dan��

a� V � V��R�� B � f�	� ��� ��� 	�g� B� � f�
��	�� �
� ��g� A �
�

� �

�� �

�
�

b� V � V��R�� B � f�
� ��� ��	��	�g� B� � f�	� 	�� �	� ��g� A �
�
� �

� �

�
�

c� V � V��R�� B � f�	� ���	�� �
� 	��	�� ��� 	����g�
B� � f�	� �� ��� ��� 	� ��� ��� �� 	�g� A �

�
� � ��

� � �

� � �

�
�

d� V �V��R�� B � f�	� �� ��� ��� 	� ��� ��� �� 	�g�
B� � f�	� 	� 	�� �	� 	� ��� �	� �� ��g� A �

�
� � �

� � ��

� � �

�
�

���� Met)dou ako v pr�klade ��, vypo��tajte inverzn� matice mat�c z cvi�enia

�
 kapitoly "�

���� Met)dou ako v pr�klade ��,� vypo��tajte inverzn� matice nasleduj�cich ma�
t�c�

�
��$ �� ��
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�
BBB�
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�
CCCA �

���
� V pr�padoch� kde je to mo
n�� ur�te maticu A�� zobrazenia ��� z cvi�e�
nia ��&�
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 Invariantn� podpriestory ���

x 	� Invariantn� podpriestory

V pozn�mke 
�$ sme uviedli� 
e hoci matica line�rneho zobrazenia z�vis� od b�z�
vzh�adom na ktor� ju uva
ujeme� jej hodnos� od b�z nez�vis�� t�j� je invariantom
line�rneho zobrazenia� Samozrejme toto plat� aj v pr�pade line�rnej transform��
cie� Hodnos� matice line�rnej transform�cie je invariantom line�rnej transform�cie
�nez�vis� na vo�be b�zy�� V tomto paragrafe n�jdeme �al�ie invarianty line�rnej
transform�cie� charakteristick� vektory a charakteristick� hodnoty�

De�n�cia 	��� Nech � je line�rna transform�cia vektorov�ho priestoru V � Pod�
priestor S priestoru V sa naz�va invariantn
m podpriestorom vzh�adom na trans�
form�ciu �� ak pre v�etky vektory � � S plat� ���� � S�

Hne� vidie�� 
e podpriestory V a f�
g s� invariantn�mi priestormi priestoru V �
Pr�klad 	��� Uva
ujme line�rnu transform�ciu � priestoru V��R�� ktorej matica

pri b�ze �� � �	� �� �� � ��� 	� je

A �

�
� 	
	 �

�
�

Podpriestor R � f�x� y�! 
x � y � �g nie je invariantn� vzh�adom na transfor�
m�ciu �� Ak zvol�me napr� vektor � � ��	� 
� � R� �ahko sa presved��me� 
e
���� �� R� Naozaj� ke�
e vzh�adom na kanonick� b�zu s�radnice vektora s� rovn�
jeho zlo
k�m� m�me

���� � ��	� 
�
�
� 	
	 �

�
� �
��	��

Vid�me� 
e ���� � �
��	� �� R�
Podpriestor S � f�x� y�! x�y � �g je invariantn� vzh�adom na transform�ciu ��

Skuto�ne� nech � � �x� y� je �ubovo�n� vektor z S� Vypo��tame vektor

���� � �x� y�
�
� 	
	 �

�
� �y� x��

Vidie�� 
e ���� � �y� x� � S� lebo ak x � y � �� tak y � x � ��

Pr�klad 	��� Nech � je oto�enie okolo osi x v trojrozmernom priestore orien�
tovan�ch �se�iek vych�dzaj�cich z po�iatku s�radnicov�ho syst�mu� Invariantn�
podpriestory tvoria�
	� v�etky vektory le
iace na osi x�

� v�etky vektory le
iace v rovine yz�

Pr�klad 	��� Nech Pn�R� je priestor polyn)mov stup*a najviac n � 	� Nech
transform�cia 	 je derivovanie a nech k � n je prirodzen� ��slo� Potom Pk�R� je
invariantn� podpriestor priestoru Pn�R� vzh�adom na transform�ciu 	�



��� Kapitola � LINE�RNE ZOBRAZENIA

Pr�klad 	�	� Line�rna transform�cia � priestoru V��R� je dan� maticou

A �

�
BBB�
a�� a�� a�� � �
a�� a�� a�� � �
a�� a�� a�� � �
a�� a�� a�� a�� a��
a�� a�� a�� a�� a��

�
CCCA

vzh�adom na kanonick� b�zu� �� � �	� �� �� �� ��� �� � ��� 	� �� �� ��� � � � � Podpriestor
S � ���� ��� ��� �generovan� vektormi ��� ��� ��� je invariantn� podpriestor� Sku�
to�ne� vektory priestoru S maj� posledn� dve zlo
ky nulov�� �itate� �ahko skontro�
luje� 
e aj ich obrazy maj� posledn� dve zlo
ky nulov��

Budeme uva
ova� o jednorozmern�ch invariantn�ch podpriestoroch� Nech R

je jednorozmern� invariantn� podpriestor priestoru V �F � vzh�adom na transfor�
m�ciu �� Nech R je generovan� vektorom �� t�j� R � ���� kde � �� ��� Ke�
e R je
invariantn� podpriestor� plat�

���� � R�

To znamen�� 
e ���� je tvaru

�"�	� ���� � 
��

kde 
 � F je skal�r�

De�n�cia 	��� Vektor �� ktor� generuje jednorozmern� invariantn� podpries�
tor R priestoru V �F � vzh�adom na transform�ciu � sa naz�va charakteristick

�vlastn
� vektor transform�cie �� Skal�r 
 v rovnosti �"�	� sa naz�va charakte	
ristick� �vlastn�� hodnota transform�cie ��

Veta 	��� Nech R je jednorozmern� invariantn� podpriestor priestoru V �F �
vzh
adom na transform�ciu �� Nech �� 
 s	 charakteristick� vektor a charakte�
ristick� hodnota transform�cie �� Nech � je 
ubovo
n� vektor podpriestoru R� Po�
tom

�"�
� ���� � 
��

D�kaz� Ke�
e � � R� plat� � � k � �� kde k � F � Po��tame ���� � ��k�� �
� k���� � k�
�� � 
�k�� � 
�� �

Teda ka
d� vektor jednorozmern�ho invariantn�ho podpriestoru sa transformuje
pomocou charakteristickej hodnoty 
�



x �
 Invariantn� podpriestory ���

Veta 	��� Nech 
 je charakteristick� hodnota transform�cie � n�rozmern�ho
vektorov�ho priestoru V �F �� Nech A je matica tejto transform�cie �vzh
adom na
nejak	 b�zu�� Potom 
 je kore� rovnice

�"��� d�A� 
Jn� � ��

D�kaz� Nech � je charakteristick� vektor transform�cie � prisl�chaj�ci charak�
teristickej hodnote 
� Nech ��� ��� � � � � �n je nejak� b�za priestoru V �F � a

� � x��� � x��� � � � �� xn�n�

���� � y��� � y��� � � � �� yn�n

s� vyjadrenia vektorov � a ���� v tejto b�ze� Ke�
e je ���� � 
�� z t�chto
vyjadren� vypl�va

y� � 
x�� y� � 
x�� � � � � yn � 
xn�

Pod�a �
�"� v�ak m�me

�y�� y�� � � � � yn� � �x�� x�� � � � � xn�A

alebo �po dosaden��

�
x�� 
x�� � � � � 
xn� � �x�� x�� � � � � xn�A�

�itate� �ahko zist�� 
e posledn� rovnica vedie na s�stavu rovn�c

a��x��a��x��� � � � an�xn � 
x��

a��x��a��x��� � � � an�xn � 
x��

����"�"�

a�nx��a�nx��� � �� annxn � 
xn�

ktor�� ke�
e ide o s�stavu homog�nnych rovn�c� nap��eme v tvare

�a�� � 
�x�� a��x�� � � �� an�xn � ��

a��x���a�� � 
�x�� � � �� an�xn � ��

����"�$�

a�nx�� a�nx��� � �� �ann � 
�xn � ��

kde aik s� prvky matice A� Vid�me� 
e matica s�stavy �"�$� je �A� 
Jn�T � Ke�
e
� �� �� �pre�o#�� mus� ma� uveden� s�stava aj nenulov� rie�enie� To v�ak je mo
n�
iba vtedy ke� determinant matice s�stavy �teda aj determinant transponovanej
matice s�stavy� je rovn� nule� M�me tak��������

a�� � 
 a�� � � � a�n
a�� a�� � 
 � � � a�n
���

an� an� � � � ann � 


�������� � �� alebo d�A� 
Jn� � ��

T�m je d�kaz vety skon�en�� �

 ahko sa uk�
e� 
e rovnicu �"��� m�
eme p�sa� v tvare

�"�%� 
n � a�

n�� � � � �� an��
� an � ��

Vid�me� 
e ide o rovnicu n�t�ho stup*a maj�cu koe�cienty z po�a F �
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De�n�cia 	��� Rovnicu �"��� resp� �"�%� naz�vame charakteristickou rovnicou
a jej �av� stranu charakteristick
m polyn
mom transform�cie �� Charakteristick�
polyn)m ozna��me P �
��

Pozn�mka 	��� M�
e sa sta�� 
e rovnica �"�%� nem� v poli F 
iaden kore*�
Ako uvid�me neskor�ie existencia kore*a je zaru�en�� ke� F je tzv� algebraicky
uzavret� pole� Napr� pole re�lnych ��sel nie je algebraicky uzavret�� lebo ako �itate�
vie zo strednej �koly existuj� rovnice 
�ho stup*a s re�lnymi koe�cientami nemaj�ce
re�lny kore*� Pole komplexn�ch ��sel je algebraicky uzavret�� �Toto tvrdenie dok�zal
K� F� Gauss v r� 	&,,��

Z tejto pozn�mky a vety "�
 vypl�va tvrdenie�
Ka
d� line�rna transform�cia vektorov�ho priestoru nad algebraicky uzavret�m

po
om m� aspo� jednu charakteristick	 hodnotu a t�m tie
 aspo� jeden charakte�
ristick� vektor�

Pozn�mka 	��� Ke� chceme n�js� vlastn� vektory nejakej line�rnej transform��
cie vektorov�ho priestoru �kone�nej dimenzie� nad po�om F postupujeme oby�ajne
tak� 
e rie�ime rovnicu �"�%� a vypo��tame vlastn� hodnoty transform�cie� Ku ka
�
dej vlastnej hodnote 
� ktor� je z po�a F �ak tak�to v�bec existuje�� nap��eme
s�stavu �"�"� alebo� �o je to ist�� �"�$�� �Pozor� matica tejto s�stavy je �A�
Jn�T ��
S�stavu vyrie�ime� Ka
d� nenulov� rie�enie tejto s�stavy je vektor s�radn�c charak�
teristick�ho vektora� ktor� sa transformuje hodnotou 
�

Pr�klad 	��� Line�rna transform�cia � � V��R�� V��R� je dan� �vzh�adom na
kanonick� b�zu� touto maticou

A �
�

� 	
�	 �

�
�

Charakteristick� rovnica transform�cie � je

d
��

� �

�� �

�
� 


�
� �

� �

��
� ��

Po �prave �����
 	
�	 �


���� � ��

alebo


� � 	 � ��

Vid�me� 
e rovnica nem� re�lny kore*� t�j� transform�cia � nem� jednorozmern� in�
variantn� podpriestor� Je to pochopite�n�� lebo transform�cia � zodpoved� v pries�
tore orientovan�ch �se�iek v rovine �izomorfnom priestoru V��R�� oto�eniu o ,�o�
Presved�te sa o tom�
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Pr�klad 	��� Matica

B �
� �

�
�
�

��
�

� �
�

�
n�m ur�uje transform�ciu � vektorov�ho priestoru V��R� vzh�adom na b�zu
�� � �	� 
�� �� � �	��
�� Charakteristick� rovnica transform�cie � je���� �� � 
 �

�

� �
�

� �
�
� 


���� � �

alebo
��$

"
� 
��

$
"
� 
� �

,
	%

� ��

�o �ahko uprav�me na

� � 	 � ��

Korene tejto rovnice �vlastn� hodnoty transform�cie �� s� 
� � 	� 
� � �	�
S�stava �"�$� pre charakteristick� hodnotu 
� � 	 je

�
$
"
� 	�x�� �

"
x� � ��

�
"
x���$" � 	�x� � ��

po �prave

x� � �x� � ��

x� � �x� � ��

Podpriestor rie�en� tejto s�stavy je f��p� p�! p � Rg� �o znamen�� 
e ka
d� charak�
teristick� vektor �� prisl�chaj�ci vlastnej hodnote 	� m� vektor s�radn�c ��p� p��
kde p � R� Teda � � �p�� � p�� � �p�	� 
� � p�	��
� � �"p� "p� � �r� r�� kde
r � R� Odtia� vypl�va� 
e charakteristick�m vektorom je �ubovo�n� nenulov� vek�
tor �x�� x��� pre ktor� plat� x� � x�� To znamen�� 
e invariantn�m podpriestorom
je mno
ina S � f�x�� x��! x� � x�g v�etk�ch vektorov le
iacich na priamke y � x�
(alej plat� ���� � 	� � �� Naozaj� vypo��tali sme� 
e vektor s�radn�c �ubovo�n�ho
vlastn�ho vektora je ��p� p�� Ak ho transformujeme maticou zobrazenia� dostaneme

��p� p� �
�

�

�

�

�

� �

�
� �

�

�
� ���

�
p� �

�
p� �

�
p� �

�
p� � ��p� p�� Vid�me� 
e vektor s�radn�c�teda

ani samotn� vektor� sa transform�ciou nezmenil�
S�stava �"�$� pre 
� � �	 je

�
$
"
� 	�x�� �

"
x� � ��

�
"
x����$" � 	�x� � ��

po �prave

�x� � x� � ��

�x� � x� � ��
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Podpriestor rie�en� tejto s�stavy je f�p� �p�! p � Rg� �o znamen�� 
e ka
d� charak�
teristick� vektor 
 prisl�chaj�ci vlastnej hodnote �	 m� vektor s�radn�c �p� �p��
kde p � R� Teda 
 � p�� � �p�� � p�	� 
� � �p�	��
� � �"p��"p� � �r��r��
kde r � R� Odtia� vypl�va� 
e charakteristick�m vektorom je �ubovo�n� nenulov�
vektor �x�� x��� pre ktor� plat� x� � x� � �� Charakteristick�m vektorom je napr�
� � �	��	� a invariantn� jednorozmern� podpriestor T � f�x�� x��!x� � x� � �g
je mno
inou v�etk�ch vektorov le
iacich na priamke y � �x� Podobne ako vy��ie�
�itate� �ahko skontroluje� 
e plat� ���� � �	� � ���
V de�n�cii "�� sme �av� stranu rovnice �"�%� nazvali charakteristick�m polyn)�

mom transform�cie �� vynechaj�c slov� �pri danej b�ze�� T�m sme nazna�ili� 
e
charakteristick� polyn)m nez�vis� od vo�by b�zy� To v�ak treba dok�za��

Veta 	��� Charakteristick� polyn�m line�rnej transform�cie n�rozmern�ho vek�
torov�ho priestoru nez�vis� na vo
be b�zy�

D�kaz� Charakteristick� polyn)m �pod�a "��� je

P �
� � d�A� 
Jn��

kde matica transform�cie A z�vis� od zvolenej b�zy� Prejdeme k novej b�ze po�
mocou matice prechodu P� Matica transform�cie v novej b�ze pod�a vety 
�" je
P � A � P��� Charakteristick� polyn)m pre t�to maticu je d�PAP�� � 
Jn� �
� d�PAP�� � 
PJnP

��� � d�P�A � 
Jn�P��� � d�P�d�A � 
Jn�d�P��� �
� d�PP���d�A � 
AJn� � d�A � 
Jn� � P �
�� Vid�me� 
e prechodom k inej b�ze
sa charakteristick� polyn)m nezmenil� �

Pozn�mka 	��� Z toho� 
e charakteristick� polyn)m nez�vis� od vo�by b�zy
vypl�va� 
e ani charakteristick� rovnica ani charakteristick� hodnoty a charakteris�
tick� vektory od nej nez�visia� S� to invarianty line�rnej transform�cie�

V pr�klade "�% ka
d� charakteristick� vektor prisl�chaj�ci charakteristickej hod�
note 	 generuje ten ist� jednorozmern� invariantn� priestor S� In�mi slovami� ne�
existuj� dva line�rne nez�visl� charakteristick� vektory prisl�chaj�ce hodnote 	�
Podobne to je to aj s hodnotou �	� Nasleduj�ci pr�klad ukazuje� 
e tomu v
dy tak
nie je�

Pr�klad 	��� Transform�cia � � V��R�� V��R� je dan� maticou �vzh�adom na
kanonick� b�zu�

A �

�
� � �	 �


 � %
� �� 		

�
A �

Vypo��tame charakteristick� rovnicu�������
�� 
 �	 �

 �
 %
� �� 		� 


������ � ��

po �prave

� � 	"
� � ""
� "� � ��
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alebo
�
� 
���
� 	�� � ��

Vid�me� 
e charakteristick� hodnoty s� re�lne ��sla�� 
� � 
� � 
� 
� � 	��
Nap��eme s�stavu �"�"� pre hodnotu 
��� � 
� M�me s�stavu

x� � 
x� � �x� � ��

�x� � 
x� � �x� � ��

�x� � %x� � ,x� � ��

ktorej podpriestor rie�en� je

S � f��
p � �q� p� q�! p� q � Rg�

 ubovo�n� nenulov� vektor priestoru S je charakteristick� vektor prisl�chaj�ci cha�
rakteristickej hodnote 
� Zvo�me napr� charakteristick� vektory � � ��
� 	� ���
� � ���� �� 	�� �itate� nech si skontroluje� 
e vektory ��� s� line�rne nez�visl�
a 
e ���� � ��
� 	� �� �A � ��"� 
� �� � 
�� ���� � ���� �� 	� �A � ��%� �� 
� � 
��
Podobne pre hodnotu 
� � 	� m�me s�stavu

�&x� � 
x� � �x� � ��

�x� � 	�x� � �x� � ��

�x� � %x� � x� � ��

ktorej podpriestor rie�en� je f�p� �p� �p�! p � Rg� Ke�
e vzh�adom na kanonic�
k� b�zu s� s�radnice vektora priestoru V��R� rovn� jeho zlo
k�m� tento pod�
priestor je z�rove* jednorozmern�m invariantn�m podpriestorom transform�cie ��
Za charakteristick� vektor zoberieme napr� � � �	��	� ��� �itate� si over�� 
e
���� � �	��	� �� �A � �	���	�� ��� � 	���

Z pr�kladu "�& vypl�va� 
e charakteristick� vektory� ktor� sa transformuj� t�m
ist�m charakteristick�m ��slom� m�
u by� line�rne z�visl� i line�rne nez�visl�� Do�
k�
eme� 
e charakteristick� vektory prisl�chaj�ce r�znym charakteristick�m ��slam
s� v
dy line�rne nez�visl��

Veta 	�	� Nech ������ � � � ��k s	 charakteristick� vektory line�rnej transform��
cie � � V �F �� V �F �� tej vlastnosti� 
e im odpovedaj	ce charakteristick� hodnoty

�� 
�� � � � � 
k s	 navz�jom r�zne� Potom vektory ������ � � � ��k s	 line�rne nez��
visl��

D�kaz� Vetu dok�
eme matematickou indukciou� Ak k � 	� veta plat�� Nech je
veta spr�vna pre k � 	 vektorov �k � 	�� Predpokladajme nepriamo� 
e tvrdenie
neplat� pre k vektorov� t�j�

�"�&� c��� � c��� � � � � � ck�k � ���

��Miesto �charakteristick� hodnota� m��eme hovori� �charakteristick� ��slo� pr�padne
�vlastn� ��slo�
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kde napr� c� �� �� Ak na rovnos� �"�&� aplikujeme transform�ciu �� dostaneme

c������ � c������ � � � �� ck���k� � ���

alebo

�"�'� c�
��� � c�
��� � � � �� ck
k�k � ���

Ak rovnicu �"�&� vyn�sob�me 
k a od��tame od rovnice �"�'�� dostaneme

c��
� � 
k��� � c��
� � 
k��� � � � �� ck���
k�� � 
k��k�� � ���

Ke�
e c� �� �� 
� � 
k �� �� z poslednej rovnosti vypl�va� 
e ������ � � � ��k�� s�
line�rne z�visl� vektory� �o je spor s induk�n�m predpokladom� �

D
sledok� Nech line�rna transform�cia � n�rozmern�ho vektorov�ho priestoru
V �F � m� n navz�jom r�znych charakteristick�ch hodn�t 
�� 
�� � � � � 
n � F � Ak
pr�slu�n� charakteristick� vektory vezmeme za b�zu priestoru V �F �� matica trans�
form�cie � je tvaru

�"�,� D �

�
BB�

�� �� �� � � � � �
�� 
�� �� � � � � �
���
�� �� �� � � � � 
n

�
CCA �

D�kaz� Pod�a predch�dzaj�cej vety s� charakteristick� vektory ��� ��� � � � � �n li�
ne�rne nez�visl�� t�j� mo
no ich vzia� za b�zu priestoru V �F �� Ke�
e �i s� charak�
teristick� vektory� plat�

����� � 
����

����� � 
����

���

���n� � 
n�n�

alebo

���i� � 
��� � � � �� � � � �� � � �n�
����� � � � �� � 
��� � � � �� � � �n�

���

���n� � � � �� � � � �� � � � � � 
n�n�

�o znamen�� 
e matica line�rnej transform�cie � je tvaru �"�,�� �
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Pr�klad 	���V pr�klade "�% sme mali line�rnu transform�ciu � � V��R�� V��R�
dan� maticou

B �
� �

�
�
�

��
�

� �
�

�
vzh�adom na b�zu �� � �	� 
�� �� � �	��
�� Na�li sme jej charakteristick� ��sla

� � 	� 
� � �	 a charakteristick� vektory napr� � � �	� 	�� � � �	��	�� Ke�
e

� �� 
�� vektory ��� s� line�rne nez�visl�� Preto ich m�
eme zvoli� za b�zu pries�
toru V��R�� Pod�a d�sledku vety "�" matica transform�cie � vzh�adom na b�zu
f���g je

B
� �

�
	 �
� �	

�
�

Skuto�ne� �ahko vypo��tame

� � �	� 	� �
�
"
� �� � 	

"
� ��

� � �	��	� � 	
"
� �� � �

"
� ��

Matica prechodu od b�zy f��� ��g k b�ze f���g a jej inverzn� matica je

P �
� �

�
�
�

�
�

�
�

�
� P�� �

� �
� � �

�

��
�

�
�

�
�

Preto pod�a vety ��� m�me

B� � P �B � P�� �

� �
�

�
�

�
�

�
�

�
�
� �

�
�
�

��
� ��

�

�
�
� �

� ��
�

��
�

�
�

�
�

�
	 �
� �	

�
�

Aby sme si na�e �vahy zjednodu�ili� v �al�om v
dy budeme predpoklada� line�
�rnu transform�ciu � � Vn�F � � Vn�F �� t�j� v aritmetickom priestore n�t�c�
Bude ��eln�� ke� vyslov�me nasleduj�cu de�n�ciu�

De�n�cia 	�	� Dve matice A�B typu n�n nad po�om F s� podobn�� ak existuje
regul�rna matica P typu n�n tak�� 
e B � P �A �P��� Hovor�me� 
e sme maticu A
transformovali �konjug�ciou� maticou P na maticu B�

Ke� pou
ijeme pojem podobn� matice a vezmeme do �vahy vetu ��� dostaneme
nasleduj�cu vetu�

Veta 	��� Dve matice A�B typu n�n nad po
om F reprezentuj	 t	 ist	 line�rnu
transform�ciu � � Vn�F �� Vn�F � pr�ve vtedy ke� s	 podobn��

D�kaz� I� Skuto�ne ak si v priestore Vn�F � zvol�me b�zu M a matica A re�
prezentuje transform�ciu � � Vn�F � � Vn�F � vzh�adom na t�to b�zu� tak t�to
transform�cia bude vzh�adom na in� b�zu M � reprezentovan� pod�a vety ��� mati�
cou B � P �A �P��� kde P je matica prechodu od b�zyM k b�ze M �� To znamen��
matice A�B s� si podobn��
II� Naopak� ak m�me dve podobn� matice B � P �A �P�� a ak si zvol�me nejak�

b�zu� tak maticou A bude ur�en� line�rna transform�cia � � Vn�F � � Vn�F ��
Pod�a vety ��� �ahko prejdeme pomocou matice P k novej b�ze� kde zobrazenie �
bude reprezentovan� maticou B� �
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D
sledok� Podobn� matice maj	 rovnak� spektrum�

D�kaz vypl�va z vety "�� z vety "�$� �

V istom zmysle najjednoduch�ou maticou line�rnej transform�cie je diagon�lna
matica� Je ot�zka� ktor� line�rna transform�cia sa d� reprezentova� diagon�lnou
maticou�

Veta 	��� MaticaA typu n�n je podobn� diagon�lnej maticiD pr�ve vtedy� ke�
charakteristick� vektory� ktor� prisl	chaj	 transform�cii � vektorov�ho priestoru
Vn�F �� reprezentovanej maticou A� generuj	 cel� vektorov� priestor Vn�F ��

D�kaz� Nech A je matica transform�cie � vzh�adom na nejak� b�zu M � Nech
vlastn� vektory transform�cie � generuj� cel� priestor Vn�F �� Potom z nich mo
no
vybra� nov� b�zu f������ � � � ��ng� Podobne ako v d�kaze d�sledku vety "�" m�
eme
p�sa�

����� � 
����

����� � 
����

���

���n� � 
n�n�

�i
e matica transform�cie � vzh�adom na nov� b�zu je

D �

�
BB�

� � � � � �
� 
� � � � �
���

� � �
� � � � � 
n

�
CCA �

Pod�a vety "�$ s� matice A a D podobn��
II� Naopak� nech A je podobn� nejakej diagon�lnej matici D� Predpokladajme�


e A je maticou zobrazenia � vzh�adom na kanonick� b�zu� Potom existuje b�za
M � f������ � � � ��ng tak�� 
e vzh�adom na *u je � reprezentovan� maticou D� To
ale znamen�� 
e vektory b�zy M s� charakteristick� vektory�
Naozaj

����� � d��� � � � �� � � � �� � � �n � d����

����� � � � �� � d��� � � � �� � � �n � d����

���

���n� � � � �� � � � �� � � � � � dn�n � dn�n�

Teda D je tvaru

D �

�
BB�
d� � � � � �
� d� � � � �
���

� � �
� � � � � dn

�
CCA

a diagon�lne prvky D s� vlastn� hodnoty D a teda aj A� Ke�
e b�za generuje
Vn�F �� aj vlastn� vektory generuj� Vn�F �� �
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Pozn�mka 	�	� Ak o matici A vieme� 
e je podobn� diagon�lnej matici� lebo
mo
no vybra� n line�rne nez�visl�ch vlastn�ch vektorov transform�cie� ktor� re�
prezentuje� vznik� ot�zka� ako ur�i� maticu prechodu P� ktor� transformuje maticu
A na diagon�lnu maticu D � P �A � P��� Probl�m rie�i nasleduj�ci d�sledok pred�
ch�dzaj�cej vety�

D
sledok vety 	��� Nech maticaA je maticou line�rnej transform�cie� �vzh
a�
dom na b�zu M � f��� ��� � � � � �ng� a nech M � � f������ � � � ��ng je b�za li�
ne�rne nez�visl�ch charakteristick�ch vektorov transform�cie �� Potom maticou
prechodu P od b�zy M k b�ze M � je matica� ktorej riadky s	 vektory s	radn�c
vektorov �i vzh
adom na b�zu M �

D�kaz� Skuto�ne

�� � p���� � p���� � � � �� p�n�n

�� � p���� � p���� � � � �� p�n�n

���

�n � pn��� � pn��� � � � � � pnn�n�

�i
e �
BB�
��
��
���
�n

�
CCA � P �

�
BB�
��
��
���
�n

�
CCA �

�Porovnaj s �
��� v kapitole ��� Potom pod�a vety ��� m�me D � P �A � P��� �

In
 d�kaz� Vektory s�radn�c vektorov �i transformujme maticou A� Dostaneme
vektory s�radn�c vektorov ���i�� Ke�
e plat� ���i� � di�i� kde di je vlastn� ��slo
prisl�chaj�ce vektoru �i� m�me�
BB�
p�� p�� � � � p�n
p�� p�� � � � p�n
���

� � �
pn� pn� � � � pnn

�
CCA �

�
BB�
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
���

� � �
an� an� � � � ann

�
CCA �

�

�
BB�
d�p�� d�p�� � � � d�p�n
d�p�� d�p�� � � � d�p�n
���

� � �
dnpn� dnpn� � � � dnpnn

�
CCA �

�

�
BB�
d� � � � � �
� d� � � � �
���

� � �
� � � � � dn

�
CCA �

�
BB�
p�� p�� � � � p�n
p�� p�� � � � p�n
���

� � �
pn� pn� � � � pnn

�
CCA �

Vidie�� 
e P �A � D � P�
Ke�
e riadky matice P s� vektory s�radn�c line�rne nez�visl�ch vektorov �i� je
matica P regul�rna a m�me D � P �A � P��� �
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Pozn�mka 	��� Vo vete "�" sme dok�zali� 
e ak s� v�etky vlastn� hodnoty
matice A navz�jom r�zne� vlastn� vektory k nim prisl�chaj�ce s� nez�visl�� tvoria
b�zu a pod�a d�sledku tejto vety i pod�a vety "�$ je matica A podobn� diagon�lnej
matici� Podmienka vz�jomnej r�znosti vlastn�ch hodn�t matice A nie je podmien�
kou nevyhnutnou� Ako ukazuje nasleduj�ci pr�klad� n line�rne nez�visl�ch vektorov
mo
no �niekedy� vybra� aj v tom pr�pade� ke� vlastn� hodnoty nie s� navz�jom
r�zne�

Pr�klad 	��� V pr�klade "�& sme sk�mali transform�ciu

� � V��R�� V��R�

dan� �vzh�adom na kanonick� b�zu� maticou

A �

�
� � �	 �


 � %
� �� 		

�
A �

Vypo��tali sme jej vlastn� hodnoty 
� � 
� 
� � 
� 
� � 	�� Na�li sme dva line�rne
nez�visl� ��� vektory

� � ��
� 	� ��
� � ���� �� 	�

prisl�chaj�ce vlastn�mu ��slu 
 a �al�� vektor

� � �	��	� ��

prisl�chaj�ci vlastn�mu ��slu 	�� Ako sa mo
no �ahko presved�i�� tieto tri charakteris�
tick� vektory s� line�rne nez�visl� a teda generuj� cel� priestor V��R�� Preto ak
ich vezmeme za b�zu� matica transform�cie � bude

D �

�
� 
 � �
� 
 �
� � 	�

�
A �

Presved��me sa o tom� Ke�
e A je maticou transform�cie � vzh�adom na kanonick�
b�zu� m�me

P �

�
��
 	 �
�� � 	
	 �	 �

�
A

a ako �itate� vypo��ta je

P
�� �

�
�

�

 � �



�



��

 � 	



�



�

 � �



�



�
A �
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Dost�vame tak

D � P �A � P�� �

�
��
 	 �
�� � 	
	 �	 �

�
A �

�
� � �	 �


 � %
� �� 		

�
A �

�
�

�

 ��



�



��

 �	



�



�



��



�



�
A �

�

�
� �" 
 �
�% � 

	� �	� ��

�
A �

�
�
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 � �
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� �
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�
A �

�
�
 � �
� 
 �
� � 	�

�
A �

Pr�klad 	��
� V pr�klade "�$ sme mali maticu transform�cie � vo V��R�

�"�	�� A �
�

� 	
�	 �

�
�

ktorej charakteristick� rovnica je

�"�		� 
� � 	 � ��

Jej korene 
� � i� 
� � �i s� vlastn� ��sla transform�cie� Transform�cia v��
bec nem� jednorozmern� invariantn� priestor� Matica nie je podobn� diagon�lnej
matici nad R� Inak je to nad po�om komplexn�ch ��sel C� Majme na mysli trans�
form�ciu � � V��C�� V��C�� ktorej matica vzh�adom na kanonick� b�zu je �"�	��
a charakteristick� rovnica �"�		�� Vypo��tame jej charakteristick� vektory� Ke�
e

A� 
J� �
�
�� �

�� ��

�
� pre 
� � i m�me s�stavu rovn�c�

�ix � y � ��

x � iy � ��

po �prave

x� iy � ��

x� iy � ��

Podpriestor rie�en� danej s�stavy je S � f�ip� p�! p � Cg� Nako�ko m�me kanonic�
k� b�zu� tento podpriestor je z�rove* jednorozmern�m invariantn�mpodpriestorom
transform�cie �� Vlastn� vektor je napr� � � �i� 	�� Vidie�� 
e S � ��i� 	���
S�stava rovn�c pre 
� � �i je

ix� y � ��

x� iy � ��

po �prave

x� iy � ��

x� iy � ��
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Podpriestor rie�en� danej s�stavy je T � f��ip� p�! p � Cg� ktor� podobne ako
vy��ie je z�rove* jednorozmern�m invariantn�m podpriestorom transform�cie ��
Vlastn� vektor je napr� � � ��i� 	� a tie
 T � ���i� 	���
�itate� skontroluje� 
e

���� � �i� 	� �
�

� 	
�	 �

�
� ��	� i� � i�i� 	� � i��

Teda vektor � sa naozaj transformuje pomocou vlastnej hodnoty 
� � i� Podobne
aj ���� � �i�� Ke�
e vlastn� ��sla s� r�zne� vlastn� vektory �� 
� s� line�rne
nez�visl�� teda tvoria b�zu priestoru V��C�� Ke� kanonick� b�zu ozna��me ako
oby�ajne f��� ��g� vid�me� 
e

� � i � �� � 	 � ���

 � �i � �� � 	 � ���

Preto matica prechodu od b�zy f��� ��g� k b�ze f�� 
g� je

P �

�
i 	

�i 	

�

a jej inverzn� matica

P�� �
	

i

�
	 �	
i i

�
�
�� i

�
i
�

�
�

�
�

�
�

Pod�a vety 
�" matica transform�cie � vzh�adom na b�zu f�� 
g je

D �
�

i 	
�i 	

�
�
�

� 	
�	 �

�
�
�� i

�
i
�

�
�

�
�

�
�
��	 i
�	 �i

�
�
�� i

�
i
�

�
�

�
�

�
�
�
i �
� �i

�
�

Vidie�� 
e v s�lade s d�sledkom vety "�" ide o diagon�lnu maticu maj�cu na hlavnej
diagon�le vlastn� ��sla�

Matica
�

� �

�� �

�
nebola podobn� diagon�lnej matici nad R ale nad C u


je podobn� matici
�

i �

� �i

�
� V nasleduj�com pr�klade uvedieme maticu� �o nie je

�v�bec� podobn� diagon�lnej matici�

Pr�klad 	���� Sk�majme maticu

A �
�
	 

� 	

�

transform�cie � � V��R�� V��R�� vzh�adom na kanonick� b�zu� Charakteristick�
rovnica ���� 	� 
 


� 	� 


���� � �

�i
e
�	� 
�� � �
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m� dvojn�sobn� kore* 
� � 
� � 	�
S�stava pre vlastn� vektor

� � x � � � y � �


 � x � � � y � �

m� podpriestor rie�en� S � f��� p�! p � Rg� ktor� je pri kanonickej b�ze aj
invariantn�m podpriestorom na�ej transform�cie� Generuje ho napr�klad vlastn�
vektor � � ��� 	�� Vidie�� 
e v�etky vlastn� vektory s� n�sobky �� Nen�jdeme
dva line�rne nez�visl� vlastn� vektory� Matica nie je podobn� diagon�lnej matici�

Ako sme u
 poznamenali vy��ie� existuj� line�rne transform�cie re�lnych vekto�
rov�ch priestorov� ktor� nemaj� jednorozmern� invariantn� podpriestor� Tak� bolo
napr�klad zobrazenie z pr�kladu "�	�� Je jasn�� 
e line�rna transform�cia priestoru
Vn�R� nem� jednorozmern� podpriestor pr�ve vtedy� ke� jej charakteristick� po�
lyn)m jA� 
Jnj nem� re�lne korene� Plat� nasleduj�ca veta�
Veta 	��� Line�rna transform�cia � � Vn�R�� Vn�R� m� v
dy jednorozmern�

alebo dvojrozmern� invariantn� podpriestor�

D�kaz� Nech A je matica transform�cie � vzh�adom na nejak� �napr� kanonick��
b�zu� Ak m� polyn)m jA� 
Jnj re�lny kore*� tak vlastn� vektor � patriaci tomu
kore*u generuje jednorozmern� invariantn� podpriestor ����
Zost�va uv�
i� pr�pad� ke� charakteristick� polyn)m m� len komplexn� korene�

Nech 
� � r� si je tak� kore* pri�om s �� �� Ak nap��eme s�stavu rovn�c �"�"� pre
tento kore* m�me

a��x� � a��x� � � � �� an�xn � �r � si� � x�
a��x� � a��x� � � � �� an�xn � �r � si� � x�

���

a�nx� � a�nx� � � � � � annxn � �r � si� � xn
T�to homog�nna s�stava m� aspo* jedno nenulov� ��� rie�enie nad po�om komplex�
n�ch ��sel� Nech je to napr� n�tica

�"�	
� �u� � v�i� u� � v�i� � � � � un � vni��

v ktorej aspo* jedno vi �� �� Ak ju dosad�me do s�stavy� m�me

�u� � v�i� u� � v�i� � � � � un � vni� �A � �r � si��u� � v�i� u� � v�i� � � � � un � vni��

V poslednej rovnici oddel�me re�lnu a imagin�rnu �as�� Tak m�me

�u�� u�� � � � � un� �A � �ru� � sv�� ru� � sv�� � � � � run � svn� �

� r�u�� u�� � � � � un�� s�v�� v�� � � � � vn�

a

�v�� v�� � � � � vn�A � �rv� � su�� rv� � su�� � � � � rvn � sun� �

� r�v�� v�� � � � � vn� � s�u�� u�� � � � � un��
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Ozna�me � � �u�� u�� � � � � un� a � � �v�� v�� � � � � vn�� Vidie�� 
e ��� � Vn�R��
Posledn� rovnice vlastne hovoria� 
e obrazy dan�ch vektorov s�

���� � r� � s��"�	��

���� � r� � s�

Dok�
eme� 
e vektory ��� s� line�rne nez�visl��
Skuto�ne� ihne� vid�me� 
e � �� ��� lebo v opa�nom pr�pade by n�tica �"�	
�

pozost�vala z re�lnych ��sel� �o by znamenalo� 
e re�lny vektor by sa transformoval
pomocou komplexn�ho vlastn�ho ��sla 
�� �o nie je mo
n�� Ak by vektory ��� boli
z�visl� bolo by � � c�� Potom z �"�	�� m�me

��c�� � rc� � s��

���� � r� � sc��

Ak druh� rovnicu vyn�sob�me ��slom c a pou
ijeme ��c
� � c��
�� dostaneme

c���� � rc� � s��

c���� � rc� � sc���

odkia� s� � �sc��� �i
e s�	 � c��� � ��� Ke�
e s �� �� 	 � c� �� �� m�me � � �
� �o
je spor s t�m� 
e � �� ��� Zo �"�	�� ale vypl�va� 
e ����� ���� � ������ teda ���
generuj� invariantn� podpriestor dimenzie 
� �Pozor� ��� nie s� vlastn� vektory��
T�m je d�kaz skon�en�� �

Pozn�mka 	��� Pr�klad "�& ukazuje� 
e invariantn� podpriestor line�rnej trans�
form�cie Vn�R� dimenzie dva m�
u generova� aj dva line�rne nez�visl� vlastn� vek�
tory prisl�chaj�ce tomu ist�mu re�lnemu vlastn�mu ��slu� v tomto pr�pade ��slu 
�
Naozaj� �ahko zist�me� 
e podpriestor

S � f��
p� �p� p� q�! p� q � Rg � ���
� 	� ��� ���� �� 	��

je invariantn� podpriestor dimenzie dva�

Nasleduj�ci pr�klad ilustruje vetu "�&�

Pr�klad 	���� Nech je dan� transform�cia � � V��R� � V��R� nasleduj�cou
maticou �vzh�adom na kanonick� b�zu��

A �

�
B�
�	 
 �	 &
�	 	 	 �

� � � $
� � �	 "

�
CA �

Ur��me charakteristick� polyn)m a vlastn� ��sla matice� Zist�me �i existuje jedno�
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rozmern� invariantn� podpriestor! ak nie� ur��me dvojrozmern�� Po��tame

P �
� �

�������
�	� 
 
 �	 &
�	 	� 
 	 �

� � �
 $
� � �	 "� 


������� �

� ��	� 
�

������
	� 
 	 �

� �
 $
� �	 "� 


�������
������


 �	 &
� �
 $
� �	 "� 


������ �
� ��	 � 
� � �	 � 
��
� � "
 � $� � 
�
� � "
� $� �

� �
� � "
� $� � �
� � 	� � 
� � "
� � %
� � "
� $�

Ke�
e v priebehu v�po�tu sme polyn)m P �
� mali rozlo
en� na s��in dvoch kvad�
ratick�ch polyn)mov P �
� � �
��"
�$� � �
��	�� jeho korene �ahko vypo��tame�


� � i� 
� � �i� 
� � 
 � i� 
� � 
� i�

Vidie�� 
e charakteristick� polyn)m nem� re�lny kore*� To znamen� zobrazenie �
nem� jednorozmern� invariantn� podpriestor� Ur��me dvojrozmern� invariantn�
podpriestor ur�en� vlastn�m ��slom� napr� 
� � 
� i� Vid�me� 
e r � 
� s � 	 �� ��
Nap��eme s�stavu rovn�c �"�"� pre kore* 
��

�x� � x� � �
 � i�x��


x� � x� � �
 � i�x��

�x� � x� � x� � �
 � i�x��

&x� � 
x� � $x� � "x� � �
 � i�x��

po �prave

���� i�x� � x� � ��


x� � ��	� i�x� � ��

�x� � x� � ��
� i�x� � x� � ��

&x� � 
x� � $x� � �
� i�x� � ��

Vidie�� 
e mo
no rie�i� prv� dve rovnice zvl���� Ke� prv� vyn�sob�me dvoma a druh�
komplexn�m ��slom � � i� dostaneme


���� i�x� � 
x� � ��


�� � i�x� � ��
� "i�x� � ��

odkia� vych�dza x� � �� x� � �� Dosaden�m do �� a "� rovnice m�me

��
� i�x� � x� � ��

$x� � �
� i�x� � ��

Po vyn�soben� prvej rovnice ��slom �
 � i� dostaneme dve rovnak� rovnice

$x� � �
� i�x� � ��

$x� � �
� i�x� � ��
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Podpriestor rie�en� danej s�stavy je S � f��� �� i��
�
p� p�! p � Rg N�jdeme jedno

nenulov� rie�enie� napr� pre p � $

�� � �i� � � �i� �
 � i� $ � �i�

Pod�a �vahy v d�kaze vety "�& vektory � � ��� ���
� $� a � � ��� �� 	� �� s�
line�rne nez�visl� a generuj� dvojrozmern� invariantn� podpriestor

����� � fx�� y�! x� y � Rg � fx��� ���
� $� � y��� �� 	� ��! x� y � Rg �
� f��� ���
x � y� $x�! x� y � Rg�

(alej� pod�a �"�	�� plat�

���� � 
�� � � ��� ���"� 	�� � ��� �� 	� �� � ��� ���$� 	���

���� � 
� �� � ��� �� 
� �� � ��� ���
� $� � ��� �� �� $��

Ke�
e matica transform�cie je vzh�adom na kanonick� b�zu� m�
eme vektory pria�
mo transformova� pomocou matice

���� � ��� ���
� $�

�
B�
�	 
 �	 &
�	 	 	 �

� � � $
� � �	 "

�
CA � ��� ���$� 	���

Podobne dostaneme ���� � ��� �� 	� �� �A � ��� �� �� $�� Vykonali sme tak kontrolu
v�sledku� Pros�me �itate�a� aby si overil� 
e pre kore* 
� � 
� i dostaneme ten ist�
podpriestor� (al�� invariantn� podpriestor by sme mohli ur�i� pre korene 
� � i
resp� 
� � �i�
V nasleduj�cich �vah�ch zist�me� ak� je v�znam koe�cientov charakteristick�ho

polyn)mu danej matice A �typu n� n nad po�om F �� Charakteristick� polyn)m je
tvaru

f�
� �

����������

a�� � 
 a�� a�� � � � a�n
a�� a���� a�� � � � a�n
a�� a�� a�� � 
 � � � a�n
���

an� an� an� � � � ann � 


����������
�

�

����������

a�� � 
 a�� � � a�� � � � � � a�n � �
a�� � � a�� � 
 a�� � � � � � a�n � �
a�� � � a�� � � a�� � 
 � � � a�n � �

���
an� � � an� � � an� � � � � � ann � 


����������
�

Vid�me� 
e polyn)m m�
eme p�sa� ako s��et 
n determinantov� z ktor�ch prv�
bude ma� v�etky st+pce len z �prav�ch� �lenov� �al��ch n �

	
n

n��



determinantov

bude ma� n � 	 st+pcov z �prav�ch� �lenov� �al��ch
	
n

�



�
	

n

n��



determinantov

bude ma� �n�
� st+pcov z �prav�ch� �lenov� � � � �
	

n

n�k


�
	
n

k



determinantov bude



x �
 Invariantn� podpriestory ���

ma� �ka
d� z nich� k st+pcov z �prav�ch� �lenov� � � � � 	 �
	
n

�



determinant bude

ma� v�etky st+pce len z ��av�ch� �lenov� tento bude rovn� d�A��
Pozrime sa na jeden z determinantov� nazvime ho hoci Ds� maj�ci k st+pcov

z prav�ch �lenov a teda n�k st+pcov z �av�ch �lenov� Tieto ��av�� st+pce s� vlastne
st+pce matice A� Tak�chto determinantov bude

	
n

k



� teda s � 	� 
� � � � �

	
n

k



�

Napr�klad ak n � &� k � � a vyberieme napr� druh�� piaty a �iesty st+pec�
dostaneme nasleduj�ci determinant Ds� kde s je niektor� z ��sel 	� 
� � � � � �$�

Ds �

�������������

a�� � a�� a�� � � a��
a�� �
 a�� a�� � � a��
a�� � a�� a�� � � a��
a�� � a�� a�� � � a��
a�� � a�� a�� �
 � a��
a	� � a	� a	� � �
 a	�
a�� � a�� a�� � � a��

�������������
�

Ak postupne rozvinieme determinantDs pod�a k st+pcov z �prav�ch� �lenov� ozna��
me ich napr� �i� � �i� � � � � � �ik � dostaneme

��
�k �M �n�k�
s �

kde symbol M �n�k�
s ozna�uje �zvy�n�� determinant� ktor� zostane po rozvinut�

determinantu D pod�a k st+pcov� V na�om pr�klade to bude

Ds � ��
�� �

�������
a�� a�� a�� a��
a�� a�� a�� a��
a�� a�� a�� a��
a�� a�� a�� a��

������� � ��
�� �M �����
s �

Ako vid�me na pr�klade determinant M �n�k�
s pozost�va z t�ch prvkov matice A�

ktor� zostan� po vy�iarknut� st+pcov �i� � �i� � � � � � �ik a riadkov s t�mi ist�mi in�
dexami �i� � �i� � � � � �ik � Tak�to subdeterminant naz�vame hlavn� minor matice A
�n� k��teho r�du�
Ak tento v�po�et prevedieme v ka
dom determinante Ds a spolo�n� �inite� ��
�k
vylo
�me pred z�tvorku� dostaneme�

��
�k�M �n�k�
� �M

�n�k�
� � � � ��M

�n�k�
�nk�

��

S��et
	
n

k



hlavn�ch minorov ozna�me ck! dostaneme t�m nasleduj�ci �len polyn)mu

f�
�

��
�k�M �n�k�
� �M

�n�k�
� � � � � �M

�n�k�
�nk�

� � ck��
�k �

Ak vy��ie uveden� �vahu vykon�me pre k � n� n � 	� � � � � 	� �� dostaneme cha�
rakteristick� polyn)m�

f�
� � ��
�n� cn����
�n��� cn����
�n��� � � �� ck��
�k� � � �� c���
��d�A��
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kde cn�� je s��et hlavn�ch minorov 	� stup*a t�j� prvkov matice A na jej hlavnej
diagon�le� Tento s��et sa naz�va stopa matice� (alej� cn�� je s��et hlavn�ch mino�
rov 
� stup*a� � � � � a
 posledn� determinant m� st+pce len z ��av�ch� �lenov a teda
je rovn� d�A��
Charakteristick� polyn)m zvykneme p�sa� v nasleduj�cej forme

f�
� � ��	�n�
n � cn��

n�� � cn��


n�� � � � �� ��	�n��c�
� ��	�nd�A���

Nech 
�� 
�� � � � � 
n s� korene polyn)mu f�
�� vieme� 
e s��et t�chto kore*ov je
z�porne vzat� koe�cient pri �lene so stup*om �n�	�� teda plat� 
��
�� � � ��
n �
cn��� Vid�me� 
e s��et charakteristick�ch hodn�t je rovn� stope matice�

Pr�klad 	���� Uva
ujme maticu

A �

�
� 	 �	 

�
 � "
�	 �	 "

�
A �

Jej vlastn� hodnoty s� 
� � 	� 
� � 
� 
� � 
�
Pre s��et vlastn�ch hodn�t plat� 
� � 
� � 
� � 	 � 
 � 
 � $ a stopa matice sa
rovn� s��tu prvkov na hlavnej diagon�le� teda 	 � � � " � $�
Vid�me� 
e naozaj s��et vlastn�ch hodn�t sa rovn� stope matice�

Pr�klad 	��	� Postup v�po�tu charakteristick�ho polyn)mu si uk�
eme na jeho
v�po�te pre maticu typu �� �� pri�om bude vidie� v�znam koe�cientov�

f�
� �

������
a�� � 
 a�� a��
a�� a�� � 
 a��
a�� a�� a�� � 


������ �
������
a�� � 
 a�� � � a�� � �
a�� � � a�� � 
 a�� � �
a�� � � a�� � � a�� � 


������ �

�

������
�
 � �
� �
 �
� � �


�������
������
a�� � �
a�� �
 �
a�� � �


�������
������
�
 a�� �
� a�� �
� a�� �


�������
������
�
 � a��
� �
 a��
� � a��

�������

�

������
a�� a�� �
a�� a�� �
a�� a�� �


�������
������
a�� � a��
a�� �
 a��
a�� � a��

�������
������
�
 a�� a��
� a�� a��
� a�� a��

�������
������
a�� a�� a��
a�� a�� a��
a�� a�� a��

������ �
� �
� � 
��a�� � a�� � a��� � 


	�� a�� a��

a�� a��

��� �� a�� a��

a�� a��

��� �� a�� a��

a�� a��

��
� d�A� �

� ��	��	
� � 
��a�� � a�� � a��� � 

	�� a�� a��

a�� a��

��� �� a�� a��

a�� a��

��� �� a�� a��

a�� a��

��
� d�A�


�

� ��	���
� � c�

� � c�
� d�A���
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Pozn�mka 	��� Majme na mysli �tvorcov� maticu typu n� n nad po�om F �
ktorej prvky s� polyn)my v neur�itej 
 stup*a najviac m�t�ho nad t�m ist�m
po�om� Ozna�me ju C�
� a zvykneme naz�va� 
�maticou��Pozri �$� str� 	$'���
Potom je zrejm�� 
e ju m�
eme p�sa� vo forme

C�
� � C� �C�
� � � �� Cm

m�

kde Ci s� matice typu n� n nad F Napr��


� � �
� 
 
� $


� � & 
� � 
� �

�
�

��
 $
�& ��

�
�

�
� 	
� 	

�

�

�

 �
	 	

�

��

De�n�cia 	��� Nech

f�x� � amx
m � am��x

m�� � � � �� a�x� a�

je nejak� polyn)m nad F � Nech A je �tvorcov� matica typu n � n nad F � Potom
v�raz

f�A� � amA
m � am��A

m�� � � � � � a�A� a�Jn

naz�vame polyn
m matice A�

Veta 	�� �Cayleyho � Hamiltonova�� Nech A je �tvorcov� matica typu
n�n nad po
om F � �alej nech P �
� je charakteristick� polyn�m matice A� Potom
P �A� � �n�

D�kaz� Najprv poznamenajme� 
e

P �
� � jA� 
Jnj � an

n � an��


n�� � � � � � a�
� a�

je charakteristick� polyn)m matice A�
K matici �A�
Jn� zostroj�me maticu C�
� tak� 
e jej prvok cik�
� je algebraick�

doplnok patriaci k prvku stojacemu v k�tom riadku a i�tom st+pci v matici �A�
Jn��
Je jasn�� 
e cik�
� je polyn)m v neur�itej 
 stup*a najviac n� 	� Ke�
e

�A� 
Jn�
�� �

	
jA� 
Jnj � C�
��

je aj

�A� 
Jn� � 	
jA� 
Jnj � C�
� � Jn�

�i
e
�A� 
Jn� � C�
� � jA� 
Jnj � Jn�

alebo

�"�	"� P �
� � Jn � �A� 
Jn�C�
��

Vid�me� 
e s��in matice A�
Jn a matice C�
� je diagon�lna matica maj�ca v�etky
prvky hlavnej diagon�ly rovn� P �
��
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Ke�
e maticu C�
� je 
�maticou� v ktorej ka
d� prvok je polyn)m stup*a najviac
�n� 	��ho� pod�a pozn�mky "�& m�
eme ju p�sa� v tvare

C�
� � C� � C�
� � � � �Cn��

n���

kde Ci s� matice typu n� n�
Vypo��tame �av� stranu �"�	"��

P �
� � Jn � anJn � 
n � an��Jn

n�� � � � �� a�Jn
� a�Jn�

Vypo��tajme aj prav� stranu �"�	"��
�A�
Jn�C�
� � �A�
Jn� ��Cn��


n���Cn��

n��� � � ��C�
�C�� � �Cn��


n�
�ACn�� � Cn���
n�� � �ACn�� �Cn���
n�� � � � �� �AC� � C��
 � C��
Porovnan�m koe�cientov z �avej i pravej strany �"�	"� dostaneme

anJn � �Cn��

an��Jn � ACn�� � Cn��

an��Jn � ACn�� � Cn��

���

a�Jn � AC� � C�

a�Jn � AC�

Ke� dan� rovnosti vyn�sob�me z�ava postupne An� An��� An��� � � � � A� A� � Jn�
dostaneme

anA
n � �AnCn��

an��A
n�� � AnCn�� �An��Cn��

an��A
n�� � A

n��
Cn�� �A

n��
Cn��

���

A�A � A�C� �AC�

a�Jn � AC�

Rovnosti s��tame� Dostaneme P �A� � �n� �o bolo treba dok�za�� �

Pozn�mka 	��� Mohlo by sa zda�� 
e do �"�	"� sta�� dosadi� za 
 maticu A�
ale na pravej strane �"�	"� m�me ��slo 
� nie maticu�

Veta 	��� Nech 
 � F je vlastn� hodnota nasledovnej line�rnej transform�cie
� � Vn�F � � Vn�F � danej maticou A vzh
adom na kanonick	 b�zu� Nech � �
� �x�� x�� � � � � xn� je vlastn� vektor transform�cie prisl	chaj	ci vlastnej hodnote 
�
Nech �alej

��A� � amA
m � am��A

m�� � � � �� a�A� a�In

je 
ubovo
n� polyn�m matice A� kde ai � F �
Nech � � Vn�F �� Vn�F � je line�rna transform�cia ur�en� maticou ��A� vzh
adom
na kanonick	 b�zu� Potom
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�� � je vlastn� vektor zobrazenia ��
�� Vlastn� vektor � zobrazenia � sa transformuje vlastnou hodnotou

��
� � am

m � am��


m�� � � � �� a�
� a��

D�kaz� Ke�
e matica A ur�uje � vzh�adom na kanonick� b�zu je

���� � �x�� x�� � � � � xn� �A � 
�x�� x�� � � � � xn��

Vypo��tame ����

���� � �x�� x�� � � � � xn� � ��A� �
� �x�� x�� � � � � xn� � �amAm � am��A

m�� � � � �� a�A� a� � In� �
� am�x�� x�� � � � � xn�Am � am���x�� x�� � � � � xn�Am�� � � � �

� � � � a��x�� x�� � � � � xn�A � a��x�� x�� � � � � xn�In �

� am�x�� x�� � � � � xn� �A �Am�� � am���x�� x�� � � � � xn� �A �Am�� � � � �

� � � � a��x�� x�� � � � � xn�A � a��x�� x�� � � � � xn� �

� am
�x�� x�� � � � � xn��Am�� � am��
�x�� x�� � � � � xn�Am���

� � � �� a�
�x�� x�� � � � � xn� � a� � �x�� x�� � � � � xn� � � � �

� � � � am

m�x�� x�� � � � � xn� � am��


m���x�� x�� � � � � xn��

� � � �� 
�x�� x�� � � � � xn� � a��x�� x�� � � � � xn� �

� �am
m � am��

m�� � � � �� a�
 � a���x�� x�� � � � � xn��

Vypo��tali sme
���� � ��
��x�� x�� � � � � xn� � ��
���

Z tohto vz�ahu vypl�va tvrdenie vety�
	� ��
� je charakteristick� hodnota ��

� � je charakteristick� vektor zobrazenia � transformuj�ci sa vlastnou hod�

notou ��
�� �

D
sledok �� Ak 
 je charakteristick� hodnota matice A� tak 
k je charakteris�
tick� hodnota matice Ak�

D
sledok �� Nech 
�� 
�� � � � � 
n s	 vlastn� hodnoty matice A �t�j� spektrum
matice�� tak 
k� � 
k� � � � � � 
kn je stopa matice Ak�

Pr�klad 	���� Uva
ujme maticu

A �

�
� 	 �	 

�
 � "
�	 �	 "

�
A

z pr�kladu "�	�� Jej vlastn� ��sla s� 
� � 	� 
� � 
� 
� � 
� Overme� 
e 
���

�
��


�
�

je stopa matice A��

A� �

�
� 	 �	 

�
 � "
�	 �	 "

�
A �

�
� 	 �	 

�
 � "
�	 �	 "

�
A �

�
� 	 �� %
�% �
 	

�� �� 	�

�
A �
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Vid�me� 
e stopa matice A� je 	� 
 � 	� � , a s��et 
�� � 
�� � 
�� � 	� 
� � 
� �
� 	 � " � " � ,� teda stopa druhej mocniny matice A sa rovn� s��tu druh�ch
mocn�n vlastn�ch ��sel matice A�

Cvi�enia

	��� Zistite� ktor� z nasleduj�cich podpriestorov s� invariantn� priestory zobra�
zenia � � V��R�� V��R� dan� �vzh�adom na kanonick� b�zu� maticou

A �

�
�

p
�
�

�
p
�
�

� 	 �
�

p
�
�

�
p
�
�

�
A

a� S � f��� x� ��! x � Rg�
b� T � f�x�� x�� x��! 
x� � x� � x� � �g�
c� U � f�x�� �� x��! x�� x� � Rg�
	��� N�jdite charakteristick� hodnoty� charakteristick� vektory �ak existuj��

a jednorozmern� invariantn� podpriestory line�rnych transform�ci� z cvi�enia ����
Kde je to mo
n� preve�te maticu t�chto transform�ci� na diagon�lnu formu�

	��� N�jdite charakteristick� hodnoty� charakteristick� vektory �ak existuj��
a jednorozmern� invariantn� podpriestory line�rnych transform�ci� priestor V��R�
dan�mi nasleduj�cimi maticami� Matice s� vzh�adom na kanonick� b�zu� Kde je to
mo
n� preve�te maticu transform�cie na diagon�lnu formu�

a�
�
� $
� �

�
� b�

�
�� �
"
"' ��$

�
� c�

���% 
%
�$� �%

�
�

	�	� Nech matica

A �
�
a�� a��
a�� a��

�
je maticou line�rnej transform�cie � v priestore V��R�� N�jdite podmienky� pri
ktor�ch m� charakteristick� polyn)m transform�cie �
a� re�lne korene r�zne�
b� dvojn�sobn� kore*�
c� komplexne zdru
en� korene�
V ktor�ch pr�padoch m� zobrazenie jednorozmern� invariantn� priestor#

	��� V priestore V��R� je dan� line�rna transform�cia � �vzh�adom na b�zu
�� � �	� �� ��� �� � ��� 	� ��� �� � ��� �� 	� maticami�
a� maticou z cvi�enia "�	�

b�

�
� 	 � �

� � �	
� �" �

�
A � c�

�
� 
 �	 


$ �� �
�	 � �


�
A � d�

�
� $ % ��
�	 � 	
	 
 �	

�
A �

N�jdite charakteristick� polyn)m� charakteristick� hodnoty� charakteristick� vek�
tory a jednorozmern� invariantn� podpriestory danej transform�cie� Ak transfor�
m�cia � m� tri line�rne nez�visl� vektory� n�jdite maticu transform�cie � v dia�
gon�lnom tvare �"�,��
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	��� Nech P �
� je charakteristick� polyn)m matice A� Na maticiach z cvi�enia
"�
� "�� a "�" overte 
e plat� P �A� � ��

	��� Nech A je regul�rna matica� Dok�
te� 
e vlastn� hodnoty matice A�� s�
prevr�ten� hodnoty vlastn�ch hodn�t matice A�

	��� Nech A je �tvorcov� matica nad po�om re�lnych �komplexn�ch� ��sel� Do�
k�
te� 
e vlastn� hodnoty matice A� s� �tvorce vlastn�ch hodn�t matice A�

	��� Nech A� B regul�rne matice nad po�om re�lnych ��sel� Potom matice AB�
BA s� si podobn�� Dok�
te to� Pok�ste sa dok�za� to len za podmienky� 
e A je
regul�rna matica�

	��
� Je dan� line�rna transform�cia � � V��R� � V��R� maticou z pr�kladu
"�	
� Overte� 
e pre kore* 
� � 
� i dostaneme ten ist� dvojrozmern� invariantn�
podpriestor ako pre kore* 
� � 
 � i� ktor� sme na�li v pr�klade "�	
 a n�jdite
invariantn� podpriestor pre �al�� kore* 
� � i resp� 
� � �i�

x �� Ortogon�lne a symetrick� zobrazenia

Budeme pokra�ova� vo vy�etrovan� line�rnych transform�ci�� V euklidovskom
priestore E�R� sa m�
eme p�ta�� ako tieto transformuj� skal�rny s��in�

De�n�cia ���� Line�rna transform�cia � � E�R� � E�R� sa naz�va ortogo	
n�lna� ke�

pre v�etky ��� � E�R� plat� � ������ ����� � ������

to jest� ke� zachov�va skal�rny s��in�

Pr�klad ���� Nech transform�cia � � V��R�� V��R� je dan� maticou

A �
�

	 �
	 �	

�
�

vzh�adom na b�zu f�����g� kde �� � �	� 	�� �� � �	� ��� Skal�rny s��in vektorov
� � �r� s�� 
 � �u� v� de�nujeme ako obvykle takto� ����� � ru� sv� Zistime� �i �
je ortogon�lna transform�cia�
Najprv vypo��tame s�radnice vektora �� Z rovnice �r� s� � x��	� 	� � x��	� ��

hne� vyjde x� � s� x� � r � s� Analogicky vypo��tame s�radnice vektora ��
y� � v� y� � u� v� S�radnice vektora ���� s�

�x��� x
�
�� � �s� r � s�

�
	 �
	 �	

�
� �r� s � r��

odkia� dostaneme ���� � r�	� 	� � �s � r��	� �� � �s� r�� Podobne vypo��tame�
���� � �v� u�� Vidno� 
e ������ ����� � vs�ru � ������ Ide zrejme o ortogon�lnu
transform�ciu�
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Veta ���� Nech � � E�R�� E�R� je ortogon�lna transform�cia priestoruE�R��
Nech ��� � E�R� s	 
ubovo
n� vektory euklidovsk�ho priestoru� Potom plat��

a� � zachov�va ve
kos� vektora� t�j� j����j � j�j�
b� � zachov�va ortogonalitu� t�j� �	� implikuje ����	�����
c� � zachov�va uhol� t�j� ������ � ������� ������
d� � zachov�va vzdialenos�� t�j� j�� �j � j����� ����j�

D�kaz priamo vypl�va z de�n�cie $�	� lebo pojmy ve�kos�� kolmos�� uhol� vzdia�
lenos� sa de�nuj� pomocou skal�rneho s��inu� �

Napr� ve�kos�� j����j �p������ ����� �
p
����� � j�j�

Veta ���� Nech B � f��� ��� � � � � �ng je ortonorm�lna b�za euklidovsk�ho pries�
toru E�R�� Matica A typu n � n je maticou ortogon�lnej line�rnej transform�cie
� � E�R�� E�R� vzh
adom na b�zu B pr�ve vtedy� ke�

�$�	�
nX

k
�

aik � ajk � 	ij �

kde 	ij je Kroneckerova delta�

Pozn�mka ���� Kroneckerova delta je de�novan� nasledovne�

	ij �
�
�� ak i �� j�

	� ak i � j�

D�kaz vety ���� I� Nech �i� �j � B s� �ubovo�n� vektory ortonorm�lnej b�zy�
Nech �alej A je maticou ortogon�lnej transform�cie� Potom pod�a ���"�

���i� �
nX

k
�

aik�k� ���j� �
nX

k
�

ajk � �k�

Ke�
e �i� �j s� vektory ortonorm�lnej b�zy� pod�a vety $�� a de�n�cie $�% kapitoly 

plat� ��i� �j� � 	ij � Preto

	 � j�ij � ��i� �i� � ����i�� ���i�� �

� �ai��� � �i��� � � � �� ain�n� ai��� � ai��� � � � �� ain�n� �

� a�i� � a�i� � � � �� a�in �
nX

k
�

a�ik �
nX

k
�

aik � aik�

(alej� ak i �� j� tak

� � ��i� ��� � ����i�� ���j �� �

� �ai��� � ai��� � � � �� ain�n� aj��� � aj��� � � � �� ajn�n� �

� ai�aj� � ai�aj� � � � �� ainajn �
nX
i
�

aik � ajk �
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Vid�me� 
e $�	 plat��
II� Nech naopak A m� vlastnos� �$�	�� Nech ��� � E�R� s� �ubovo�n� vektory

� � x��� � x��� � � � �� xn�n�

� � y��� � y��� � � � �� yn�n�

M�me

����� � �x��� � x��� � � � �� xn�n� y��� � y��� � � � �� yn�n� �

� x�y� � x�y� � � � �� xnyn �
nX
i
�

xiyi�

lebo ��i� �j� � 	ij � Pod�a �
�"� vektor s�radn�c ���� je

�x�� x�� � � � � xn�A �



nX
i
�

xiai��

nX
i
�

xiai�� � � � �

nX
i
�

xiain

�
�

Podobne vektor s�radn�c ���� je

�y�� y�� � � � � yn�A �

�
� nX

j
�

yjaj��

nX
j
�

yjaj�� � � � �

nX
j
�

yjajn

�
A �

Tak isto ako ������ vypo��tame aj ������ ������

������ ����� �
nX
i
�

xiai�

nX
j
�

yjaj��
nX
i
�

xiai�

nX
j
�

yjaj�� � � ��
nX
i
�

xiain

nX
j
�

yjajn �

�
nX
i
�

nX
j
�

xiyjai�aj� �
nX
i
�

nX
j
�

xiyjai�aj� � � � ��
nX
i
�

nX
j
�

xiyjainajn �

�
nX

k
�

nX
i
�

nX
j
�

xiyjaikajk �
nX
i
�

nX
j
�

xiyj

nX
k
�

aikajk �

�
nX
i
�

nX
j
�

xiyj	ij �
nX
i
�

xiyi � ������

Vid�me� 
e � zachov�va skal�rny s��in� preto je ortogon�lnou transform�ciou� �

Pr�klad ���� Postup �asti II d�kazu predch�dzaj�cej vety demon�trujeme na
priestore E�R� dimenzie dva�

������ ����� �
�X

i
�

xiai�

�X
j
�

yjaj� �
�X

i
�

xiai�

�X
i
�

yjaj� �

� �x�a�� � x�a��� � �y�a�� � y�a��� � �x�a�� � x�a��� � �y�a�� � y�a��� �

� x�y�a
�
�� � x�y�a��a�� � x�y�a��a�� � x�y�a

�
�� � x�y�a

�
�� � x�y�a��a���

� x�y�a��a�� � x�y�a
�
�� � x�y��a��� � a���� �z �

�

� � x�y��a��a�� � a��a��� �z �
�

��

� x�y��a��a�� � a��a��� �z �
�

� � x�y��a��� � a���� �z �
�

� � x�y� � x�y� � ������
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Pr�klad ���� V pr�klade $�	 sme mali ortogon�lnu transform�ciu vektorov�ho
priestoru V��R� dan� maticou

A �

�
	 �
	 �	

�
�

ktor� evidentne nesp+*a podmienku �$�	� z vety $�
� Je to preto� lebo b�za v danom
pr�pade nie je ortonorm�lna �ani len ortogon�lna�� Ak prejdeme k ortonorm�lnej
�kanonickej� b�ze

�� � �	� �� � � � �	� 	� � 	 � �	� �� � � � �� � 	 � ���
�� � ��� 	� � 	 � �	� 	� � 	 � �	� �� � 	 � �� � 	 � ���

vid�me� 
e matica prechodu a jej inverzn� matica s�

P �
�
� 	
	 �	

�
a P

�� �
�
	 	
	 �

�
�

Pod�a vety 
�" matica zobrazenia � vzh�adom na kanonick� b�zu bude

B � PAP
�� �

�
� 	
	 �	

��
	 �
	 �	

��
	 	
	 �

�
�

�
	 �	
� 	

��
	 	
	 �

�
�

�
� 	
	 �

�
�

ktor� u
 podmienku �$�	� sp+*a�

Pr�klad ��	� Zistime ak� s� �v�etky mo
n�� ortogon�lne zobrazenia v priesto�
re V��R��
Nech ortogon�lne zobrazenie � � V��R�� V��R� je dan� vzh�adom na kanonick�

b�zu maticou

A �
�
a�� a��
a�� a��

�
�

Potom na z�klade vety $�
 plat��

�$�
�
�X

k
�

aik � ajk � 	ij �

Pre vo�bu indexov i� j m�me len �tyri mo
nosti� i � j � 	� alebo i � j � 
� alebo
i � 	� j � 
� alebo i � 
� j � 	� �itate� �ahko prever�� 
e uplatnen�m prvej z �$�
�
dostaneme �a�� uplatnen�m druhej �b� a kone�ne uplatnen�m tretej alebo �tvrtej
m�me �c�� Teda

a��� � a��� � 	��a�

a��� � a��� � 	��b�

a��a�� � a��a�� � ���c�

Zo vz�ahu �a� hne� vid�me� 
e existuje uhol � tak�� 
e cos� � a�� a z�rove*
sin� � a��� M�me dve mo
nosti�



x �
 Ortogon�lne a symetrick� zobrazenia ���

Po prv�� a�� �� �� Potom a�� �� �� Naozaj� ak by a�� � �� tak z �c� m�me a�� � ��
t�j� druh� riadok matice A by bol nulov�� �o odporuje �b�� Preto z �c� vypl�va

tg� �
a��
a��

� �a��
a��

�

Odtia� dost�vame a�� � 
 sin� a�� � 
 cos�� Preto pre maticu A m�me len dve
mo
nosti�

A �
�

cos� sin�
� sin� cos�

�
alebo A �

�
cos� sin�
sin� � cos�

�
�

Prv� matica je maticou transform�cie� ktor� je oto�en�m o uhol ��
Skuto�ne�

����� � �	� ��

�
cos� sin�

� sin� cos�

�
� �cos�� sin���

����� � ��� 	�

�
cos� sin�

� sin� cos�

�
� �� sin�� cos���

ako to vid�me na obr�zku�

�	�

	

x

y

�

�

��

��

�����

����� cos�z �� �
� sin�z �� �

��
�sin�

cos�

�������
������

Pre zn�zornenie transform�cie sa vyu
�va fakt� 
e
vektorov� priestor dvoj�c re�lnych ��sel V��R�
a priestor orientovan�ch �se�iek vych�dzaj�cich
z po�iatku s�radnicovej s�stavy s� izomorfn��
Miesto vektora �x�� x�� �aritmetick� vektor� je

zn�zornen� orientovan� �se��
ka �geometrick� vektor� vy�
ch�dzaj�ca z po�iatku s�rad�
n�c� ktorej koncov� bod m�
s�radnice �x�� x���

Druh� matica je maticou symetrie vzh�adom na os zvieraj�cu s osou x uhol �
� �

Skuto�ne�

����� � �	� ��
�
cos� sin�
sin� � cos�

�
� �cos�� sin���

����� � ��� 	�
�
cos� sin�
sin� � cos�

�
� �sin��� cos���

ako to vid�me na obr�zku�
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�	�

	

x

y

�
�

�
�

os symetrie

�

��

��

�����

�����




�

cos�z �� �

� �z �
sin�

����
���� cos�

sin�

������
�����

Ke�
e vektor ����� je obrazom
vektora �� pod�a osi symetrie
zvieraj�cej s kladn�m smerom
osi x uhol �

�
� pre ve�kosti uhlov

zn�zornen�ch na obr�zku plat��
� � �

�
� �

�
� 
� Preto � � 
�

Odtia� u
 vidie�� 
e uhol� ktor�
zviera vektor ����� so z�porn�m
smerom osi y m� tie
 ve�kos� ��

Po druh�� a�� � �� Potom z �a� vypl�va a�� � 
	 a z �c� m�me a�� � �� (alej
z �b� dost�vame a�� � 
	� Ak zvol�me a�� � 	� m�me dve mo
nosti�
	�

A �
�

� 	
�	 �

�
�
�

cos �� sin �
�

� sin �
� cos ��

�
�


�

A �
�
� 	
	 �

�
�
�
cos �

�
sin �

�
sin �

� � cos ��

�
�

Prv� mo
nos� znamen� oto�enie o uhol �
� � druh� symetriu vzh�adom na os y � x�

Ak zvol�me a�� � �	� op�� m�me dve mo
nosti�
	�

A �

�
� �	
	 �

�
�

�
cos ��

� sin ��
�

� sin ��
� � cos ��

�

�
�

ide o oto�enie o uhol ��
� �


�

A �
�

� �	
�	 �

�
�
�
cos ��

�
sin ��

�

sin ��
�

� cos ��
�

�
�

ide o symetriu vzh�adom na os y � �x� ktor� zviera s osou x uhol ��
�
�

Vidie�� 
e v�etky �tyri pr�pady pre a�� � � s� len �peci�lnymi pr�padmi oto�enia
alebo symetrie� M�me teda len dvojak� ortogon�lne transform�cie v rovine dan�
maticami �

cos� sin�
� sin� cos�

�
a

�
cos� sin�
sin� � cos�

�
�

Vypo��tajme charakteristick� polyn)m prvej

f�
� �

���� cos� � 
 sin�
� sin� cos� � 


���� � 
��
 cos�
�cos� ��sin� � � 
���
 cos��
�	�
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Jeho korene s�

�� � cos� 


p
cos� � � 	 �

Ak � � ��
k�� kde k � Z� tak 
��� � 	� Ide o oto�enie o nulov� uhol� �i
e identick�

zobrazenie� ktor�ho matica je
�
� �

� �

�
� Ak � �� � � 
k�� tak existuj� komplexne

zdru
en� korene a najmen��m invariantn�m podpriestorom priestoru V��R� je on
s�m�
Vypo��tajme charakteristick� polyn)m druhej�

f�
� �

���� cos� � 
 sin�
sin� � cos� � 


���� � 
� � cos� � � sin� � � 
� � 	�

Vid�me� 
e charakteristick� ��sla s� 
��� � 
	� Pre 
� � 	 m�me s�stavu

�cos� � 	�x� � �sin��x� � ��

�sin��x� � �cos� � 	�x� � ��

M�me dve mo
nosti� Po prv�� � � ��
k�� kde k � Z� Potom ide o symetriu pod�a
osi x� Na�a s�stava m� tvar

� � x� � � � x� � ��

� � x� � 
 � x� � ��

ktorej podpriestor rie�en� je f�p� ��! p � Rg� Vidie�� 
e vlastn�m vektorom je ka
d�
vektor le
iaci na osi x� �i
e jednorozmern� invariantn� podpriestor tvoria v�etky
vektory le
iace na osi x�
Po druh�� � �� � � 
k�� Potom ak prv� rovnicu vyn�sob�me ��slom sin�� druh�
��slom cos� � 	� dostaneme s�stavu

sin��cos� � 	�x� � �sin� ��x� � ��

sin��cos� � 	�x� � �	 � cos� ��x� � ��

ktor� m� len jedin� line�rne nez�visl� rovnicu a podpriestor rie�en� ktorrej je�
�
	 � cos�
sin�

p� p�! p � R

�
�

Ke�
e matica A je dan� vzh�adom na kanonick� b�zu� tento podpriestor je z�rove*
aj invariantn�mpodpriestorom symetrie� Polo
iac p � sin�� m�me charakteristick�
vektor

� � �	 � cos�� sin���

prin�le
iaci vlastn�mu ��slu 	�

Pre 
� � �	 m�me s�stavu

�cos� � 	�x� � �sin��x� ���

�sin��x� � �cosx � 	�x� ���
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Znova m�me dve mo
nosti� Po prv�� � � �� 
k�� kde k � Z� Op�� ide o symetriu
pod�a osi x� Na�a s�stava m� tvar


 � x� � � � x� � ��

� � x� � � � x� � ��

ktorej podpriestor rie�en� je f��� p�! p � Rg� Vidie�� 
e vlastn�m vektorom je ka
d�
vektor le
iaci na osi y� �i
e jednorozmern� invariantn� podpriestor tvoria v�etky
vektory le
iace na osi y�
Po druh�� � �� � � 
k�� Potom ak prv� rovnicu vyn�sob�me ��slom sin�� druh�
��slom 	 � cos�� dostaneme s�stavu

sin��cos� � 	�x� � �sin� ��x� � ��

sin��cos� � 	�x� � �	 � cos� ��x� � �

Zasa ide len o jedin� line�rne nez�visl� rovnicu� Podpriestor rie�en� s�stavy je�
�
cos� � 	
sin�

p� p�! p � R

�
�

Podobne ako predt�m� tento podpriestor je z�rove* aj invariantn�m podpriestorom
symetrie� Pre p � sin�� m�me charakteristick� vektor

� � �cos� � 	� sin���

prin�le
iaci vlastn�mu ��slu �	�
Situ�ciu ilustrujeme na nasleduj�com obr�zku�

�	�

	

x

y

�
�

�
�

os symetrie

�

��

�����

�
�

����

p

�

��cos�z �� �cos���z �� �

� �z �
cos�

� �z �
cos�� �z �

	 � cos�

������
�����
sin�sin�

������
�����

Vidie�� 
e charakteristick� vektor � � �	 � cos�� sin�� le
� na osi symetrie
a charakteristick� vektor � � �cos��	� sin�� le
� na priamke kolmej na os symetrie�



x �
 Ortogon�lne a symetrick� zobrazenia ���

Vo vete $�
 sme dok�zali� 
e re�lna matica A typu n�n je maticou ortogon�lneho
zobrazenia ak je pre *u splnen� podmienka �$�	� t�j�

nP
k
�

aik � ajk � 	ij � Ak si

uvedom�me� 
e v matici AT s� riadky matice A st+pcami� podmienku �$�	� mo
no
preformulova� a plat�

Veta ��� �in� znenie vety ����� Matica A typu n�n je maticou ortogon�lnej
transform�cie � � E�R� � �R� vzh
adom na ortonorm�lnu b�zu pr�ve vtedy� ke�

�$��� A �AT � Jn�

De�n�cia ���� 1tvorcov� matica typu n � n nad nejak�m telesom sa naz�va
ortogon�lna� ak plat�

A �AT � Jn�

Pozn�mka ���� Z podmienky �$�	� vypl�va� 
e matica A nem� 
iadny riadok
nulov�� Ke�
e �nenulov�� riadky ortogon�lnej matice A s� navz�jom ortogon�lne� s�
aj line�rne nez�visl� a teda A je regul�rna matica� (alej hne� vidie�� 
e AT � A��

a teda aj AT �A � Jn t�j� aj AT je ortogon�lna� (alej ak A�B s� ortogon�lne matice�
tak �A �B�T � BT �AT a tak �A �B� � �A �B�T � A � �B �BT � �AT � Jn� To znamen��
s��in ortogon�lnych mat�c je ortogon�lna matica� Mno
ina v�etk�ch ortogon�lnych
mat�c �typu n�n� je podpologrupou multiplikat�vnej grupy regul�rnych mat�c� Je
aj jej podgrupou� lebo ak A�B s� ortogon�lne matice� tak A � B�� je ortogon�lna�
Naozaj� �AB����AB���T � �ABT ��ABT �T � A�BTB�AT � Jn� �itate� si premysl��

e vzh�adom na tento fakt je aj grupa ortogon�lnych transform�ci� podgrupou grupy
regul�rnych transform�ci� euklidovsk�ho priestoru dimenzie n�

Prejdime k �al�iemu typu transform�cie euklidovsk�ho priestoru E�R��

De�n�cia ���� Ak pre line�rnu transform�ciu � � E�R�� E�R� euklidovsk�ho
priestoru plat�

pre v�etky ��� � E�R� �������� � ��� ������

tak sa naz�va symetrickou transform�ciou�

Pr�klad ���� Nech � � V��R� � V��R� je transform�cia ur�en� vzh�adom na
b�zu f�	� 	�� �	� ��g maticou

A �

��	 "

 �	

�
�

Zistime� �i � je symetrick�� V pr�klade $�	 sme vypo��tali� 
e vektor s�radn�c vektora
� � �r� s��vzh�adom na dan� b�zu je �s� r� s�� Pod�a �
�"� vektor s�radn�c vektora
���� bude

�s� r � s�
��	 "


 �	
�
� �
r � �s��r � $s��

Potom ���� � �
r � �s��	� 	� � ��r � $s��	� �� � �r � 
s� 
r � �s�� Ak zvol�me
� � �u� v� analogicky zist�me� 
e ���� � �u� 
v� 
u� �v�� Po��tajme teda

�������� � �r � 
s�u � �
r � �s�v � ru � 
su� 
rv � �sv�

��� ����� � r�u � 
v� � s�
u� �v� � ru� 
rv � 
su� �sv�

Dostali sme rovnak� v�sledky� preto �������� � ��� ������ Ide teda o symetrick�
transform�ciu�
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Veta ��	� Matica A typu n � n �nad R� je maticou symetrickej transform�cie
� � E�R�� E�R� vzh
adom na ortonorm�lnu b�zu pr�ve vtedy� ke� je symetrick��

D�kaz� Nech A je maticou nejakej transform�cie vzh�adom na ortonorm�lnu
b�zu f��� � � � � �ng� Nech � � x����x����� � ��xn�n a � � y����y����� � ��yn�n
s� �ubovo�n� vektory priestoru E�R�� Vypo��tajme ich obrazy

���� � x������ � x������ � � � �� xn���n� �

� x�

nX
j
�

a�j�j � x�

nX
j
�

a�j�j � � � �� xn

nX
j
�

anj�j �

�
nX
i
�

xi

nX
j
�

aij�j �
nX
i
�

nX
j
�

xiaij�j �
nX

j
�



nX
i
�

xiaij

�
� �j �

Analogicky dostaneme

���� �
nX

j
�



nX
i
�

yiaij

�
�j �

Ke�
e b�za f��� ��� � � � � �ng je ortonorm�lna� t�j� ��i� �j � � 	ij � dost�vame

�������� �
nX

j
�



nX
i
�

xiaij

�
yj � ��� ����� �

nX
j
�



nX
i
�

yiaij

�
xj �

Z posledn�ch dvoch rovnost� vypl�va� 
e �������� � ��� ����� pr�ve vtedy� ke�
aij � aji� �itate� to hne� uvid�� ke� si prav� stranu prvej rovnosti prep��e na
nP
i
�

	 nP
j
�

xjaji


yi� �

Pr�klad ���� V pr�klade $�$ matica A �
��� �

� ��

�
symetrickej transform�cie

� � V��R� � V��R� nebola symetrick�� To preto lebo b�za f�	� 	�� �	� ��g nie je
ortonorm�lna� Tak ako v pr�klade $�� prejdeme ku kanonickej �ortonorm�lnej� b�ze

pomocou matice prechodu �a jej inverznej matice� P �
�

� �

� ��

�
� a P�� �

�
� �

� �

�
�

Preto

B �

�
� 	
	 �	

���	 "

 �	

��
	 	
	 �

�
�

�

 �	

�� $

��
	 	
	 �

�
�

�
	 


 ��

�

je matica transform�cie � v ortonorm�lnej b�ze� ktor� je u
 symetrick��

Veta ���� Nech A je symetrick� matica typu n � n nad po
om re�lnych ��sel�
Potom v�etky jej vlastn� ��sla s	 re�lne�

D�kaz� Nech E�R� je euklidovsk� priestor dimenzie n� Pod�a vety $�" maticu A
m�
eme pova
ova� za maticu symetrickej transform�cie

� � E�R�� E�R��
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vzh�adom na ortonorm�lnu b�zu�
Dok�
eme� 
e polyn)m

f�
� � jA� 
Jnj
m� len re�lne korene� Predpokladajme nepriamo� 
e polyn)m m� komplexn� kore*

 � r�si� s �� �� Potom ako v d�kaze vety "�& zostroj�me line�rne nez�visl� vektory
��� tak�� 
e plat� �"�	��� t�j�

���� � r� � s��

���� � r� � s��

Potom m�me

�������� � r����� � s������

��� ����� � r����� � s������

Odkia�
s������ � ������ � �

Ke�
e s �� �� � �� �
� � �� �
 posledn� rovnos� nem�
e nasta� � spor� �

D
sledok� Ka
d� symetrick� transform�cia � � E�R� � E�R� m� aspo� jeden
charakteristick� vektor� t�j� aspo� jeden jednorozmern� invariantn� podpriestor�

D�kaz� Je to jasn�� lebo charakteristick� polyn)m m� aspo* jeden re�lny kore*
�pozri vetu "�&�� �

Lema ���� Nech � � E�R� � E�R� je symetrick� transform�cia euklidovsk�ho
priestoru dimenzie n� Nech � je charakteristick� vektor tejto transform�cie prisl	�
chaj	ci vlastnej hodnote 
� Nech S je mno
ina v�etk�ch vektorov priestoru E�R��
ktor� s	 ortogon�lne k vektoru �� Potom S je podpriestor dimenzie n � 	 inva�
riantn� k transform�cii ��

D�kaz� a� Dok�
eme�
e S �� E�R�� Nech ��� � S� Potom �� � ���� �
� ����� � ����� � � � � � �� �i
e �� � � S� Podobne sa dok�
e� 
e c� � S� kde
c � R�
b� Ak v E�R� uplatn�me ortogonaliza�n� proces tak� aby � bol prv� vektor

ortogon�lnej b�zy� f�������� � � � ��ng vid�me� 
e S � ������� � � � ��n� a teda
d�S� � n� 	�
c� Dok�
eme� 
e S je invariantn� podpriestor� Nech � � S� t�j� ����� � ��

Vidie�� 
e ���� � S� Naozaj� �������� � ��� ����� � ��� 
�� � 
����� � �� �

Veta ���� Nech � � E�R�� E�R� je symetrick� transform�cia� Potom existuje
ortonorm�lna b�za priestoru E�R� tak�� 
e matica transform�cie � vzh
adom na
�u m� diagon�lny tvar�

D�kaz� Vzh�adom na vetu "�% sta�� v E�R� zostroji� ortonorm�lnu b�zu pozos�
t�vaj�cu z vlastn�ch vektorov� To urob�me takto�
Zvol�me v E�R� vlastn� vektor �� ktor� existuje pod�a d�sledku vety $�$� Potom

aj �� � �

j�j je vlastn� vektor ve�kosti jedna�
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Pod�a lemy $�	 zostroj�me invariantn� podpriestor S� v ktorom pod�a toho ist�ho
d�sledku existuje jednotkov� vlastn� vektor �� ortogon�lny k ��� Takto postupu�
jeme �alej a
 zostroj�me b�zu f������ � � � ��ng navz�jom ortogon�lnych vlastn�ch
vektorov ve�kosti jedna� �

Pr�klad ���� Vo vektorovom priestore V��R� je dan� symetrick� zobrazenie �
nasledovnou maticou �vzh�adom na kanonick� b�zu� ktor� je zrejme ortonorm�lna��

B�
	 	 	 	
	 	 �	 �	
	 �	 	 �	
	 �	 �	 	

�
CA �

N�jdeme ortogon�lnu b�zu priestoru V��R� pozost�vaj�cu z invariantn�ch vekto�
rov� Ak prejdeme na t�to b�zu� tak pod�a vety $�% matica transform�cie bude ma�
diagon�lny tvar�
Najprv n�jdeme vlastn� ��sla transform�cie� Charakteristick� rovnica je�������

	� 
 	 	 	
	 	� 
 �	 �	
	 �	 	� 
 �	
	 �	 �	 	� 


������� � ��

Ak prv� riadok determinantu od��tame od ostatn�ch a determinant rozvinieme
pod�a posledn�ho riadku� dostaneme�������
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 � � � � � �
�
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� � ��

Dostali sme charakteristick� rovnicu �
 � 
���
 � 
� � �� ktor� m� korene

� � �
� 
� � 
� � 
� � 
� Pod�a �"�$� s�stava rovn�c pre kore* 
� bude

�x� � x� � x� � x� � ��

x� � �x� � x� � x� � ��

x� � x� � �x� � x� � ��

x� � x� � x� � �x� � ��

ktor� uprav�me na

�x� � x� � x� � x� � ��

x� � x� � ��

x� � x� � ��



x �
 Ortogon�lne a symetrick� zobrazenia ���

Vid�me� 
e s�stava m� len tri line�rne nez�visl� rovnice� Polo
�me x� � p a dosta�
neme podpriestor rie�en� danej s�stavy f�p��p��p��p�! p � Rg� Pre p � 	 m�me
charakteristick� vektor prisl�chaj�ci vlastn�mu ��slu �


� � �	��	��	��	��

Pre vlastn� ��slo 
 �trojn�sobn� kore*� m�me s�stavu

�x� � x� � x� � x� � ��

x� � x� � x� � x� � ��

x� � x� � x� � x� � ��

x� � x� � x� � x� � ��

Hne� vidie�� 
e s�stava m� len jednu line�rne nez�visl� rovnicu� Preto podpriestor
jeho rie�en� bude f�p�� p�� p�� p�� p�� p��! p�� p�� p� � Rg� Dostaneme tri vektory
prisl�chaj�ce vlastn�mu ��slu 
�


� � �	� 	� �� ���


� � �	� �� 	� ���


� � �	� �� �� 	��

�itate� nech sa presved�� o tom� 
e tieto vektory s� line�rne nez�visl�� ale nie navz��
jom ortogon�lne� Na druhej strane� v�etky s� ortogon�lne k vektoru �� Preto pod�a
lemy $�	 generuj� invariantn� podpriestor �
�� 
�� 
��� (alej� nech �itate� skontro�
luje� 
e v�etky �tyri vlastn� vektory �� 
�� 
�� 
� s� line�rne nez�visl� a teda tvoria
b�zu priestoru V��R�� Keby sme t�to b�zu pou
ili u
 teraz� dostali by sme u
 pod�a
vety "�% diagon�lnu maticu zobrazenia� My v�ak chceme� aby b�zu tvorili navz�jom
ortogon�lne vlastn� vektory� �o m� ilustrova� vetu $�%� Uplatn�me preto ortogona�
liza�n� proces pop�san� v paragrafe $ kapitoly 
 �pozri vetu $�"� tak� aby vznikla
ortogon�lna b�za f��� ��� ��� ��g pozost�vaj�ca z vlastn�ch vektorov� Zoberme b�zu
f�� 
�� 
�� 
�g� Ke�
e vektory � a 
� s� ortogon�lne� m�
eme prv� krok ortogona�
liza�n�ho procesu vynecha� a rovno polo
i� �� � �� �� � 
� a prikro�i� k druh�mu
kroku� �� � 
�� c���� c���� Ponech�me na �itate�a� aby zistil� 
e c� � �� c� � ��

�

a vypo��tal �� � ��� ���
� � 	� ��� V �al�om kroku polo
�me �� � 
��d����d����d����

�itate� znova zist�� 
e d� � �� d� � ��
� � d� � � �

� a vypo��ta �� � ��� ���
� ���

� � 	��
Ke�
e n�soben�m vektora nenulov�m skal�rom sa zrejme ortogonalita neporu���
m�
eme miesto vektora �� resp� �� vzia� jeho dvojn�sobok resp� trojn�sobok�
M�me tak ortogon�lnu b�zu

B � f�	��	��	��	�� �	� 	� �� ��� �	��	� 
� ��� �	��	��	� ��g�

Je jednoduch� sa uisti�� 
e vektory s� naozaj navz�jom ortogon�lne �teda aj line�rne
nez�visl��� 
e vektory ��� �� a teda aj ich n�sobky s� vlastn� vektory zobrazenia ��
Pod�a vety "�% matica transform�cie vzh�adom na b�zu B je diagon�lna� M�
eme
sa o tom presved�i� aj priamo� Naozaj pod�a d�sledku vety "�% matica prechodu
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od kanonickej b�zy k b�ze B je �jej inverzn� maticu �itate� vypo��ta ako u
ito�n�
cvi�enie�

P �

�
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Matica transform�cie vzh�adom na b�zu B je�
B�
	 �	 �	 �	
	 	 � �
	 �	 
 �
	 �	 �	 �

�
CA �

�
B�
	 	 	 	
	 	 �	 �	
	 �	 	 �	
	 �	 �	 	

�
CA �

�
BBB�

�
�

�
�

�
	

�
��

��
�

�
�

��
	

� �
��

��
�

� �
�

� �
��

��
�

� � �
�

�
CCCA �

�

�
B�
�
 
 
 


 
 � �

 �
 " �

 �
 �
 %

�
CA �

�
BBB�

�
�

�
�

�
	

�
��

� �
�

�
�

��
	

� �
��

� �
� � �

� � �
��

� �
� � � �

�

�
CCCA �

�
B�
�
 � � �
� 
 � �
� � 
 �
� � � 


�
CA �

V�sledn� matica transform�cie vzh�adom na ortogon�lnu b�zu B je diagon�lna
matica� na hlavnej diagon�le ktorej s� vlastn� ��sla transform�cie� Ponech�me �ita�
te�ovi� aby vykonal prechod na ortonorm�lnu b�zu a ur�il maticu prechodu od kano�
nickej b�zy priamo k ortonorm�lnej b�ze� Ak� bude matica transform�cie vzh�adom
na t�to b�zu# �itate� iste vie� 
e bude tak� ist�� zatia� �o matica prechodu bude�
pravda
e� in��

Cvi�enia

��� V priestore V��R� je dan� line�rna transform�cia � � V��R�� V��R�� Zistite
priamo �bez pou
itia vety $�
� �i ide o ortogon�lnu transform�ciu�

a� ����� � ��� ����� � ����
b� ����� � ���� ����� � ���
c� ����� � ���� ����� � ����
d� ����� � ��� ����� � ���

kde f��� ��g je kanonick� b�za priestoru V��R��
��� V priestore V��R� je dan� b�za �� � ��� 
�� �� � �	� 	�� Rozhodnite� �i

line�rne transform�cie dan� maticami s� ortogon�lne transform�cie�

A �


p
�� 
 ��

p
����
�

�	
p
���
�

�
� B �

�
' 	
� $

�
�

��� V priestore V��R� je dan� b�za �� � ��� 
�� �� � �	� 	�� Rozhodnite� �i
line�rne transform�cie dan� maticami s� symetrick� transform�cie�
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� B �
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x �
 Ortogon�lne a symetrick� zobrazenia ���

��	 V priestore V��R� je dan� line�rna transform�cia � � V��R�� V��R�� Zistite
�i ide o symetrick� transform�ciu�

a� ���x� y�� � �x � $y� $x� 
y��
b� ���x� y�� � �x � 
y� �x� "y��

��� Vo vektorovom priestore V��R� s� dan� symetrick� transform�cie nasledov�
n�mi maticami �vzh�adom na kanonick� b�zu�� Pre ka
d� z nich n�jdite ortonor�
m�lnu b�zu pozost�vaj�cu z invariantn�ch vektorov� maticu prechodu k tejto b�ze�
ako aj diagon�lnu maticu transform�cie vzh�adom na t�to b�zu�
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N�vod� Matica E m� charakteristick� polyn)m �
� �"$
� � %"'
� 
,	%� ktor�
m� korene 
� � ,� 
� � 
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