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Kapitola 1

ZAKLADNE ALGEBRAICKE STRUKTURY

Zo strednej skoly ¢itatel pozna zakladné aritmetické operacie: s¢itanie, odéita-
nie, nasobenie a delenie realnych ¢isel. Cielom tejto ivodnej kapitoly je zovieobecnit
uvedené pojmy na pojem binarnej algebraickej operacie a uviest zakladné vlastnosti
binarnych operacii a algebraickych struktir s jednou a dvoma binarnymi opera-
ciami. 7 nich najdolezitejsie budi grupa a pole, ktoré st nevyhnutné pri definicii
vektoroveho priestoru ako zakladného pojmu linearnej algebry. Budeme predpokla-
dat, ze ¢itatel pozna zakladné poznatky o mnoZinach (rozne spésoby zadania mno-
ziny, sposob dokazovania rovnosti mnozin, operacie s mnozinami ako st prienik,
zjednotenie, rozdiel, karteziansky siéin, niektoré mnozinové identity atd.), o vy-
rokoch a vyrokovych formach (operacie s vyrokmi, tabulky pravdivosti, niektoré
dolezité tautologie, pojem oboru definicie a oboru pravdivosti vyrokovej formy,
kvantifikatory a ich negovanie atd.), o bindrnych relaciach a zobrazeniach (sklada-
nie reldcii a zobrazeni, vztah medzi relaciou ekvivalencie a rozkladom mnoziny na
disjunktné triedy atd.). Pre tspesné studium tejto kapitoly, a celého skripta, bude
velmi uZitoéné ¢o najskor si odstranit pripadné nedostatky vo vedomostiach o prave
vymenovane]j problematike. Vietko to moZno najst napr. v [11], [13] alebo [15].

§ 1. Grupoidy, pologrupy, monoidy

Uvazujme o s¢itani redlnych ¢isel. Ak vezmeme dve redlne éisla a,b (dva prvky
mnoziny R), vieme urit tretie redlne éislo ¢, ktoré nazveme stcet éisel a,b. Zapi-
sujeme ¢ = a + b. Realne ¢islo ¢ uréime tak, Ze redlne ¢isla a,b znamym spésobom
s¢itame. Je jasné, Ze takto mozeme séitat fubovolné dve realne ¢éisla. TakZe plati:

Ku kazdym dvom realnym c¢islam a,b € R

existuje realne cislo ¢ € R také, ze ¢ = a + b.
Alebo inymi slovami:

Ku kazdej dvojici realnych ¢isel [a,b] € R x R, kde R x R je kartezian-

sky stvorec mnoziny R, existuje realne cislo ¢ € R také, ze ¢ = a + b.
Nasledujica definicia obsahuje zovseobecnenie pojmu ,aritmetickd operacia
v mnozine realnych ¢éisel* na pojem ,binarna algebraicka operacia v Tubovolne;j
neprazdnej mnozine®.

Definicia 1.1. Nech A je neprazdna mnoZina. Zobrazenie
x: AxA—= A

nazyvame bindrna algebraicka operdcia na mnozine A. Ak zobrazenie x dvojici
[x,y] € A x A priraduje prvok z € A, tak miesto zépisu *([z,y]) = z piSeme
x *y = z. Prvok z nazyvame kompoziciou prvkov x,y (v danom poradi). Niekedy
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ho nazyvame aj vysledkom operacie *. Prvok = je prvy, prvok y druhy komponent
danej operacie.

Priklad 1.1. Operécia séitania ,+“ je binarnou operaciou na mnozine prirodze-
nych ¢isel N, zatial ¢o operacia odéitania ,—“ nie je binarnou operaciou na mno-
Zine N. Je to preto, Ze nie kazdej dvojici [z, y] € N x N mozZno priradit kompoziciu

r—y € N.Napr.ak e =5, y="7,tak 5—7¢ N.

Priklad 1.2. Nech P(A) je systém vSetkych podmnozin mnoziny A,
kde A # (. Na mnozine P(A) uvazujme operaciu ,N“ (prienik). Potom ,N“ je
bindrnou operaciou na mnozine P(A). Naozaj plati: Ku kazdym dvom mnoZindm

M,N € P(A) existuje prienik M N N € P(A). Odoévodnite to.

Ako vidiet, na oznac¢enie binarnych operacii sa pouzivaju rozne znaky: +, -, —,
X, Uy N, .., ktoryeh vyznam je v matematike (vaésinou) ustaleny, ale aj iné
znaky ako *, ©, @, A, 0, a pod. Kedze znaky ,+“ a ,-“ sa pouzivaji najcas-
tejsie, pri pouziti znaku ,,+“ budeme hovorit, Ze operacia je zapisana aditivne, pri
pouziti znaku ,,-“ povieme, ze operacia je zapisana multiplikativne. Pri aditivnom
zapise kompoziciu nazyvame sucet a komponenty scéitance. Pri multiplikativhom
zapise kompoziciu nazyvame su¢in a komponenty cinitele.

Teda
a+b — stlet a-b — séin
——" ~
sCitance ¢initele
Pri multiplikativhom zapise, a len vtedy, mozeme znak operacie ,,-“ vynechat.

Miesto a - b piseme jednoducho ab.

Priklad 1.3. Na mnoZine prirodzenych ¢isel definujme nasledujiice operacie:
a) aAb=a+b+a-b, b) aO0b=a+b-1,
¢) as7b=aq, d) aob=adb,
kde na pravej strane rovnosti st operacie obyé¢ajné sc¢itanie, nasobenie a umocno-
vanie prirodzenych ¢isel. Napr.: 2A3 =11, 2573=2, 203 =28, atd.

Ked A je koneénd mnoZina s malym poc¢tom prvkov, potom bindrnu operaciu *
na tejto mnozine mozno udat pomocou tzv. Cayleyho tabulky. Tabulku zostrojime
tak, ze do zahlavia (zvisle i vodorovne) dame prvky mnoZiny A a na prieseéniky riad-
kov a stipcov piSeme kompozicie prislusnych prvkov. Teda ak A = {a1,a9,...,a,},
Cayleyho tabulka bude mat tvar

* | dy as ... ay (27
a

a2

a; ag

(€27

kde ai = a; * a;. Priklady Cayleyho tabuliek s v nasledujicom texte.

*) Arthur Cayley (1821-1896), anglicky matematik.
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Priklad 1.4. Nech A = {a,b, ¢}. Operaciu O ako aj A na mnozine A ,zadame"
Cayleyho tabulkou:

o ool
O O R
Q o oo
>t o0
o o al|>
SO QR
oo | o
Q o oo

Napiste vsetky mozné kompozicie prvkov mnoziny A v operéacii O ako aj v ope-
racii A.

Definicia 1.2. Nech * je operacia na mnozine A, ktora ma nasledujicu vlast-
nost:

(AZ) Pre kazdé a,b,c € A plati (a*b)*xc=ax(bx*c).

Potom hovorime, Ze * je asociativna operacia. Vlastnost (AZ) nazyvame asociativny
zakon.

Definicia 1.3. Nech * je operacia na mnozine A, ktora ma nasledujicu vlast-
nost:

(KZ) Pre kazdé a,be A plati axb=0bx*a.

Potom hovorime, Ze * je komutativna operacia. Vlastnost (KZ) nazyvame komuta-
tivny zéakon.

Poznamka 1.1. Z Cayleyho tabulky lahko zistime, 7e dana operacia je komu-
tativna. Naozaj, tabulka komutativnej operacia je symetricka podla osi, ktora ide
z lavého horného rohu do pravého dolného (preco?). Vidime, ze operacia O v pri-
klade 1.4 je, zatial ¢o operacia A nie je komutativna.

Priklad 1.5. Na mnozine Ky = {1, —1,4, —t} je definovana operécia ,obyéajné
nasobenie komplexnych ¢isel“. Mame tak nasledujiicu Cayleyho tabulku:

. 1 -1 T =1
1 1 -1 T =1
-1 | -1 1 — ?

? o =1 —1 1
—1 —1 ? 1 -1

Vidiet, Ze operacia je komutativna. Je aj asociativna, lebo ako vieme zo strednej
skoly, nasobenie komplexnych ¢isel je asociativna operacia.

Priklad 1.6. Na mnozine racionalnych éisel () definujeme operaciu e tak, ze pre
kazdé a,b € @ plati

1
aob:§(a—|—b),

3
29
% o7 = %(% +7)= 26—3. Je jasné, ze e je komutativna operacia. Ukazeme, Ze nie je
asociativna. Pocitame:

kde na pravej strane rovnosti je aritmeticky priemer cisel a,b. Napr. 2 ¢ 3 =
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(aeb)ec= [%(a—l—b)] ec—= %(%(a—l—b)—l—c)) = ia—l— ib—l— %c,
zatial ¢o
ae(bec) :ao(%(b—l—c)) = %(a—l— %(b—l—c)) = %a—l— ib—l— ic.

Vidiet, Ze rovnost (a @ b) @ ¢ = a o (b e ¢) neplati pre lubovolné racionalne ¢isla
a,b,c. Ak zvolime napr. « = b =1, ¢ = 3, tak (¢ eb)ec = i—l—i—l—% = 2, ale
ae(bec)=1+1+3 =23

Priklad 1.7. Operacia z predchadzajiceho prikladu bola komutativna a nebola

asociativna. Uvedieme priklad operacie, ktora je asociativna a nie je komutativna.
Styri redlne &sla a,b,¢,d € R zapisané do dvoch riadkov a dvoch stipcov takto

a, b

c, d
nazyvame $tvorcovou maticou druhého stupiia.*) Redlne é&sla a,b,¢,d st prvky
matice. Matice oznacujeme velkymi tuénymi pismenami, napr.

J—1 1, 0
A= (7 2 B = ’ .
o w) e=( %)
a, b
M: c d 7 a7b7c7d€R

je mnozina vsetkych matic druhého stupna s realnymi prvkami. Na mnoZzine M
definujeme nasobenie ,,-“ takto:

Nech

Mnozina

st1 lubovolné matice z mnoziny M. Potom

A-B— (a, b) ‘ (:1;, y) _ <a:1;—|—bz, ay—l—bv)l

c, d Z, v cx +dz, cy+dv
Vsimnime si, ze pri nasobeni matic nasobime kazdy riadok prvej matice s kazdym
stlpcom druhej matice. Prvy prvok riadku prvej matice nasobime s prvym prvkom
stlpca druhej matice, druhy prvok riadku prvej matice s druhym prvkom stipca
druhej matice a vzniklé sadiny séitame. Ak sme nasobili i-ty riadok s j-tym stipcom
(i,7 = 1,2), v¥sledny stéin dame do i-teho riadku a j-teho stlpca vyslednej matice.
Napr.:

() (3 D= Cs ) - ()

Aby sme ukazali, Zze nasobenie matic nie je komutativne, vynasobime dané matice

v obratenom poradi
2, 2 I, =3\ (6, —4
-1, 3/ \2, 1) \5, 6/

*) Druhého stupiia preto, lebo v nej mame 2 riadky a 2 stlpce.
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Vidime, ze sme dostali rozne vysledky, t.j. komutativny zdkon pre nasobenie
matic neplati. Pre dokaz neplatnosti komutativneho zédkona (akékolvek tvrdenia
v matematike) sta¢i ndjst priklad, v ktorom tento zakon (toto tvrdenie) neplati.
Takémuto prikladu hovorime kontrapriklad. Na druhej strane, ak chceme dokazat,
7ze nejaké tvrdenie (napr. asociativny zakon pre matice druhého stupna) plati, mu-
sime to urobit vseobecne.

Nech teda A, B, C st lubovolné tri matice z mnoZziny M také, Ze

_f(a, b (P (zy
a=(on) =) e=(0Y)

Najprv vypocitame

_fa b\ (p, r\| [ vy _
amec= () (2 0] (0 1)
_[(ap+bs, ar+bt\ [z, y\ _
 \eptds, er+dt w, z)
[ apx + bsx + aru + btu, apy + bsy + arz 4 btz
-\ epxr +dsx + cru+dtu, cpy+dsy+crz+dtz )

Teraz vypocitame:

_fa b (P T\ [T y\|_
aeeo= (7 ) [(0 1) (0 )=
_(a b\ (pr+ru, py+rz\ _
\e, d sr+tu, sy+tz )
[ apx + aru + bsx + btu, apy + arz + bsy 4 btz
-\ cpx +cru+dsx +dtu, cpy + crz + dsy + dtz

Dostali sme rovnaké vysledky, teda asociativny zakon plati.

Priklad 1.8. Niekedy treba zistit komutativnost alebo asociativnost operacie
zadanej Cayleyho tabulkou. Ako sme povedali v poznamke 1.1, komutativne opera-
cie maju symetrické tabulky podla osi idicej z Tavého horného do pravého dolného
rohu tabulky. Teda komutativnost operacie overime lahko. ZloZitejsie je to s do-
kazovanim asociativneho zakona. Musime ho totiZz overit pre vSetky trojice prvkov
danej mnoZiny. Ak mé& mnoZina n prvkov, vietkych trojic je n® (pre¢o?). Uz pre
n = 3 je to 27 trojic. Ak to chceme zvladnut aspon pre malé tabulky, musime si
postup ,zracionalizovat®. Nech je dana operacia ,-“ tabulkou na n-prvkovej mno-
zine A. Hovorime, ze prvok x € A asociuje, ak plati (a-x)-b=a-(x-b) pre vietky
dvojice prvkov a,b € A. Citatel nech si premysli, Ze dokazat asociativny zékon pre
operaciu ,,-“ je to isté ako dokazat, ze vSetky prvky mnoziny A asociuji. To moZno
relativne lahko urobit pomocou n dvojic tabuliek. UkaZeme si to na operacii ,,-*
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definovanej na trojprvkovej mnozine A = {a, b, ¢} nasledujicou tabulkou

Hned vidno, Ze operacia je komutativna. DokaZeme, Ze je asociativna. Najprv ove-
rime, ze prvok a € A asociuje. Zostrojime nasledujicu dvojicu tabuliek:

a- c =

o O Q

2 2 ol
I

QL o>

Il
-~ a ol
YRR~ S
2 o oo
Q
I~ B
Q O Oa

Vsimnime si, Ze napr. na trefom mieste druhého riadku prvej tabulky je vypoditany
prvok (b-a)- ¢, zatial ¢o na tom istom mieste v druhej tabulke prvok b- (a-¢). Kedze
oba tieto prvky st rovné prvku ¢, plati (b-a)-¢=b-(a-c). Podobne to plati pre
ostatné miesta oboch tabuliek. Polia tabuliek s rovnaké, z ¢oho vyplyva, ze prvok
a asociuje. Nasledujica dvojica tabuliek dokazuje, Ze prvok b tiez asociuje.

. ‘a b ¢ ‘b-a:c b-b=a b-c=0
a-b=c a b ¢ a a b c
b-b=a b ¢ a b b c a
c-b=1> c a b c a b

Ostatnt dvojicu tabuliek, ktora dokaze, Ze prvok ¢ asociuje tiez, si Citatel zostroji

Sarnl.

Priklad 1.9. Uvedieme priklady bindrnych operécii na ¢iselnych mnozinach:

Sc¢itanie na mnozine vsetkych prirodzenych ¢isel N.

Séitanie na mnozine celych ¢isel Z (na mnozine raciondlnych éisel @, na
mnozine redlnych ¢isel R, na mnoZine komplexnych ¢isel C).

Nésobenie na mnozinach uvedenych v bode 1 a 2.

Odéitanie na mnozine Z (Q, R, C).

Delenie na mnoZine kladnych racionélnych éisel Q1 (na mnozine kladnych
redlnych éisel RT).

Umochovanie na mnozine prirodzenych ¢isel N; kompoziciou prirodzenych
¢isel x,y je ¢islo ¥ € N.

Vypoéet geometrického priemeru na mnozine R™. Kompoziciou dvoch klad-
nych redlnych éisel z,y je \/r -y € RT.

Uréenie minima (maxima) dvoch realnych ¢isel. Kompoziciou z,y € R je
min(x,y), resp. max(z,y).

Urcenie najvicsieho spoloéného delitela dvoch prirodzenych ¢isel. Kompo-
ziciou dvoch ¢isel x,y € N je ich najviacsi spoloény delitel (x,y).

Operécie (1), (2) a (3) st komutativne aj asociativne, operacie (4), (5), (6) nie st
ani komutativne ani asociativne, operacia (7) je komutativna ale nie asociativna,
operacie (8), (9) st aj komutativne aj asociativne.
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Priklad 1.10. Na mnoZine M matic 2. stupna s realnymi prvkami z prikladu 1.7
mozno definovat sc¢itanie takto:

a, b x, Yy a+x, b+y
A B — b b — b .
+ (c, d>+<z, v) (c—l—z, d—l—v)
Lahko sa moZno presvedéit, Ze tato operdcia je asociativna i komutativna.
Teraz si definujeme dalsie vlastnosti operacii.

Definicia 1.4. Nech * je operacia na mnozine A. Prvok e; € A nazyvame lavym
neutralnym prvkom operacie *, ak pre kazdé a € A plati ey * a = a.

Podobne prvok e; nazyvame pravym neutralnym prvkom operacie *, ak pre kazdé
a € A plati a x e5 = a.

Prvok e € A, ktory je zaroven lavym i pravym neutralnym prvkom operacie *
nazyvame neutralnym prvkom operacie . Pre takyto prvok plati: Pre kazdé a € A
exa=a%xe=a.

Priklad 1.11. VSimnime si dve operécie definované nasledujicimi Cayleyho
tabulkami:

Prva z nich ma dva lavé neutralne prvky a ziadny pravy. Druhé dva pravé a ziadny
lavy. Z nasledujicej vety bude jasné, ¢o sa stane, ked operacia méa zaroven lavé
1 pravé neutralne prvky.

Veta 1.1. Nech e¢; € A je Iubovolny lavy a prvok e; € A Iubovolny pravy
neutralny prvok operacie x. Potom e; = e5.

Dokaz. Kedze e; je lavy neutralny prvok, plati e; * es = e3. Podobne, kedZe ey
je pravy neutralny prvok, plati e; * e3 = ¢1. Vidime, Ze e; = es. O

Poznamka 1.2. Z tvrdenia vety vyplyva, Ze ked operacia méa popri lavych ne-
utralnych prvkoch aspon jeden pravy, vsetky tieto prvky splynd do jedného (oboj-
stranného) neutralneho prvku, t.j. operdcia nema Ziadny alebo préave jeden neut-
ralny prvok. Toto tvrdenie je zname ako veta o unicite neutralneho proku.

Priklad 1.12. Neutralnym prvkom operacii (2) z prikladu 1.9 je ¢islo 0. Ne-
utralnym prvkom operécii (3) je ¢éislo 1. Ostatné operacie prikladu 1.9 neutrélny
prvok nemaji. Prosime ¢itatela, aby sa presveddil, Ze neutralnym prvkom opera-
cie z prikladu 1.7 je tzv. jednotkova matica; podobne neutralnym prvkom operacie
z prikladu 1.10 je tzv. nulova matica

1, 0 /{0, 0
Jz‘(o, 1)’ 02_(0, 0)‘

Poznamka 1.3. Ak je operacia zapisané aditivne (pomocou znaku ,+%), ne-
utralnemu prvku hovorime aj nulovy prvok, podobne pri multiplikativnom zapise
(pomocou znaku ,.-“), neutralnemu prvku hovorime jednotkovy prvok.
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Definicia 1.5. Nech * je operacia s neutralnym prvk
existuje prvok 7! € A taky, Ze plati

tak prvok =7 nazyvame inverzny k prvku z.

Priklad 1.13. UvaZujme o operacii nasobenia matic 2. s
klade 1.7. Vypoéitajte inverzny prvok A~! k matici

3

A= :

4
2

Y

om e. Nech x € A. Ak

tupna definovanej v pri-

Méme najst maticu A~! takd, ze plati A= - A=A -A"! = (é? (1)> ‘
Nech
A—l — T, Y
z, v )’
Pocéitame
Al A— (% Y 3, 4 _ 3z 4y, 4xr42y
z, v/ \1l, 2 3z+wv, 42420 /)"
Kedze A=' - A = L0 , mame
0, 1
Br+y=1, 324v=0,
4dr4+2y =0, 42+2v=1,

odkial Tahko vypoéitame x =1, y = -2, =z
Je

Urobime sktsku:

0oa (1L -2 3, 4\ /(1

A A‘(—a )(1 2)‘(&
Podobne

3. 4 1 -2 1

(39 (4 )G

1, 2 -1, 3 0,

%, t.j. hladana matica

)
)

0
1

Teda inverzny prvok k matici A je matica A™1. Voldme ju jednoducho inverzna

matica.
Poktisme sa najst inverznt maticu k matici
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Podobne ako vyssie

goig_ (@ b (3 2)_(3a+0h 20+4)\_ (1, 0
=\e. a)\e 4) = \3c46d 20444) = \o, 1)
odkial
34 +6b=1, 3c+6d=0,

2a+4b =0, 2c+4d=1.

Sktisme vyriesit prvu sustavu rovnic o 2 neznamych: Z druhej rovnice mame
a = —2b. Dosadenim do prvej rovnice je 3(—2b)+6b = 1 ¢ize 0 = 1. Posledny vyrok
je nepravdivy, ststava riesenie nema. K matici B teda inverzna matica neexistuje.
Pokuste sa vysetrit, kedy matica 2. stupiia méa a kedy nema inverzn maticu (pozri
cvidenie 1.12).

Poznamka 1.4. Ak je operdcia zapisana aditivne (pomocou znaku ,+*), in-
verzny prvok k prvku a oznac¢ime —a a nazyvame ho opacény prvok. Ak je operacia
zapisand multiplikativne, inverzny prvok k prvku a oznacujeme ako vyssie a=! (nie-
kedy ho nazyvame aj prevrdteny prvok). Pri konkrétne zadanych mnozinach miesto
slova prvok mozeme pouzivat nazov prvku danej mnoziny, napr. opacné ¢islo, pre-
vratené ¢islo, inverzna matica, inverzné zobrazenie, atd.

Definicia 1.6. Nech @, ® st operédcie definované na mnozine A. Operacia  je
zlava distributivna vzhladom na operaciu &, ak pre kazdé x,y,z € A plati

(LDZ) rO(yde)=(r0y) & @oz)

Podobne operacia & je sprava distributivna vzhladom na &, ak pre kazdé
x,y,z € A plati

(PDZ) (ydz)or=Hor)d (o).

Ak je operacia & zlava i sprava distributivna vzhladom na &, hovorime, Ze je
distributivna vzhladom na operdciu @. Vlastnosti (LDZ) resp. (PDZ) nazyvame
lavy resp. pravy distributivny zakon.

Poznamka 1.5. Citatel zo strednej skoly vie, Ze zatvorkami oznaéujeme poradie
operacii, pritom operacia v zatvorke sa robi najskor. Plati vSak takyto dohovor: Ak
sa v jednom vyraze nachadzaji dve operacie zapisané aditivne a multiplikativne
a zatvorkou nie je vyznacené ich poradie, multiplikativne zapisanii operaciu robime
najprv. Napr. na mnozine celych éisel (PDZ) piSeme (y + 2) -2 = y -2 + z - «,
teda bez zatvoriek na pravej strane. KedZe znak nasobenia moZno vynechat, zapis
mozno dalej zjednodusit: (y + z)r = yx + zz.

Priklad 1.14 DokéZeme, Ze operacia ,-“ definovand v priklade 1.7 je distribu-
tivna vzhladom na operaciu + definovant v priklade 1.10. Nech A,B,C € M st
Iubovolné tri matice 2. stupna, ktorych prvky st realne ¢isla. Pre uréitost nech

-(n0) ee(ta) o)
Z, v c, d m, n
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A-(B+C):<i: i)Ki fl>+<:% i)}:

o fxy a+k, b+1\ [zat+tzk+yct+ym, ab+al+yd+yn)
o v) \Nec+m, d+n/) \za+zk+vet+om, zb+zl+vd+on /)

[ za+4yc, xb+yd + ck+ym, zl4+yn\ [z, y a, b +
 \za+ve, zb+wd zk+vm, zl4+wvn/) \z, v) \e¢ d

+<“” y><k l):A-B+A-C
Z, v m, n

Dokazali sme, %e (LDZ) plati. Podobne sa dokaze i (PDZ). (Urobte to!)

Pocéitajme

Priklad 1.15 Nech operacia + je obyéajné s¢itanie definované na mnozine re-
alnych ¢isel. Na mnozine R definujme aj nasledovna operaciu:
Pre kazdé x,y € R : x vy = y. UkdZeme, %e operacia * je zlava distributivna
k operécii +, ale nie je sprava distributivna k tej istej operacii. Naozaj ¢ x(y+z) =
=y+zakoaj (zxy)+ (zxz)=y+z Tedaaxx(y+z2) =(xxy)+ (x*xz). Ale ak
vypocitame (y + z) xx = x ako aj (y ) + (z x2) = « + 2 = 2z, vidime, Ze staéi
volit « # 0, aby (y + 2) xa # (y ) + (z x x).

Veta 1.2. Nech * je asociativna operacia definovana na mnozine A. Nech e je
neutralny prvok danej operacie. Nech, dalej, a7 i ay' st inverzné prvky k prvku

a € A. Potom al_l :az_l.

Dékaz. Nech a7’ a a;' st inverzné prvky k prvku ¢ € A. Potom
—1 1 1 1 1 —1

S —1\ _ (— —1 _ -1 _
ay  =a] xe=a] *(axay )= (a] *a)*a, =exa, =a,

Poznamka 1.6. Vo vetdach 1.1 a 1.2 sme dokézali tzv. unicitu (jedineénost) ne-
utralneho i1 inverzného prvku. Vsimnime si, ze na dokaz unicity inverzného prvku
sme potrebovali predpoklad, Ze operacia je asociativna. Ak operécia nie je asocia-
tivna, inverzny prvok nemusi byt iba jeden, ako uvidime v nasledujiucom priklade.

Priklad 1.16. Nech je dand mnozina A = {e,a,b,¢} a na nej operacia * dana
tabulkou:

O ST Q 0| %
O T oo
o o SR
Q O o oo
Q QA O OO

Vidiet, Ze e je neutralny prvok, b,c¢ st dva rozne inverzné prvky k prvku a. Je
to mozné preto, lebo (AZ) neplati. Skutoéne napr. a * (b*c¢) = a*xa = b, ale
(axb)*xc=exc=c.

Priklad 1.17. Nech je dand mnoZina A = {a,b}. Systém vsetkych podmnoZin
mnoziny A je P(A) = {0, {a}, {0}, {a,b}}. Zostrojime Cayleyho tabulky pre opera-

cie zjednotenie a prienik na mnozine P(A).
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Dané tabulky si:

U 0 {a} {b} A N 0 {a} {0} A
0 0 {a} {0} A 0 o 0 0 0
fa} | {ay {a} A A fa} | 0 {a} 0 A{a}
for | foy A {op A for | 00 {o} {0}
A | A4 4 A A A0 @ B A

Obe operécie st asociativne i komutativne. () je neutrdlnym prvkom operacie
zjednotenia. A je neutralnym prvkom prieniku. Prienik je distributivny vzhladom
na zjednotenie. Aj naopak: Zjednotenie je distributivna operacia vzhladom na prie-
nik. (Skontrolujte to!) Teda prienik a zjednotenie st navzéjom distributivne. To
vzdy neplati. Napriklad v mnozine realnych ¢isel: nasobenie je distributivne vzhla-
dom na séitanie, zatial ¢o séitanie nie je distributivne vzhladom na nasobenie.

Poznamka 1.7. V oboch operaciach prikladu 1.17 st zvlastne prvky, ktoré sa
chovaji ,agresivne“. Je to prvok A v operécii U a prvok () v operacii N. Presnejsie:

Prvok a € G operécie * definovanej na mnozine G nazyvame agresivnym prokom,
ak pre kazdé x € G plati: a xz =z *a = a.

Z predchadzajicich prikladov binarnych operacii sme videli, Ze binarna operacia
je vzdy definovana na nejakej neprazdnej mnozine. A prave mnoZina a operacia
na nej definovand, spolu s vlastnostami tejto operacie, tvoria algebraicku struk-
taru s jednou operaciou. Postupne si budeme definovat tieto algebraické struktury:
grupoid, pologrupa, monoid, grupa. Poslednej z nich, grupe, bude venovany cely
nasledujuci paragraf.

Definicia 1.7. Nech je dana neprazdna mnozina G a na nej definovana binarna
operacia *. Potom dvojicu (G, *) nazyvame grupoid.

Grupoid moze byt koneény, ak mnozina G je kone¢na, alebo nekoneény, ak mno-
zina G je nekonecna.

Grupoid moze byt komutativny ak operacia * je komutativna, alebo nekomuta-
tivny, ak operacia * je nekomutativna.

Ak nie je ziadna pochybnost o tom aka operacia je definovand na mnozine G,
grupoid (G, *) ¢asto oznacujeme skratene: len znakom G.

Priklad 1.18. Uvedieme priklady grupoidov.

a) Operacie z bodov (1), (2) a (3) prikladu 1.9 spolu s mnozinami na ktorych
st definované davaju tieto grupoidy: (N,+), (N,-), (Z,+), (Z,-), (Q,+),
(@Q.,), (R, +), (R,), (C,4), (C,-). St to vSetko nekoneéné komutativne
grupoidy.

b) Grupoidy s operaciami z bodu (4) a (5) prikladu 1.9 (Z,—), (Q,—),
(R,—), (C,—),(Q",:), (RT,:) st nekone¢né nekomutativne grupoidy.

¢) Ak operaciu umochovanie na mnozine N z bodu (6) prikladu 1.9 oznacime
hoci znakom 1, t.j. a T b = a°, dostavame grupoid (N,?), ktory je tie#
nekonecény a nekomutativny.

d) Grupoidy (M,-) =z prikladu 1.7 a (M,+) z prikladu 1.10 st nekonecéné
grupoidy. Prvy je nekomutativny, druhy komutativny.
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e) Grupoidy s operaciami zadanymi pomocou Cayleyho tabulky v prikladoch
1.4, 1.5, 1.8, 1.11, 1.16 a 1.17 st konec¢né. Grupoid z prikladu 1.5 ozna-
¢ime (Iy,-), grupoidy z prikladu 1.16 (P(A),U), (P(A),N) a podobne aj
v dalsich prikladoch.

Definicia 1.8. Grupoid (G, *), v ktorom operacia ,*“ je asociativna sa nazyva
pologrupa.

Mnozina G v danej pologrupe moze, ale nemusi obsahovat neutralny prvok ope-
racie. Ak ho obsahuje, hovorime, Zze pologrupa je s neutralnym prvkom. Takejto
pologrupe hovorime aj monoud.

Priklad 1.19. Citatel nech si skontroluje nasledovné tvrdenia:

a) Vsetky grupoidy z prikladu 1.18 a) st pologrupami. Vsetky tieto pologrupy
okrem pologrupy (N, +) st pologrupy s neutralnym prvkom t.j. monoidami.

b) Grupoidy z prikladu 1.18 b) a ¢) pologrupami nie st.

¢) Grupoidy (M, +), (M,-), (K4,-), (P(A),U), (P(A),N) z prikladu 1.18 d)
a e) su tieZ monoidy.

d) Grupoid (Q,e) z prikladu 1.6 ako aj (A,#*) z prikladu 1.16 pologrupou

nie je.

Priklad 1.20. Uvedieme dolezity priklad monoidu. Nech A je neprazdna mno-
Zina anech Z ={f; f: A — A}, t.j. Z je mnoZina vsetkych zobrazeni mnoziny A
do seba. Ak znakom o oznaé¢ime operaciu skladania zobrazeni na mnozine A, tak
struktira (Z,0) je monoid. Aby sme to dokézali, predpokladajme, Ze f,g,h € Z st
[ubovolné zobrazenia mnoziny A do seba a x € A je lubovolny prvok mnoziny A.
Pocitajme:

((fog)oh)(x) = (fog)(h(x)) = flg(h(x))),
znova:

(folgoh))(x) = f((goh)(x)) = flg(h(x))).
Vidime, Zze (fog)oh = fo(goh),t.j. skladanie zobrazeni je asociativne.

Neutralnym prvkom operacie o je identické zobrazenie 1 : A — A definované
takto: Pre vsetky @ € A je i(x) = x. Dokazeme, ze pre vsetky f € Z je
iof =foi=f. Naozaj, ak * € A je lubovolny prvok mnozZiny A, tak plati:

(10 f)lx) = i(f(x)) = flw),
(foi)(x) = fli(w)) = f(w),

¢o znamena, ze zobrazenie i o f resp. f o1 zobrazuje tak, ako zobrazenie f.

ako aj]

Veta 1.3 (vSeobecny asociativny zakon). Nech (P,-) je pologrupa. Potom stéin
viacerych ¢initelov (prvkov mnoziny P) nezévisi od spoésobu uzatvorkovania.

Veta 1.4 (vSeobecny komutativny zékon). Nech (P,-) je komutativna polo-
grupa. Potom sicin viacerych cinitelov (prvkov mnoziny P) nezavisi od poradia
¢initelov.

Dokazy oboch viet ponechame na éitatela (cvicenie 1.25 a 1.26 ).
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Priklad 1.21. Na mnozine A = {a, b, ¢, d} definujme binarnu operaciu .-

nasledovnou Cayleyho tabulkou.

> a Qoo
A o 9lo
Q QOO

a0 o
o o oa

Citatel si lahko overi, Ze grupoid (A,-) nie je asociativny. Ukézeme, ze v takejto
Struktire nie je moZzné definovat tretiu mocninu. Naozaj: (a -a)-a = b-a = ¢,
ale a - (a-a) = a-b = d, ¢ize siéin troch rovnakych éinitelov je raz rovny ¢
raz d. Nevieme jednozna¢ne uréit hodnotu a3. Teda v neasociativnej struktire sa
tretia, a tym ani vyssie mocniny, definovat nedaja. Inak je to v pologrupe, kde plati
asociativny zakon. Tam pre kazdy prvok pologrupy « plati (z - z)-a = a - (- )
a tak jednoznac¢ne uréeny stéin troch prvkov mézeme oznacit 23,

Definicia 1.9. Nech (P,-) pologrupa. Nech a € P je lubovolny prvok pologrupy
P a n je prirodzené ¢islo. Potom mocnina a™ prvku a je prvok pologrupy P majuici
nasledovné vlastnosti:

() a'=a

(i) a"tt=a" - a
Ak pologrupa (P,-) je monoid s neutralnym prvkom e, tak polozime:
(iii) a® = e.

Poznamka 1.8. V pologrupe bez neutralneho prvku st teda definované moc-
niny s prirodzenym exponentom, v monoide moze exponent nadobudat nezaporné
celodiselné hodnoty. Citatela upozoriiujeme, %e pojem mocnina bol v predchadza-
Jucej definicii definovany pomocou matematickej indukcie. Mocniny v pologrupe
(v monoide) maju zname vlastnosti (cvicenie 1.23 a 1.24).

Poznamka 1.9. Ak pologrupa méa operéciu zapisant aditivne t.j. (P, +), tak

miesto mocniny s prirodzenym exponentom

a*=a-a-...-a mame prirodzeny nasobok kxa=a+a+---+a
S—_———

k razy k razy
a vztahy (i), (ii) a (iii) budd mat tvar

(1" 1xa=a,
(ii") (n+1l)xa=nxa+a,
(iid") 0xa=0,

kde znak 0 na lavej strane rovnosti (iii’) znamena celé ¢islo nula, na pravej neutralny
prvok pologrupy (P, +).
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Definicia 1.10. Nech H je neprazdna podmnozina mnoziny G. Nech (G, *) je
grupoid. Ak (H,*) je tiez grupoid, tak ho nazyvame podgrupoid grupoidu (G, *).
Fakt, ze H je podgrupoidom G, oznacujeme H CC G.

Analogickym sposobom sa definujt pojmy podpologrupa a podmonoid .

Poznamka 1.10. Ked sme operaciu v podgrupoide (H,*) oznadili tym istym
znakom ako v grupoide (G, *), dopustili sme sa istej nepresnosti. Skutocne, operacia
v grupoide G je zobrazenie * : G X G — G a v grupoide H ide o iné zobrazenie
«1: H x H — H, ktoré méa (ak H je vlastnou podmnoZinou G) iny definiény obor
a iny obor hodnot. Hovorime, Ze operacia *; v podmnozine H je indukovana ope-
raciou * v mnozine G, ked pre vietky prvky a,b € H plati a *; b = a *x b. Ide o tzv.
zuzenie operacie *. A prave v takomto zmysle chapeme operaciu *; v podgrupo-
ide H. Budeme ju preto v dalsom oznacovat rovnako ako operaciu v grupoide G.
Poznamenajme este, Ze v podmonoide sa nachddza aj neutralny prvok monoidu.
Mozeme mat aj podpologrupu monoidu, ktora neutralny prvok monoidu neobsa-
huje. Dokonca mozeme mat takt podpologrupu monoidu, ktora je tiez monoidom

ale nie je podmonoidom daného monoidu, lebo méa iny neutralny prvok. (Zostrojte
taky priklad!)

Priklad 1.22. Vsimnime si truktary prikladu 1.18. Lahko sa presveddime, Ze
(Z,—) je podgrupoid grupoidu (R, —), pologrupa (Z, -) je podpologrupou pologrupy
(@,.), pologrupa (Z,+) je podpologrupou grupy (@, +) a ta zase podpologrupou
grupy (R,+). Vzhladom na predchadzajicu poznamku uvedme este, Ze aditivna
pologrupa (N, +) je podpologrupou — nie podmonoidom — monoidu (N U {0}, +)
nezapornych celych cisel.

Cvicenia
1.1 Zistite, ¢i séitanie celych ¢isel je operacia na mnozine
A={x; + =5n, kden € Z}.
1.2. Na mnozine redlnych ¢isel st dané nasledujice operacie:
a) vxy=0, b) zxy=1, ¢) xxy=2ax+y—ay,
d) exy=ct+ytay, e vxy=gz(r+y)

Zistite, ktord z danych operacii je komutativna, ktora je asociativna a ktora ma
neutralny prvok. Ak neutralny prvok existuje, urcte ho.

1.3. Na mnozine kladnych realnych ¢isel st dané nasledujtice operacie:

a) a*b:;—ﬁ, b) axb=a*+ b,

Zistite, ktord z operacii je komutativna, ktora asociativna a ktora ma agresivny
prvok.

1.4. Rozhodnite, ktord z uvedenych podmnoZin {—1,0,1}, (0,00), (—o0,0),
(—=1,1), (0,1) mnoziny vsetkych realnych éisel je uzavreta vzhladom na operéciu
obvyklého nésobenia.

1.5. Zistite, aké vlastnosti maju tieto operacie definované na mnozine N:

a) x*xy=aY, b) x*y = max(z,y),
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1.6 Nech A je operacia na mnozine M. Operaciu V definovanii rovnostou
aVb = b A a nazyvame operaciou opacnou k operacii A. Ak A je asociativna
(komutativna), tak aj ¥V je asociativna (komutativna). Dokazte to.

1.7. V mnozine celych ¢isel Z st definované dve operacie &, © takto: Ak a,b st
[ubovolné celé ¢isla, tak
abb=a+b+1, a®b=a-+b+ ab.

Dokazte, ze operacia & je distributivna vzhladom na operaciu . Plati to aj
naopak?

1.8. Na mnozZine vsetkych neparnych prirodzenych éisel N st definované ope-

racie @ a © takto: Nech a,b st lubovolné prvky mnoziny N. Potom

1
a®bb=a+b+1, a@b:§(a—|—1)(b—|—1)—1.

Dokazte, Ze operacia ® je distributivna vzhladom na operaciu 4.

1.9. Na mnozine R st operacie ), & definované takto: Nech x,y st lubovolné
realne ¢isla. Potom

1
r Oy =2r + 2y, x@y:§xy.

Zistite, ¢1 operacia @ je distributivna vzhladom na operaciu .

1.10. Zistite, ¢1 operacia .x“ definovand na mnoZine Z rovnostou z * y = x je
2 b
distributivna vzhladom na s¢itanie celych ¢isel.

1.11. Urcte inverzné matice k nasledujicim maticiam druhého stupna:
3 1 3 2 1 a
1) G Qi) een

1.12. Matica
A= (‘c‘ Z) . abe,dER

mé inverznt maticu A~ prave vtedy, ked ad — be # 0. Dokéite to.

1.13. Najdite vsetky grupoidy definované na mnozine {x,y}. Zostavte ich
Cayleyho tabulky. Kolko je grupoidov? Ktoré z nich st pologrupy?

1.14. Kolko operacii mozno definovat na n-prvkovej mnozine?

1.15. Zostavte Cayleyho tabulku pre operaciu ,A“ definovani na mnoZine
A =1{1,2,3,4,5,6} tymto sposobom: ak a,b € A, tak a A b je pocet prvocinitelov
¢isla 10a + b.

1.16. Zistite, ¢ operacie dané nasledujicimi tabulkami st asociativne.

a b ¢ d -la b ¢ d
ala b ¢ d ala b ¢ d
b/b b d d blb a d ¢
cle b a d cle d a b
d|ld b b d d|d ¢ b a
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@

1.17. Nech (G,-) je grupoid majtci neutralny prvok e € G. Potom (G,-) ]
Abelova pologrupa prave vtedy, ked pre kazdé a,b,¢,d € G plati: (a-b)(c-d) =
= (a-¢)(b- d). Dokazte to.

1.18. Neprazdny prienik dvoch podpologrup danej pologrupy je tiez podpolo-
grupa danej pologrupy. Dokazte to.

1.19. Prienik dvoch podmonoidov daného monoidu je podmonoid daného mo-
noidu. Dokazte to.

1.20. Tvrdenia cvideni 1.18 a 1.19 moZno zovseobecnit na Iubovolny systém
podpologrip resp. podmonoidov. Urobte to.

1.21. Kazdé dve podpologrupy pologrupy (Z 7, +) majt neprazdny prienik. Do-
kazte to. MoZno to povedat o podpologrupéch pologrupy (Z, +)?

1.22. Existuje nekoneéne mnoho podpologrip pologrupy (Z7,-), ktoré st po
dvoch disjunktné. Dokazte to.

1.23. Nech (P,-) je pologrupa. Dokazte, Ze pre kazdé m, n € N akaidé a € P

plati ¢™ - a™ = ™",
1.24. Nech (P, -) je komutativna pologrupa. Dokézte, Ze pre kazdé n € N a kazdé
a, b € P plati (a-b)" = a™ - b".

*1.25. Dokazte vetu 1.3 (vSeobecny asociativny zékon). Nech (P,-) je polo-

grupa. Potom siicin viacerych ¢initelov (prvkov mnoziny P) nezavisi od sposobu
uzatvorkovania.
Navod. Predpokladajme, Ze méame n prvkov pologrupy P. Prvky oznacime
ai,as,...,d,. Najprv definujeme ,partikularne siéiny“ prvkov a; takto: s; = ay,
sy = ajaz, s3 = (amaz)az, sq = ((araz)az)as, s5 = (((araz)az)as)as ...,
S$n = (...((a1az)as)aq ... apn—1)a,. Potom dokédZeme matematickou indukciou
podla n, Ze Jubovolne uzatvorkovany“ siéin prvkov ay,as,...,a, (v danom po-
radi!) sa vidy rovna prvku s,.

*1.26. Dokazte vetu 1.4 (vSeobecny komutativny zakon). Nech (P, -) je komuta-
tivna pologrupa. Potom sucin viacerych ¢initelov (prvkov mnoziny P) nezavisi od
poradia cinitelov.

Navod. Nech b,ay,as,...,a, st Iubovolné prvky pologrupy P. Matematickou
indukciou podla n dokaZeme, Ze bajas ...a, = ajas...a,b a potom opit matema-

tickou indukciou podla n, Ze a; a;, ...a;, = ajas...ay, kde i1,12,...,1, je iné
poradie indexov 1,2,...,n.
§ 2. Grupy

Pojem grupy je jednym z najdolezitejsich pojmov algebry a matematiky vobec.
Citatela prosime, aby mu venoval zvysentt pozornost. Ak si dobre osvoji zédkladné
vlastnosti grupy, velmi ¢asto to oceni v dalsom stadiu.
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Definicia 2.1. Pologrupa (G, *) s neutralnym prvkom e € G, v ktorej ku kaz-
dému prvku z G existuje v GG inverzny prvok, sa nazyva grupa.

Alebo inak: Monoid, v ktorom kazdy prvok ma inverzny prvok sa nazyva grupa.

Komutativna grupa sa nazyva aj Abelova alebo abelovskd grupa.! Ak grupa (G, )
je konecna, tak pocet prvkov mnoziny G nazyvame radom grupy a oznacujeme ho
r(G). O nekoneénej grupe niekedy hovorime, Ze méa nekoneény rad.

Definiciu grupy vyslovime este raz tak, Ze osobitne uvedieme kazda vlastnost
b
HZrupovej* operacie:

Dvojica (G, *), kde G je neprazdna mnozina, sa nazyva grupa, ak:

(i) Pre kazdé a,b € G existuje ¢ € G, také, Ze a*x b = ¢,
t.j. * je operacia na mnozine G.

(ii) Pre kazdé a,b,c € G plati (a *b) xc = a* (b*c),
t.j. operacia * je asociativna.

(iii) Existuje také e € G, Ze pre vietky a € G plati a xe = e x a = q,
t.J. v G existuje neutralny prvok.

(iv) Ku kazdému a € G existuje a™! € G také, Ze axa ™' =a ' xa =e,
t.J. ku kazdému prvku z G existuje v G inverzny prvok.

Grupa jJe abelovska, ak okrem toho

(v) pre kazdé a,b € G plati a b =b*a,
t.j. operacia x je komutativna.

Aby sme dokéazali, ze algebraicka struktura s jednou operaciou je grupa, staci
preverit vlastnosti (i) - (iv).

Priklad 2.1. Na zéklade vedomosti zo strednej skoly, ktoré mame o aritme-
tickych operaciach na mnozine celych ¢isel lahko zistime, Ze algebraicka strukttra
(Z,4) je grupa. Zrejme + je bindrna operédcia na Z, t.j. (i) plati. KedZe + je
asociativna operacia (plati (a+b)+¢ = a4+ (b+ ¢) pre vsetky a,b, ¢ € Z), je splnena
aj podmienka (ii). Celé ¢islo 0 je neutrédlnym prvkom operdcie +, teda (iii) plati.
Ku kazdému celému ¢islu @ € Z je inverznym prvkom opacné ¢islo —a € Z, t.].
plati aj (iv). KedZe plati aj (v), (Z,+) je Abelova grupa.

Podobnym sposobom overime, Ze aj (Q,+), (R,+), (C,4), si komutativne
grupy. Pouzitim stredoskolskych vedomosti sa ¢itatel moze presvedcit, Ze aj nasle-
dovné struktary st grupy: (Q*,-), (R*,-), (Q—{0},-), (R—{0},-), (C—{0},-).

St to vsetko nekonecéné komutativne grupy.

Priklad 2.2. Lahko zistime, Ze Struktira (Ky,-) z prikladu 1.5 je koneéna abe-
lovska grupa. Skuto¢ne, ak preskiimame Cayleyho tabulku v priklade 1.5 vidime,
ze vlastnosti (i) - (v) st splnené. Asociativnost operacie ,-“ nemusime overovat ako
v priklade 1.8, lebo ide o nasobenie komplexnych ¢isel a to asociativne je. Neutrdl-
nym prvkom je 1. Inverzné prvky: 171 =1, (=1)"' = -1, i71 = —i, (=i)7! =4,
Citatel si podobnym sposobom rychlo overi, Ze aj $truktira (4, -) z prikladu 1.8 je
grupa. Jej neutralnym prvkom je prvok ¢. Rad grupy Ky je 4, rad grupy A je 3, ¢o
zapisujeme r(Iy) =4 a r(A) = 3.

! Niels Henrik Abel (1802-1829), nérsky matematik.
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Priklad 2.3. Uvedieme priklad koneénej nekomutativnej grupy. Za tym tcéelom
definujme najprv permutaciu mnoziny troch prvkov A; = {1, 2, 3} ako bijekciu
7w Az — Ajz. Bijekciu 7 zapisujeme takto:

(1 2 3
T\ k ks ks )

kde pod kazdym prvkom v prvom riadku je jeho obraz v zobrazeni =, t.j.
(1) = k1, m(2) = k2, 7(3) = ks. KedZe zobrazenie = je bijektivne, v druhom
riadku permutacie sa vzdy nachadzaju vsetky tri prvky mnoziny As;. Roznych per-
mutacii je teda tolko, kolko je roznych poradi troch prvkov v druhom riadku. A tych
je, ako citatel vie, 3! = 6. Vsetky permutacie troch prvkov st teda tieto:

(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
=11 2 3/ =19 3 1) ™=l3 1 2/
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
™M=41 3 2/ ™m=\3 2 1) =19 1 3/

Ich mnozinu oznaéime S3 = {my, ma, w3, 74, 75, 76 . V mnozine Sy definujeme
operaciu skladania zobrazeni (t.j. skladania permutéacii) o. Zrejme ide o asociativnu
operaciu, lebo skladanie zobrazeni je asociativna operdacia (pozri priklad 1.20). Vy-
poéitame napriklad 7y o5, Mame: myoms(l) = m4(3) =2, myoms(2) = me(2) = 3,
Ty 0 ws5(3) = my(1) = 1, Vidime, %e 74 o 75 = my. Citatel podobne vypoéita
75 0 mqy = w3. Teda operacia nie je komutativna. Ak pouZijeme vyssie uvedny zapis
permutacii, vypocet zapiseme takto:

oo (1 23Y (1 23\ _ (12 3\ __
17T 3 2 3 2 1) \2 3 1) "™
(1 23) (12 3\ _ (12 3)_
TOTE= 3 9 1 1 3 92) \3 1 2)° ™

Podobne vypoditame aj ostatné sti¢iny. Dostaneme nasledovnii Cayleyho tabulku:

) ™1 ) 73 s 5 e

™ | %1 T2 T3 T4 Ts5 Te
T2 | T2 T3 T1 Tg T4 T5
T3 w3 W1 To T5 Tg T4
T4 | T4 T5 T T1 T2 T3
Ts | T5 Te T4 T3 T1 T2

Ts Tg T4 T5 T2 T3 T3

Ak tabulku presktimame, (vediac, Ze ide o asociativnu operaciu) zistime, Ze Struk-
tira (S3,0) je nekomutativna grupa. Neutralnym prvkom je mp, prvky ma, w3 st
inverzné jeden druhému a ostatné st sami sebe inverzné. Grupu S3 nazyvame sy-
metricka grupa stupna tri. Jej rad je r(Ss) = 6. Ako uvidime neskorsie je to najmen-
sia nekomutativna grupa. Dve doélezité vlastnosti grupy s uvedené v nasledujtcich
dvoch vetach:
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Veta 2.1. Nech (G,*) je grupa. Nech a,b,c € G st lubovolné prvky grupy.
Potom platia nasledovné dve pravidla:

(PK) a*c="bxc Iimplikuje a=2>,
(LK) cxa=cx*b implikuje a=2>.

Inymi slovami: V grupe mozno kratit (sprava i zlava) Iubovolnym prvkom.

Poznamka 2.1. Vyrok (PK) je pravidlo o krateni sprava, vyrok (LK) je pravi-
dlo o krateni zlava.

Dokaz vety 2.1. Dokazeme pravidlo o krateni sprava. Nech a, b, ¢ sit lubovolné
prvky grupy G, pre ktoré plati a * ¢ = b * ¢- Po vynésobeni tejto rovnosti sprava
prvkom ¢~ € G, ktory existuje podla vlastnosti (iv) definicie 2.1 a pre ktory plati
cxc™! = e dostaneme: (axc)xc™1 = (bxc)*c™!, odkial po uplatneni asociativneho
zékona, ako aj vlastnosti inverzného a neutralneho prvku mame a = b, ¢éim je

dokézané pravidlo o krateni sprava. Pravidlo o krateni zlava sa dokaze podobne. [

Poznamka 2.2. Ak je grupa zapisand aditivne, miesto slova ,kratit“ pouzivame
slovo ,rusit“. Teda v grupe (G, 4) pravidlo ,0 ruseni® je: Ak a,b, ¢ € G st lubovolné
prvky grupy (G, +), tak z rovnosti a + ¢ = b+ ¢ vyplyva a = b. Kedze znak + sa
pouziva len pre komutativne operacie, nemusime hovorit o ,ruseni sprava® a ,,ruseni
zlava®.

Veta 2.2. Nech (G, *) je grupa, a,b € G. Potom existuji jednoznacne dané
prvky grupy w9,yo € G také, zZe xg vyhovuje prvej, yo druhej z nasledujicich
rovnic

axxr =>0

(2.2) y*a=>=

Inymi slovami:V kazdej grupe ma kazda z rovnic (2.1) a (2.2) jednoznacne urcené
riesenie.

Dokaz. A. Dokaz existencie riesenia. Dokazeme existenciu zg. Na to staci zvolit
2o = a1 xb, kde a™! € G je inverzny prvok k prvku a.

Skutoéne, ak dosadime zo do lavej strany rovnice (2.1), méme: a * (a™ *x b) =
= (axa™1)xb=exb=>. Podobne sa dokéZe, Ze yo = b+ a™'.

B. Dokazeme jednoznacnost hoci xg. PouzZijeme nepriamy dokaz. Predpokla-
dajme, Ze rovnici (2.1) vyhovuje okrem ¢ este aj 1 € G, kde x1 # 9. Potom

a*xg =Db,
a*xxy =b.
Porovnanim mame a * xg = a * 7, odkial, uplatniac pravidlo o krateni zlava,

dostaneme xg = x1, Co je spor s predpokladom =z # . O
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Veta 2.3. Nech (G,-) je grupa a a,b € G st Iubovolné prvky grupy. Potom

(23) () =,
(2.4) (a-b)"t=b"1.a7.
Dokaz. Kedze dokaz je trivialny, ponechava sa citatelovi. O

Poznamka 2.3. KedZe kazda grupa je pologrupou, daji sa v nej definovat
mocniny, kde exponent je nezaporné celé ¢islo tak, ako v definicii 1.9. V grupe vsak
mozno definovat mocninu aj so zapornym celo¢iselnym mocnitelom takto: Nech
k je zaporné celé cislo a prvok a je Iubovolny prvok grupy G. Potom definujeme
a* = (a71)7F.

Poznamenajme dalej, Ze analogicky ako podgrupoid moZno definovat podgrupu:

Definicia 2.2. Nech H je neprazdna podmnoZina mnoZiny G. Nech (G, %) je
grupa. Ak (H,x*) je tiez grupa, tak ju nazyvame podgrupou grupy (G, *). Fakt, ze
H je podgrupou grupy G, oznacujeme H CC G.

Priklad 2.4. Vsimnime si $truktiry prikladu 2.1. Lahko sa presvedéime, Ze
grupa (Z,4) je podgrupou grupy (@, +), ta je podgrupou grupy (R,+) a té zase
podgrupou grupy (C,+).

Priklad 2.5 Uvazujme mnozinu %7 = {3k;k € Z}. Vidime, 7e do %7 patria
tie celé ¢isla, ktoré st delitelné troma. (Aj nula medzi ne patri, lebo 0 = 3-0.)
Ak na mnoZine % uvaZujeme obyéajné séitanie celych éisel, vidime, Ze (%, +) je
podgrupou grupy (Z,+). Presvedéte sa o tom.

Priklad 2.6 Uvazujme o grupe (Iy,-) z prikladu 1.5. definovanej na mnozine
K, = {1,-1,i,—i}. Zoberme podmnozinu Ky = {1, —1} mnoziny K,. Vidiet, Ze
Strukiara (K2, -) je podgrupou grupy (Ky,-). (Pozri tabulku v priklade 1.5.)

Poznamka 2.4. Na zaklade definicie 2.2 moZeme povedat, ze podgrupa je taka
podmnozina danej grupy, ktora je sama grupou vzhladom na dant operaciu. Citatel
sa lahko presvedéi o tom, Ze kazda grupa ma dve trividalne (samozrejmé) podgrupy.
Jednou z nich je podgrupa pozostavajuca len z neutralneho prvku grupy G t.j. grupa
({e},+) a druha samotné grupa G. Okrem nich grupa moze mat aj iné podgrupy.
Volame ich netrivialne alebo vlastne podgrupy.

Teraz dokaZeme niekolko viet o podgrupach. Aby sme si ulah¢ili vyjadrovanie
a zjednodusili oznacovanie, budeme pouzivat multiplikativny zapis grupovej opera-
cie.

Veta 2.4. Nech (G,-) je grupa a H neprazdna podmnozina grupy G. Potom
(H,-) je podgrupou grupy G prave vtedy, ked st splnené nasledovné podmienky:
(1) Ak a,be H, tak a-bée€H,

(ii) Ak acH, tak o '€H,

kde a™! je inverzny prvok k prvku a v grupe G.

Dékaz. 1. Predpokladajme, ze H CC G. KedZe (H,-) je grupoid, podmienka
(1) je splnena. Hned vidiet, Ze podgrupa (H,-) méa ten isty neutrélny prvok e ako



§ 2. Grupy 27

grupa G (prec¢o?). Vzhladom na jednoznac¢nost rieSenia rovnice a -z = e v grupe G,
a] inverzny prvok k prvku a v grupe H je ten isty ako v grupe G. Preto plati aj
(ii).

I1. Prepokladajme teda, ze pre nejakt neprazdnu podmnozinu H grupy G platia
podmienky (i) aj (ii). Musime dokazaft, ze struktura (H,-) je grupa. Podla pod-
mienky (i) je grupoidom. Je aj pologrupou, lebo ak by v grupoide H existovali tri
prvky, pre ktoré by asociativny zakon neplatil, neplatil by pre ne ani v grupe G,
¢o je nemozné. Nech a € H je Tubovolny prvok mnoziny H. Potom podla (ii) aj
a~' € H. Odtial podla (i) méme a-a~' = e € H, t.j. H obsahuje neutralny prvok.
KedZe podmienka (ii) je vlastne podmienkou (iv) z definicie 2.1, sme s dokazom
hotovi. O

Pri dokaze, ze nejaka podmnozina grupy je podgrupou, musime podla predcha-
dzajicej vety preverit dve podmienky. Podla nasledujiicej vety staéi preverit len
jednu (pravdaZe inti) podmienku.

Veta 2.5. Nech (G,-) je grupa a H neprazdna podmnozina grupy G. Potom
(H,-) je podgrupou grupy G prave vtedy, ked je splnend nasledovna podmienka:

(iii) Ak a,bc H, tak a-b"'cH.

Dékaz. 1. Nech H CC G. Je jednoduché zistit (pozri prva ¢ast dokazu predcha-
dzajlcej vety), ze podmienka (iii) je splnena.

I1. Predpokladajme teda, Ze pre nejakt neprazdnu podmnozinu H grupy G plati
podmienka (iii). Nech a € H je Iubovolny prvok mnoziny H. Potom podla (iii)
a-a”' = e € H, tj. H obsahuje neutrdlny prvok. Kedze e,a € H, podla (iii)
'=a=! € H, ¢Ze je splnend podmienka (ii) vety 2.4. Nech a,b € H st
Iubovolné prvky mnoziny H. Potom podla vyssie uvedeného je aj b=! € H. Preto
podla (iii) a - (b7')™! = a-b € H, t.j. je splnend aj prva podmienka (i) vety 2.4.
Preto H CC G. O

mame e -a_

Veta 2.6. Nech (G,-) je grupa. Nech Hy a Hy st jej podgrupy. Potom aj
H, N H, je podgrupa grupy G.
Inymi slovami: Prienik dvoch podgrup je podgrupa.

Dokaz. Podla vety 2.5 nam staéi dokézat, Ze pre vsetky a,b € Hy N Hy
a-b=' € Hy N Hy. Nech teda a,b € H; N Hy. Potom a,b € Hy a zaroven a,b € H,.
KedZe Hy i H, st podgrupy plati a - b~! € H; a zaroven a - b~' € H,. Preto
a-b_leﬂlﬂﬂz. O

Poznamka 2.5. Vetu 2.6 moZno zovseobecnit takto: Nech S je neprazdny sys-
tém podgrip grupy G. Potom (| H je tiez podgrupa grupy G (cvienie 2.17).
2 7 H€§ AV My ./ 7 .
Podla vety 2.6 a poznamky za nou mozeme vyslovit nasledujiicu definiciu.
Definicia 2.3. Nech je dand podmnozZina M grupy G. Nech S je systém vset-
kych tych podgrip grupy G, z ktorych kazda obsahuje mnozinu M. (Zrejme S # 0,
lebo G € 8.) Teda

S={H; HCCG aziroven H D M}.

Podgrupu, ktora je prienikom vetkych podgrip systému S oznacime [M] a nazveme
ju podgrupou generovanou (vytvorenow) mnozinou M.
Prvky mnoZiny M sa nazyvaji generdtory podgrupy [M].
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Veta 2.7. Podgrupa [M] grupy G generovana mnozinou M ma tieto dve vlast-
nosti:
(i) [M] 2 M,
(i) Ak H CCG takid, ze H DO M, tak H D I[M].

Podgrupa [M] je vlastnostami (i) a (ii) jednoznacne urcena.

Dokaz. Dokaz oboch vlastnosti vykoname trivialnou aplikaciou definicie 2.3.
Aby sme dokéazali druhu cast vety, predpokladajme, Ze existuji dve podgrupy
[M]1 # [M]2 majice vlastnosti (i) a (ii). Potom z (ii) vyplyva ako [M]; O [M]s,
tak aj [M]; C [M]s, ¢ize [M]y = [M];. Dany spor ukonéuje dokaz. O

Poznamka 2.6. Veta 2.7 nam hovori, ze [M] je v istom zmysle najmensia pod-
grupa grupy G obsahujtica mnozinu M. KedZe kazda podgrupa obsahuje neutralny
prvok danej grupy, podla vlastnosti (ii) vety 2.7 obsahuje aj trivialnu podgrupu {e}.
Na druhej strane prazdna mnoZina ) je podmnozinou kaZdej mnoZiny, teda aj kai-
dej podgrupy H. Preto podgrupa [(}] generovana prazdnou mnoZinou je prienikom
vietkych podgrip danej grupy. To znamena [}] = {e}. Nasledujtica veta je o tom,
z ¢oho pozostava podgrupa generovana neprazdnou mnozinou.

Veta 2.8. Nech (G,-) je grupa a M C G jej neprazdna podmnozina. Potom
(2.5) (M]={af' -a3®-...-a}f; k€ N,a; € M, e; € {1, —1}}.

Inymi slovami: Podgrupa generovana neprazdnou mnozinou pozostava zo vsetkych
moznych konecnych stcinov prvkov mnoziny M a prvkov k nim inverznych.

Dékaz. Pre lepsie vyjadrovanie mnoZinu na pravej strane rovnosti (2.5) oznadéime

X ={aj"-a®>-...-a}f; k€N, a; € M, ¢; € {1, —1}}. Dokazeme najskor, ze X je
podgrupa grupy G. Naozaj, ak x,y € X st dva [ubovolné prvky mnoziny X, napri-
klad = aj' - a3?® - calk, oy = b{l . bgz C bih, tak prvok
vyt =aft cas? e alk b,:fh C b;h . bl_fl je tieZ prvkom mnoziny X.

(Pozri vetu 2.3 a cvicenie 2.4.) Nech a je Iubovolny prvok mnoziny M. Staéi poloZit
k=1 a1 =a, eg =1, aby sme videli, ze a € X. Preto M C X, ¢ize mnozina X
ma vlastnost (i) vety 2.7. Na druhej strane, kazda podgrupa obsahujiica mnozinu
M obsahuje aj vSetky mozné koneéné stciny prvkov mnoziny M a prvkov k nim
inverznych. Preto X mé aj vlastnost (ii) vety 2.7. Mozeme uzavriet X = [M]. O

Priklad 2.7. UvaZujme o podgrupe grupy (Z,+) generovanej mnozinou
M = {3, 5}. Podla vety 2.8 podgrupa [M] pozostava zo vietkych koneénych saétov
prvkov mnoziny M a prvkov k nim opacénych. Kedze 1 = 3 4+ 3 — 5
a tiez —1 =5 — 3 — 3, je vidiet, Ze uvedenymi sti¢tami moZno ,nagenerovat® lubo-
volné celé ¢islo. Preto [M] = Z, t.j. mnozina M generuje celt grupu (Z,+).

Priklad 2.8. Zistime, aki podgrupu grupy (Ss3,0) generuje jednoprvkova pod-
mnozina M = {7y} mnoZiny S3 = {7y, 72, 73, 74, 75, 76 }. Podla Cayleyho tabulky
z prikladu 2.3. mame: 75 = 73, 75 = ™, T = 7o, -+. Vidime, %e [M] = H, kde
H = {m, w2, w3 }. Podgrupa (H, o) je v lavom hornom rohu tabulky. Poznamenajme
este, ze rad podgrupy generovanej jedinym prvkom nazyvame radom daného prvku.
KedZe rad podgrupy H je r(H) = 3, piSeme tieZ r(mz) = 3.
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Cvidenia

2.1. Zistite, ¢i niektory z nasledujtcich grupoidov je grupa.

-‘a c -‘a b ¢ -‘a c
alb a ¢ ala b ¢ alb ¢ a
blb ¢ a blb a ¢ blc a b
clc a b clc ¢ a cla b ¢

2.2. Dokézte, e v Cayleyho tabulke sa v kazdom riadku (stlpci) nachadza kazdy
prvok grupy prave raz.

2.3. Nech a,b,c¢ st pevne zvolené prvky grupy (G,-). Dokézte, Ze rovnica
raxrba = xbe méa prave jedno riesenie.

2.4. Dokazte vetu 2.3 a toto zovseobecnenie jej tvrdenia (2.4): Nech ay,as, ..., ay
si lubovolné prvky grupy G. Potom

(2.47) (alag...an)_l :agl...az_lal_l.

2.5.. Je dand mnozina A = {a, b, ¢, d} a na nej operacie *, ® definované Cayleyho
tabulkami. Dokazte, Ze struktiry (A4,%) a (A,®) st komutativne grupy.

* a b ¢ d ® a b ¢ d
a a b ¢ d a a b ¢ d
b b ¢ d «a b b a d c
c c d a b c c d a b
d d a b ¢ d d ¢ b a

2.6. V grupach z prikladov 2.1, 2.2 a 2.3 a z predchédzajiceho cvicenia 2.5
urcte niektoré podmnoziny, ktoré st podgrupami danych griap. Sktste najst vsetky
podgrupy grupy (A4, ®) z predchidzajiceho cviéenia.

2.7. Je dand mnozina M = {x,y}. Uréte operaciu * tak, aby (M, *) bola grupa.
Ulohu opakujte pre mnozinu M; = {z,y, z}.

2.8. Dané je mnozina G = R — {0} a mnozina
M={cteR r=a+b/2[a,b) € QxQ,(a#0Vb#0)}.

Zistite, ¢i struktara (M, -) je podgrupou struktary (G, -), kde ,-“ je obyé¢ajné naso-
benie realnych ¢isel.

2.9. Nech p,q,r € R st lubovolné, ale pevne zvolené realne ¢isla. Na mnozine
vsetkych realnych ¢isel definujte operaciu ,x“ takto: Ak a,b € R, tak a xb =
= pa + gb + r. Ako treba volit ¢isla p, ¢,r, aby (R, *) bola

a) pologrupou? b) komutativnou pologrupou? ¢) monoidom?
d) komutativnym monoidom? e) grupou?
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2.10. Dokazte, Ze komplexné jednotky (komplexné ¢isla tvaru cos o + isina)
tvoria grupu vzhladom na nasobenie komplexnych ¢isel.

2.11. Nech (Gq,-) a (G3,®) st grupy. Dokazte, ze struktira (G x Gz,®) je
grupa, ak operéacia ® je definovand takto: [ay, az] @ [by,by] = [ay - by, az ® by].

2.12. Nech a € G je lubovolny pevne zvoleny prvok grupy G. Dokazte, Ze pod-
mnozina {a";n € Z} je podgrupou grupy G.

2.13. Najdite podgrupu aditivnej grupy celych c¢isel generovantt mnozinou

{2, 3, 5}.

2.14. V kazdej abelovskej grupe tie prvky, ktoré st sami sebe inverzné tvoria
podgrupu. Dokazte to.

2.15. Nech a € G je lubovolny prvok grupy G. Ako sme poznamenali v priklade
2.8, rad pogrupy [{a}] generovanej prvkom « nazyvame rdadom prvku a. DokazZte,
ze ak vsetky prvky danej grupy okrem neutridlneho maju rad dva, grupa je komu-
tativna.

2.16. Nech H je neprazdna podmnozina koneé¢nej grupy G. Potom H je podgru-
pou grupy G prave vtedy, ked mnoZina H je uzavreta vzhladom na operéaciu grupy
G. Dokazte to.

(Pozndmka. Vidime, Ze pre koneény pripad nemusime predpokladat, Ze mnozina H
je uzavretd aj na inverzné prvky.)

2.17. Dokazte, ze vetu 2.6 mozno zovseobecnit takto: Nech & je neprazdny sys-

tém podgrip grupy G. Potom (| H je tiez podgrupa grupy G.
Hes

§ 3. Okruhy, obory integrity, polia

Ak na neprazdnej mnozine definujeme dve binarne operacie majice urcéité vlast-
nosti a uréime vztah medzi tymito operaciami (napriklad tak, ako sme to urobili
v definicii 1.6), dostaneme algebraickt struktiru s dvoma operaciami. Z viacerych
takychto struktar znamych z algebry uvedieme v tomto paragrafe okruh a jeho
specialne pripady: obor integrity, teleso a pole.

Definicia 3.1. Nech A je neprazdna mnozina, na ktorej st definované dve ope-
racie ,+“ a -“. Potom struktira (A,+,-) je okruh, ak st splnené nasledujice
podmienky:

(i) (A,+) je komutativna grupa,
(i) (A.-) jo pologrupa,
(iii) Operacia ,-“ je distributivna vzhladom na operédciu ,+“, t.j. plati (LDZ)
a (PDZ) z definicie 1.6.

Ak (4,-) je komutativna pologrupa, okruh (A, +,-) nazyvame komutativnym

okruhom.
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Ak (4,-) je pologrupa s neutralnym prvkom, okruh (A, +, -) nazyvame okruhom
s jednotkovym prokom.

Grupu (A4, +) nazyvame aditivna grupa okruhu. Neutrdlny prvok grupy (A4, +)
volame nulovy prvok okruhu. Oznacujeme ho 0.

Pologrupu (A, -) nazyvame multiplikativna pologrupa okruhu. Neutralny prvok
pologrupy (A, -) (ak existuje) nazyvame jednotkovym prvkom okruhu. Oznacujeme
ho 1.

Okruh, ktory obsahuje len nulovy prvok, t.j. okruh ({0}, +, ) nazyvame trividal-
nym okruhom. Okruh, ktory obsahuje aspon dva prvky je netrivialny.

Priklad 3.1. Prosime ¢itatela, aby sa presvedéil o tom, ze struktary (Z,+,-),
(Q,+,), (R,+,-), (C,+,-) st okruhy. Vsetky tieto tzv. ¢iselné okruhy si komu-

tativne.

Priklad 3.2. Uvedieme priklad nekomutativneho okruhu. Vsetko potrebné ma-
me uz pripravené. Vezmeme mnozinu M vsetkych stvorcovych matic 2. stupna
s realnymi prvkami definovant v priklade 1.7 spolu s operaciou ,+“ definovanou
v priklade 1.10 a operaciou ,-“ definovanou v priklade 1.7. Lahko skontrolujeme,
ze (M, +) je abelovska grupa. To Ze (M, ) je pologrupa, sme dokazali v priklade
1.7. Tam sme tiez ukazali, Ze operacia .,-“ nie je komutativna. V priklade 1.14 sme
dokéazali, Ze operacia ,,-“ je distributivna vzhladom na operaciu ,+*. Teda (M, +,-)
je nekomutativny okruh. Ide o nekomutativny okruh s jednotkovym prvkom (pozri

priklad 1.12).

Priklad 3.3. Ak vezmeme mnozinu 2Z vietkych parnych ¢isel a operécie séitania
a nésobenia celych ¢isel, dostaneme okruh (2Z, +,-) bez jednotkového prvku.

Veta 3.1. Nech 0 je nulovy prvok okruhu (A,+,-). Potom pre kazdy prvok
a € A plati

Dokaz. Zvolime Iubovolny prvok a € A.
Plati

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,
a-0=a-0+0.

Lavé strany rovnosti (3.1) a (3.2) st rovnaké. Preto sa musia rovnat aj pravé
strany: a-0+a-0 = a-0+0. Podla pravidla ,o ruseni“, ktoré plati v grupe (A, +)
(pozri vetu 2.1 a poznamku 2.2), plati a - 0 = 0. Podobne sa dokaze, 7e 0-a = 0
(urobte tol). O

Veta 3.2. Nech a,b st [ubovolné prvky okruhu A. Potom plati

(3.3) (~a)-b=a-(~b) = —(ab),
.(_

(—a) b) = ab.

Dékaz. Dokézeme (3.3). Je jasné, Ze prvok —(ab) je opaény prvok k prvku ab.
Dokéazeme, Ze aj (—a) - b je opaény prvok k prvku ab. Skutoéne: a -b+ (—a) - b =
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=(a+(—a))-b=0-b=0, kde sme pouzili najprv distributivny zékon a potom
vetu 3.1. Podobne sa dokéZe aj (—a)-b+a-b = 0. KedZe ,+“ je asociativna operacia,
podla vety 1.2 opaény prvok je len jeden. Preto (—a)-b = —(ab). Podobne sa dokaze
a-(=b) = —(ab).

Dokéazeme (3.4). Poéitame: (—a) - (=b) = —(a - (=b)) = —(—(a - b)) = ab.
Dvakrat sme pouzili vztah (3.3), potom fakt, ze opaény prvok prvku opacéného
k danému prvku je dany prvok. O

Poznamka 3.1. Vztahy (3.3), (3.4) z vety 3.2 st tzv. znamienkové pravidla:
,minus krat plus je minus“ a ,minus krat minus je plus.“

Veta 3.3. Nech (A, +,-) je netrivialny okruh s jednotkovym prvkom. Potom
0#1.

Dokaz. Ak by 0 = 1, tak pre nejaké a # 0 by platilo 0-a¢ = 1-a = a a zaroven
0-a = 0. Odtial mame a = 0, ¢o je spor s predpokladom. O

Podla poznamky 1.9 mo’no v aditivnej grupe okruhu (A, +,-) definovat tzv.
celo¢iselné nasobky prvkov okruhu, t.j. ak a € A a k € Z je kladné celé ¢islo, tak
Exa=a4+a+---+aatiez —kxa=(—a)+(—a)+---+ (—a). V okruhoch,

k razy k razy
kde nemdze prist k omylu (napriklad v éiselnych okruhoch alebo v okruhu matic
v priklade 3.2) zéapis zjednodusujeme a miesto k x a piSeme len ka. TieZ méame
0 x a = 0, kde na lavej strane rovnosti znakom 0 sme oznacili celé ¢islo nula, zatial
¢o na pravej strane znak 0 je nulovy prvok okruhu.

Veta 3.4. Nech (A, +,-) je okruh. Potom pre kazdé a,b € A a pre kazdéh,k € Z
plati

(h+k)xa=hxa +kxa
Ex(a-b)=(kxa)-b=a-(kxb)

Dokaz. Je trivialny. O

Priklad 3.4. Dokazeme tvrdenie: Okruh (A,+,-) je komutativay vtedy a len
vtedy, ked v 1iom pre lubovolné prvky a,b € A plati

(3.5) (a + 6)2 = a?® + 2ab + bz,

kde miesto zapisu 2 x (ab) sme pisali len 2ab.

Dékaz turdenia. 1. Nech (A, +,) je komutativny okruh. Potom (a + b)* =
=(a+b)-(a+b)= (a—l—b)-a—l—(a—l—b)-b:a2+ba+ab+62 —a’+ab+ab+ 0% =
= a? + 2ab + b*. Pouzili sme dva razy distributivny zdkon a potom okolnost, Ze
(A, +,-) je komutativny okruh.

II. Nech (4,4, ) je okruh, v ktorom plati (3.5). Nech «a,b st Iubovolné prvky
okruhu. Poditajme (a—l—b)2 = (a+b)-(a+b) = (a+b)-a+(a+b)-b= a® +ba+ab+b2.
KedZe (3.5) plati, mame:

a2—|—2ab—|—62:a2—|—ba—|—ab—|—bz,
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alebo

a’> +ab+ab+b® = a® +ba+ ab+ b2,

Po ,vyruSeni rovnakych ¢lenov dostaneme ab = ba, t.j. okruh (A, +,-) je komuta-
tivny. O

Definicia 3.2. Nech B je neprazdna podmnoZina okruhu (A4, 4, -). Ak struktira
(B,+,-) je tiez okruh, tak ho nazyvame podokruhom okruhu A. Fakt, Ze okruh B
je podokruhom okruhu A zapisujeme B CC A.

Priklad 3.5. Kazdy netrivialny okruh (A, 4+,:) ma dva trivialne podokruhy:
okruh ({0}, +, ) a okruh (A4, 4, ). Pravda okruh moze mat aj netrivialne podokruhy.
Napriklad okruhy (Z,+,-), (@,+,-), (R,4+,"), st netrividlne (nazyvame ich aj
vlastné) podokruhy okruhu (C,+,-).

Veta 3.5. Neprazdna podmnozina B okruhu (A, +, ) je podokruhom okruhu A
prave vtedy, ked platia tieto podmienky:

(1) Pre kazdé a,b€ B plati: a—b€ B,
(i) Pre kazdé a,b € B plati: a-bé€ B.

Dékaz. 1. Ak B je podokruhom okruhu A, tak podmienky (i) a (ii) zrejme platia.
II. Nech pre neprazdnu podmnozinu B okruhu A platia podmienky (i) a (ii).
Prvé podmienka je vlastne podmienkou vety 2.5 o podgrupe. Preto grupa (B, +)
je podgrupou grupy (A, +). Podmienka (ii) implikuje, Ze (B,-) je podpologrupou
pologrupy (A, ) (odovodnite to!). Podobne lahké je dokézat, ze aj v (B, +,-) plati
lavy i pravy distributivny zakon. O

Veta 3.6. Nech S je systém (nie nutne vsetkych) podokruhov okruhu

(A,+,-). Potom aj () B je podokruhom okruhu A.
BesS

Dékaz, ktory je podobny dokazu vety 2.6 (pozri aj poznamku 2.5) sa vykona
aplikaciou vety 3.5 a ponechéva sa na Citatela. O

Definicia 3.3. Nech je dand podmnozZina M okruhu A. Nech S je systém vset-

kych tych podokruhov okruhu A, z ktorych kazdy obsahuje mnoZzinu M. (Zrejme
S #0,lebo A € §.) Teda

S={B; BCC A aziroven B D M}

Podokruh, ktory je prienikom vSetkych podokruhov systému S oznadime [[M]] a na-
zveme ho podokruhom generovanym (vytvorenym) mnoZinou M.
Prvky mnoZiny M sa nazyvaju generatory podokruhu [[M]].

Veta 3.7. Podokruh [[M]]| generovany mnozinou M ma4 tieto dve vlastnosti:

(1) [(M]] 2 M,
(i) Ak BCCA taky,%e BDM, tak B D [M]).

Podokruh [[M]] je vlastnostami (i) a (ii) jednoznacne urceny.

Dokaz je analogicky dokazu vety 2.7 a tak si ho ¢itatel vykona sam. g
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Poznamka 3.2. Poznamenajme podobne ako v poznamke 2.6, ze [[M]] je v is-
tom zmysle najmensi podokruh obsahujtici mnozinu M. Kedze kazdy podokruh
obsahuje aj trivialny podokruh {0} a prazdna mnozina () je podmnozinou kazdého
podokruhu, podokruh [[(]] = {0}. Nasledujtica veta hovori o tom, z ¢oho pozostava
podokruh generovany neprazdnou mnozinou.

Veta 3.8. Nech (A, +,-) je okruh a M C A jeho neprazdna podmnozina. Potom
podokruh generovany neprazdnou mnozinou M pozostava zo vsetkych moznych
konec¢nych stctov vsetkych moznych konecénych stcinov prvkov mnoziny M a prvkov
k nim opacnych.

Dokaz. Ak mnozinu tychto sti¢tov oznac¢ime B, tak aplikaciou vety 3.5 Tahko zis-
time, ze B je podokruh okruhu A. Zrejme B D M, lebo B obsahuje ,,jednoclenné®
sucty, z ktorych kazdy je len ,jednoc¢lenny® stiéin rovny nejakému prvku mnoziny
M (premyslite to!). Na druhej strane, kazdy podokruh obsahujici mnoZinu M ob-
sahuje aj vSetky mozné konecéné stucty vsetkych moznych koneénych stiéinov prvkov
mnoziny M a prvkov k nim opaénych. Preto B spliia obe podmienky vety 3.7.
Mozeme uzavriet B = [[M]]. O

Désledok. Nech (A, +,-) je komutativny okruh s jednotkovym prvkom 1. Nech
(B,+,-) je jeho vlastny podokruh tie# obsahujici jednotkovy prvok 1. Dalej nech
u € A je taky prvok, ze u ¢ B. Potom

[BUAu}]] = {ao + aru+ -+ apu”; a; € B, n € Nj.

Dékaz. Staéi si uvedomit, ze kazdy prvok podokruhu [[BU{u}]] je siétom prvkov
tvaru +b1by ...b,, kde b; € B U {u}. Ak s tychto prvkov je z podokruhu B, mame
+b1by ... b - u""%. Vidiet, Ze kazdy ¢len stétu ma tvar a - u”*, kde a € Ba k€ N.

0

Poznamka 3.3. Priave dokézany dosledok vyuZijeme neskorsie pri algebraicke]
definicii polynémov.

Priklad 3.6. UvaZujme o podokruhu okruhu (Z,+,-) generovanom mnozinou
M = {3, 5}. Podobne ako v priklade 2.7 pomocou vety 2.7, teraz pomocou vety 3.8
lahko zistime, Ze podokruh [[M]] = Z.

Priklad 3.7. Uvazujme o okruhu matic 2. stupia s realnymi prvkami (M, +,-)
z prikladu 3.2. Tento okruh ma ta zvlastnost, ze v nom existuji nenulové prvky,
ktorych sti¢in je nulovy prvok. Napriklad nasledujiici sti¢in nenulovych matic ,,dava“

nulovti maticu.
1 0 ‘ 0 0y [0 0
0 0 0 2/ \0 0/

Definicia 3.4. Nech (A, +,-) je okruh. Prvok a € A nazyvame lavym (pravym)
delitelom nuly, ak k nemu existuje taky prvok b € A, Ze b # 0 a plati a-b = 0
(b-a =0). Ak prvok a € A je pravym alebo lavym delitelom nuly, nazyvame ho
delitel nuly.

Priklad 3.8. Ak b # 0 je Tubovolny nenulovy prvok okruhu A, tak podla vety
3.1 plati 0-b = b-0 = 0. Vidime, ze nulovy prvok okruhu je delitelom nuly.
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Nazyvame ho trivialnym delitelom nuly. Trivialny delitel nuly teda obsahuje kazdy
okruh. Z prikladu 3.7 vidiet, Ze existuju okruhy obsahujice netrividlne delitele nuly,
t.j. také delitele nuly, ktoré st nenulovymi prvkami okruhu.

Definicia 3.5. Okruh (A4, +, ), ktory neobsahuje netrividlne delitele nuly nazy-
vame obor integrity. Teda v obore integrity plati:

(3.6) Ak a,b # 0 st (nenulové) prvky oboru integrity, tak a - b # 0.

Inymi slovami: Okruh A je obor integrity, ak jeho nenulové prvky tvoria podpo-
logrupu jeho multiplikativnej pologrupy.

Poznamka 3.4. V niektorej literatire sa pozaduje, aby obor integrity (okrem
toho, Ze nemé netrivialne delitele nuly) bol komutativny okruh s jednotkovym prv-
kom.

Veta 3.9. Netrividlny okruh (A, +,-) je oborom integrity prave vtedy, ked pre
vsetky a,b,c € A, také, ze ¢ # 0 plati:

(LKNP) Rovnost ca = c¢b implikuje a = b,
(PKNP) rovnost ac = be implikuje a =b.

Inymi slovami: Okruh je oborom integrity prave vtedy, ked sa v 1iom da kratit zlava
i sprava nenulovym prvkom.

Poznamka 3.5. Vyroky (LKNP) a (PKNP) st lavé a pravé pravidlo o kréatent
nenulovym prvkom.

Dokaz vety 3.9. 1. Nech A je obor integrity. DokaZeme, Ze v iom plati hoci lavé
pravidlo o krateni nenulovym prvkom. Nech teda a,b, ¢ € A st také prvky, Ze ¢ # 0
a zaroven ca = c¢b. Odtial méame ca — c¢b = 0 a odtial ¢(a — b) = 0. KedZe ¢ # 0
a okruh A neobsahuje netrivialne delitele nuly, musi byt a — b = 0, ¢ize a = b.
Pravidlo (PKNP) sa dokaZe podobne.

II. Nech v okruhu (A, 4+, ) plati lavé i pravé pravidlo o krateni nenulovym prv-
kom. Dokazeme, ze okruh je oborom integrity, t.j. neobsahuje netrivialne delitele
nuly. Aby sme to dokéazali, predpokladajme, Ze a,x € A st také prvky, ze a # 0
a zaroven ar = 0. Poslednti rovnost moZno napisat takto: a - = a - 0, odkial po
krateni zlava nenulovym prvkom a dostaneme x = 0. To znamen4, Ze A neobsahuje
netrivialne delitele nuly, ¢iZe je obor integrity. O

Definicia 3.6. Nech (T,+,) je okruh s jednotkovym prvkom. Okruh (7', +,-)
nazyvame telesom, ak v jeho multiplikativnej pologrupe (7 -) mé kazdy nenulovy
prvok inverzny prvok.

Inymi slovami: Okruh (T, 4, ) je teleso, ak Struktara (T — {0},-) je grupa. Na-
zyvame ju multiplikativna grupa telesa.

Ak teleso (F,+,-) je komutativny okruh, nazyvame ho pole.

Priklad 3.9. Pomocou vedomosti zo strednej skoly lahko overime, Ze okruhy

(Q,+,), (R,+,-), (C,4+,-) st komutativne telesa, teda polia.
Priklad 3.10. Nech F je mnoZina urcena takto:

F={a+b/2; a,bec Q).
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Na mnozine F definujeme obycéajné sc¢itanie ,+“ a nasobenie .- realnych cisel.
Dokéazeme, ze struktara (F,+,-) je pole.

Citatel méze lahko zistif, ze §trukttara (F,+) je abelovska grupa.

Podobne lahko zistime, Ze (F, -) je komutativna pologrupa s jednotkovym prvkom
14+ 0-+2. Je to zrejmé, ked?e nasobenie redlnych &sel je asociativne a suéin (a +
b\/i)(al + by \/i) = (aay + 2bby) + (aby + bal)\/ije opit z pola F.

Zostéva zistif, ze ak x = a + bv/2 # 0 4 0.4/2, tak existuje inverzny prvok
k tomuto prvku. Presvedéime sa o tom, Ze inverzny prvok je

4 a —b
= 2.
* a2—262+a2—262\/_

Skutoéne:
—b
(a+5V2)( 55 252 TV =
a? —ab 242 — 262
2o 252f+ 262\/_ a2 2 a2—26 +0.v2.

Samozrejme, treba este dokazat, Ze ak a 4+ by/2 # 0, tak aj a? — 2b% # 0. Pone-
chéame to na d¢itatela.

KedZe distributivny zakon (nasobenie je distributivne vzhladom na séitanie) plati
v celom obore reélnych C¢isel, plati Zrejme aj v mnozine F.

-----

treba uviest prlklad telesa, ¢o nie je pole, t.j. ma nekomutatlvne nasobenie. Takéto
telesa skutocne existuju. S prikladom nekomutativneho telesa sa stretneme v prie-
behu dalsieho stiadia algebry.

Veta 3.10. Kazdé teleso (T, +,-) je obor integrity.

Dékaz. Podla vety 3.9 sta¢i dokazat, Ze v telese moZno kratit (zlava i sprava)
nenulovym prvkom. DokéZeme napr. pravé kratenie (lavé sa dokaze podobne). Nech
a,b,c € T st lubovolné prvky telesa T, také Ze ¢ # 0 a zaroven ac = be. Potom
podla definicie 3.6 k prvku ¢ # 0 existuje inverzny prvok ¢~!. Ak nim vynésobime

rovnost ac = bec sprava, dostaneme (ac) - ¢! = (be) - ¢!, odkial po uplatneni
asociativneho zakona a vlastnosti jednotkového prvku okruhu mame a = b, ¢im je
kratenie nenulovym prvkom sprava dokazané. O

Veta 3.11. Okruh celych cisel (Z,+,-) je obor integrity.

Dokaz. Okruh celych ¢isel je podokruhom okruhu racionalnych éisel. Ale okruh
racionalnych ¢isel je telesom, teda aj oborom integrity, ¢ize neobsahuje netrivialne
delitele nuly. Nemoze ich teda obsahovat ani okruh celych éisel. O

Iny dokaz tejto vety uvedieme neskorsie. Citatel ho méze najst napriklad v skrip-

te [15, kap. VIII, veta 1.12].
Poznamka 3.7. Podla viet 3.10 a 3.11 éiselné polia (@, +, ), (R,+,), (C,+,"),

ako aj okruh celych ¢isel (Z,4,-) st obormi integrity. KedZe neobsahuji netrividlne
delitele nuly, plati v nich tvrdenie zname zo strednej skoly: Ak sucin dvoch cisel sa
rovna nule, tak jeden alebo druhy éinitel sa rovna nule. Citatel nech si uvedomi,
7e toto tvrdenie nema ,vseobecni* platnost. Neplati v okruhoch, ¢o nie st obormi
integrity.
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Definicia 3.7. Nech (T, +,-) je teleso. Ak S je takd podmnoZina telesa T, Ze
(S, 4, ) je tiez teleso, tak S nazyvame podtelesom telesa T. Oznacujeme: S CC T.
V pripade komutativneho telesa (pola) pouZivame nazov podpole.

Priklad 3.11. Polia (@, +, ), (R, +, ) st podpoliami pola (C,+, ).

Veta 3.12. Neprazdna podmnozina S telesa (T,+,-) je podtelesom telesa T
prave vtedy, ked platia tieto podmienky:

(1) Pre kazdé a,b e S plati: a—0b€ S,
(i) Pre kazdé a,b € S plati: a-beS,
(iii) Pre kazdé a € S také, 7e a#0, plati: o '€ S.
Dokaz ponechame na citatela. O
Cvicenia

3.1. Zistite, ¢i nasledujtce ¢iselné mnoziny s operaciami obyc¢ajného scéitania
a nasobenia st okruhom, oborom integrity, alebo polom.
a) H={a+b/3; a,bc Z},
b) K ={a+b/3; a,bcQ},
¢) L={a+b/24¢V3; a,b,ccQ},
d) M ={a+b/2+cV/3+dV6; a,b,e,d € Q.

3.2. Zistite, éi mnoZzina M = {a,b,c¢,d} s operaciami ,+“ a - definovanymi
nasledujticimi Cayleyho tabulkami

+la b ¢ d a b ¢ d
ala b ¢ d ala a a a
bbb ¢ d a bla b ¢ d
cle d a b cla ¢ a ¢
di{d a b c dija d ¢ b

tvori okruh. Je to obor integrity? Je to teleso?

3.3. Dokazte, 7ze mnozina M = {a,b,c} s operdciami O, A je teleso (teda
systém (M,0O, A) je teleso).

o ool
O SR
Q o oo
> ol
o o[>
QX QD
o Qo
>0 ol

3.4. Zistite, ¢i mnozina vsetkych celych éisel je okruhom (oborom integrity)
vzhladom na operacie &, ®, ktoré st dané vztahmi

rhy=xr+y—1, TOy=x+y—ay,
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kde z,y st [ubovolné celé ¢isla.
3.5. Zistite, ¢ struktura (7,6, ©), kde

aPb=a+b+2 a®b=ab+ 2a+ 2b+ 2,
a a,b st lubovolné celé ¢isla je okruhom. Je to obor integrity?
3.6. Dokézte, 7e ak v okruhu (A, +,-) pre kazdé a € A plati a®* = «a, tak A je

komutativny okruh.
Navod. Najprv dokazte, Ze pre kazdé a € A plati a + a = 0.
JP ) b b

3.7. Dokazte, 7e (Z,,®) je obor integrity, ked

abb=a+b+1, a®b=a+b+ ab,

kde a, b st lubovolné celé ¢isla.

3.8. Nech (A, +,-), (B,+,-) st okruhy. Nech v mnozine (A x B,+,-) st dané
operacie ,+“ a ,-“ takto: Pre kazdé (x,y), (u,v) € A x B plati

(x,y) + (u,v)=(r+u,y+v) a (x,y)-(u,v)=(x-u, y-v).
Potom struktira (A x B, +,-) je tieZ okruhom. Dokazte to.

Poznamka Zrejme nevadi, Ze operacie vo vsetkych troch okruhoch oznacujeme
rovnako. Okruh (Ax B, +, ) nazyvame direktnym stiétom okruhov (A, +,-), (B,+,").

3.9. Dokazte, ze direktny sticet dvoch oborov integrity nie je oborom integrity.

3.10. Nech R je mnozina realnych ¢isel. Nech dalej ,,“ a ,,©“ st binarne operacie
definované na mnozine R x R dané takto:

a) (a,0) @ (ed) = (ac,be+d),  (a,) © (c,d) = (ac, bd),
b) (ab) @ (erd) = (a+ebtd), (ab)o(ed) = (actbe,ad + bd),
&) (ab) & (crd) = (ad +be,bd),  (a,b) © (erd) = (ac, bd),
kde a,b,c,d st lubovolné realne éisla. Rozhodnite, ¢ Struktira (R x R, $,0) je
okruh, komutativny okruh pripadne okruh s jednotkovym prvkom.

3.11. Nech

Dokazte, ze struktara (M, +,-) je pole.

3.12. Rozhodnite, ¢i platia vyroky
a) Kazdy podokruh pola je pole.
b) Kazdy nadokruh pola je pole.
Ak ano, dokazte prislusny vyrok, ak nie, najdite kontrapriklad.
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§ 4. Okruhy zvyskovych tried

Na zaciatku tohto paragrafu si uvedieme niektoré vlastnosti celych ¢isel zalozené
na binarnej relacii ,,deli“. Najprv dokazeme nasledujtcu vetu.

Veta 4.1 (veta o deleni so zvyskom). Nech a,b € Z st lubovolné celé ¢isla také,
ze b # (. Potom existuju jednoznacne urcené celé ¢isla q,r € Z také, Ze plati rovnost

(4.1) a=b-q+r, kde 0<r<lb.

Dokaz. Najprv dokazeme, Ze sta¢i uvazovat o pripade, ked celé ¢islo b je kladné.
Naozaj: Ak by existovali jednoznacéne urcené celé ¢isla ¢, r pre lubovolné celé ¢islo a
a kladné celé ¢islo b také, aby platilo a = bg 4+ r, kde 0 < r < b = |b|, potom by
platilo aj a = (=b)(—q) + r, kde 0 < r < b = |b| = | — b|. Citatel nech si uvedomi,
ze z jednoznacnosti ¢ podla vety 1.2 vyplyva aj jednoznacénost —q.

A. Existencia. Nech st teda dané Iubovolné celé ¢isla a, b také, ze b > 0. Najprv
definujme mnozinu

M=1{b-kkeZ}.

Mame dve moznosti:

1) a € M. Potom existuje celé éislo s € Z také, ze a = b- s, ¢éize a = bs + 0.
Vidime, ze ¢ = s a stucasne r = 0, ¢ize existencia ¢isel ¢,r je pre tento pripad
dokézana. (Zrejme 0 <r < b,lebor =0 a b>0.)

2) a ¢ M (Gtatel si premysli, 7e v tomto pripade b # 1). Potom zrejme*
existuje celé ¢islo ¢ také, ze bg < a < b(q + 1), ¢ize bg < a < bg + b. Odtial mame
0 < a—bg <b. Teraz polozme a — bg = r. Vidime, ze

a=>bq+r, kde 0<r<b.
Ak vezmeme do vahy aj vysledok 1), mame

a=bg+r, kde 0<r<hb,
alebo vzhladom na to, Ze b > 0

a="bq+r, kde 0<r<lb.
Tym je existencia ¢isel ¢, r € Z takych, Ze plati (4.1) dokdzana.

B. Jednoznac¢nost. Nepriamo. Budeme predpokladat, ze existuja dve rozne dvo-
jice q1,71 a 2,79 tak, ze
a=>bg +ry, kde 0 <r; <D,

a=>bgy + 19, kde 0 <1y <b.

*)T4to ,zrejmost” je zaloZend na tom, e ¢itatel ma dobri predstavu o rozlozeni ¢isel mnoZiny
s S ;1A TR . . : - . ,
M na éiselnej osi. Presny dokaz vyuZivajici pojem ,dobré usporiadanie mnoziny prirodzenych
Y , f o s
éisel“ bude vykonany v predmete tedria ¢isel.
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Ak by ¢; = g2 mali by sme
bgi +r1 = bq1 + ra,

odkial ;1 = ro a dvojice by boli rovnaké, ¢o je v spore s predpokladom. Nech preto
@1 # q2 napr. ¢1 < ¢z. Potom ¢1 + 1 < ¢2. Z toho vyplyva bgy + b < bgy. Preto
mame a = bqy + 11 < bgy +b <bgs < a, t.j. a < a, ¢o je spor. O

Priklad 4.1. Ak si zvolime celé ¢islo n vicsie ako jeden a budeme nim delit
celé ¢isla, pri deleni mozeme dostat n roznych nezapornych zvyskov. Su to zvysky
0,1,2,....,n — 1. Napr. ak n = 6 mame zvysky 0,1,2,3,4,5. Pri deleni ¢isla 20
mame zvysok 2, lebo 20 = 6 -3 + 2, pri deleni 13 zvysok 1, lebo 13 =6-2 + 1. Aky
zvysok bude, ak ¢islom 6 vydelime —137 PiSeme —13 = 6 - (—2) + (—1). Dostali
sme ,zvysok“ —1. Nie sme spokojni, lebo to nie je nezaporné celé ¢islo. Pocitajme:
—13=6(-2)+(-1)+6—-6=6(—2—-1)+(-1)+6 =06 (—3) + 5. ZvySok je 5.

Definicia 4.1. Nech a,b € Z st celé ¢isla. Hovorime, ze ¢islo a deli ¢islo b,
¢o zapisujeme a | b, ak existuje ¢islo ¢ € Z také, Ze b = a - ¢. Ak také celé ¢islo ¢
neexistuje, tak hovorime, %e a nedeli b, ¢o zapisujeme a 1 b.

Priklad 4.2. Vidime, Ze 3|12, —=3]12,31]0,1|7, 712 a pod.

Veta 4.2. Reldcia ,, | “ definovand na mnozine Z v definicii 4.1 ma nasledovné
vlastnosti. Pre vsetky a,b,c,x,y € Z plati:
a|o,
0| a prave vtedy, ked a =0,
ak alb, tak (—a)|b, a|(=b), (—a)]|(=D),

ala,

LW N —
S’

N

e N e e S e S S

ak a|b azdroven b|ec, tak alc,

ak a|b, tak a|be,

ak a|b, tak ac|bc,

ak ac|bc azaroven ¢ #0, tak alb,
ak a|b+c¢ azéroven alb, tak a|e,

b e, .,

S O 00~ Oy Ot

~~

ak a|b azéroveni a|ec, tak a|(bx + cy). *

Dékaz uvedenych tvrdeni je jednoduchy. Ponechame ho ¢itatelovi (cvicenie 4.1).

4

Poznamka 4.1. Z vlastnosti (4) a (5) vyplyva, Ze relacia ,, | “

a tranzitivna.

je reflexivna

Definicia 4.2. Nech a,b st ITubovolné celé ¢isla. Nech celé ¢islo d ma tieto
vlastnosti:

(1) d| a a zaroven d | b,

(i) ak d* je také celé ¢islo, Ze d* | a a zaroven d* | b, tak d* | d.

Potom ¢islo d nazyvame najvicsim spolocnym delitelom (v skratke NSD) celych
éisel a, b. Dalej oznaéime |d| = (a,b).

Inymi slovami: Najvaési spoloény delitel je taky spoloény delitel, ktory delia
vsetky spoloéné delitele.

*)Mézeme pisaf aj a | b + cy, teda bez zétvorky (preco?).
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Poznamka 4.2. Citatel lahko skontroluje, ze ak d je NSD &sel a, b, tak aj —d je
ich najvac¢sim spoloénym delitelom. Ak napriklad @ = 12, b = 18, tak ich spolo¢né
delitele sa: —6,—3,—-2,—1,1,2,3,6 a ich NSD je ¢islo 6 ako aj —6. Vidiet, ze NSD
vobec nemusi byt ,najvacsi® v zmysle usporiadania celych ¢isel. Nezaporny NSD
sme oznadili (a,b). Preto (12,18) = 6.

Okrem toho hned vidiet, Ze (a,b) = (b,a), (a,0) = |a|, (0,b) = |b], (0,0) =0 pre
vsetky a,b € Z.

Veta 4.3. Nech a, b st lubovolné celé ¢isla. Potom existuje ich najvicsi spolo¢ny

delitel.

Dokaz. Vzhladom na poznamku 4.2 stac¢i najst najvacsi spolocny delitel pre ne-
nulové celé ¢isla. Nech teda a # 0, b # 0. Vzhladom na td istd poznamku staéi
najst taky NSD, ktory je kladny. To urobime takto:

Najprv definujeme mnoZinu M = {ax + by; x,y € Z}. Hovorime, Ze takato
mnoZina je mnoZinou vietkych linedrnych kombinécii ¢éisel a,b. Lahko zistime, Ze
M obsahuje aj kladné celé ¢isla. Naozaj, ak a je kladné, staci volit « = 1, y = 0,
ak a je zaporné, staci volit + = —1, y = 0. Nech d = axg + byp Je najmensie kladné
celé ¢islo z mnoziny M. DokéZeme, Ze d = (a,b). Podla vety 4.1 existuju celé éisla
q,r také, ze plati

a=dg+r, kde 0 <r <d.
Pocitajme
a=dq+r = (axo + byo)q + 1,
odkial mame
r=a— (avo + byo)q = a(l — woq) + b(—yo)q.

Vidime, ze r € M. Kedze 0 < r < d a d je najmensie kladné ¢islo z mnoZiny M,
musi byt r = 0. Preto a = dg, ¢ize d | a. Analogicky dokaZeme, Ze d | b. Teda
d mé prvi vlastnost najvicsieho spoloéného delitela. Dokazeme, Ze ma aj druht
vlastnost. Nech d* je také celé ¢islo, Ze d* | a a zéroven d* | b. Potom podla (10)
vety 4.2 d* | (axo + byo) = d. Tym sme dokazali, ze d = (a,b). O

Dosledok. Nech d je najvicsi spoloény delitel celych ¢isel a,b. Potom existuji
celé cisla xq, yo, také, ze d = axg + byg.

Dékaz. a) Predpokladajme najskor, Ze d > 0. Ak niektoré z éisel napr. b je rovné
nule a druhé lubovolné, mame d = |a| = (a,0). Potom ak a > 0, prislusné vyjadrenie
jed = a-140-c¢ (¢islo ¢ je lubovolné celé éislo), ak a < 0, tak d = —a = a-(—1)+0-c
je prislusné vyjadrenie. Ak sii obe nenulové, vyjadrenie d = axg 4 byg sme nasli
v dokaze vety 4.3.

b) Teraz predpokladajme d < 0. Podla bodu a) néjdeme vyjadrenie |d| =
= axo + byo, odkial mame d = a(—xg) + b(—yo). O

Definicia 4.3. Kladné celé ¢islo p # 1 sa nazyva prvocislo, ak ho delia len tieto
¢isla: 1, =1, p, —p. Teda prvoéislasa 2, 3, 5, 7,---.

Definicia 4.4. Celé ¢isla a,b nazyvame nesudelitelné, ak (a,b) = 1.

Poznamka 4.3. Prvodislo p je nestidelitelné s kazdym nenulovym celym ¢éislom
roznym od +p.
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Veta 4.4. Nech a,b, c st celé ¢isla také, ze a | be a tieZ (a,b) = 1. Potom a | c.

Dokaz. Ak ¢ = 0, veta plati. Nech ¢ # 0. Podla dosledku vety 4.3 existuju celé
¢isla g, yo, také, ze axg + byo = 1. Odtial, po vynasobeni rovnosti ¢islom ¢, mame
acxg + beyg = c. Vidiet, ze éislo a deli lavt stranu rovnosti. Preto a | ¢, ¢o sme
cheeli dokazat. O

Definicia 4.5. Nech je dané pevne zvolené celé ¢islo n > 2. Na mnozine Z
definujme bindrnu reldciu ,= (mod n)“ takto:

Pre véetky a,b€ Z a=b (modn) vtedy alen vtedy, ked n|a—b.

Potom bindrnu relaciu ,= (mod n)“ nazyvame kongruenciou podla modulu n.
Vztah a = b (mod n) éitame: , a kongruentné b modulo n*.

Priklad 4.3. Nech n = 6. Potom —14 = 10 (mod 6), lebo —14 — 10 = —24
a 6| (—24). Podobne 7 =19 (mod 6), lebo 6 | (—12) =7 — 19.

Veta 4.5. Reldcia ,= (mod n)“ z definicie 4.5 je relaciou ekvivalencie na
mnozine Z.

Dokaz. Dokazeme, ze relacia kongruencie je reflexivna, symetricka a tranzitivna.
Nech a, b, ¢ st [ubovolné celé ¢isla.

1) Plati a | 0, teda aj a | a — a, ¢éize a = a (mod n), t.j. relacia je reflexivna.

2) Ak a = b (mod n), tak n | a—b. Preto ajn | b—a, ¢iZze b = a (mod n). Vidiet,
ze relacia je symetricka.

3) Ak ¢ =b (mod n) azaroven b = ¢ (mod n), tak n | a—b azarovenn | b—ec.
Preton | (a —b) + (b—c¢) = a —¢, ¢éiZe a = ¢ (mod n), t.j. relacia je tranzitivna. O

Citatel uz vie, kazda relacia ekvivalencie ,rozdeli* mnozinu na ktorej posobi na
disjunktné triedy. Preto ak je na mnozine Z definovana relacie kongruencie, je tym
tieZz dany jej rozklad na disjunktné triedy. Nech a je Iubovolné celé ¢islo. Trieda,
ktort definuje je dana takto:

(2) a=H{r€Z;x=a (modn)}.

Triedy (2) nazyvame zvyskové triedy podla modulu n, alebo kratsie zvyskové triedy
modulo n. Dokazeme o nich niekolko pomocnych viet. Najprv poznamenajme, ze
kazdé celé éislo a € Z patri do triedy, ktort definuje, t.j. a € @. Dalej, dve rozne
zvyskové triedy st aj disjunktné, t.j. @ # b = @Nb = (cvidenie 4.6).

Lema 4.1. Nech a; € a. Potom a = a;. Inymi slovami: Zvyskova trieda je
urcena Iubovolnym svojim prvkom.

Dékaz. Najprv poznamenajme, Ze ak a; € @, tak a1 = a (mod n). Mame dokézat
rovnost mnozin @ a aj.

1) Nech z € @, ¢o znamend = a (mod n). Ale je aj a = a; (mod n), a tak
mame (tranzitivnost) @ = a; (mod n), t.j. « € a@. Kedze = je lubovolny prvok
triedy @, plati @ C a;.

2) Inklazia @ C @ sa dokéZze podobne. Mame tak @ = @;. O
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Lema 4.2. Dve celé ¢isla v,y € Z patria do tej istej zvyskovej triedy prave
vtedy, ked * =y (mod n).

Dékaz. 1. Nech # € @ a zéroven « =y (mod n). Potom a = & (mod n) a zéro-
ven ¢ =y (mod n), z ¢oho vyplyva a =y (mod n), o znamend y € a.

II. Nech # € @ a zaroven y € a. Odtial mame @ = a (mod n) a zaroven a =y
(mod n), ¢ize @ =y (mod n). O

Lema 4.3. Dve celé ¢isla v,y € Z patria do tej istej zvyskovej triedy prave
vtedy, ked po deleni ¢islom n dévaji ten isty zvysok.

Dokaz. 1. Nech davaju ten isty zvysok r, t.j.
T =ng +r,
Yy =ngy+r.

Po odéitani mame
r—Yy= n(Ql - Q2)7

odkial vyplyva n | 2 —y alebo @ = y (mod n). Potom podla lemy 4.2 patria do tej
istej zvyskovej triedy.

II. Nech celé ¢isla z,y patria do tej istej zvyskovej triedy. Potom podla lemy 4.2
plati © =y (mod n), éize n | * — y. To znamend, ze existuje celé éislo k, také, ze
x —y = kn. Nech

r=nq +ry, pricom 0<r;y <n,

y=mngs +re, pricom 0<ry <n.
Od¢itanim a dalsou tipravou mame

r—y=nlg —q)+r —re,
kn=n(q —q)+r —re,
n(k—Q1‘|‘(]2):7“1—7“2-

Vidiet, Ze éislo r; — rg je nasobkom ¢isla n, pricom 0 < |r; — 3| < n. To moze
) J y P >
nastat len vtedy, ked r; — ry = 0, éize ked rqy = 7. O

Lema 4.4. Nech a,b,ay,by st také celé ¢isla, ze plati:
ag =a (mod n) by =b (mod n)
Potom plati tiez:
ag+by=a+b (modn) ai-by =a-b (mod n).

Inymi slovami: Kongruencia modulo n ,zachovava“ operaciu sc¢itania i nasobenia
celych cisel.

Dékaz. 1) Dokazeme, Ze zachovéava séitanie. Nech a1 = a (mod n) a zéroven
by =b (mod n). Potom n | a; —a a zaroven n | by — b, odkial n | ay —a+b; — b

alebo n | a1 + by — (a +b), ¢ize a1 + by =a + b (mod n).
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2) Dokéazeme, Ze zachovava nasobenie. Nech a1 = a (mod n) a zaroven
by = b (mod n). Potom n | ay —a a zéaroven n | by — b, odkial n | a;by — aby
a zaroven n | aby — ab. Potom n | a;by — aby + aby — ab, ¢ize n | ajby — ab alebo
a;by = ab (mod n).

O

Cielom dalsich tvah je uviest definiciu a najjednoduchsie vlastnosti okruhu zvys-
kovych tried.

UvaZujme o mnozine celych éisel Z = {...,—4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,... }.
Dokéazali sme (veta 4.1), Ze ak mame dve celé ¢isla a, n, kde n > 1, tak existujt
jednoznacéne dané celé éisla g, r také, ze a = ng+r, kde r € {0,1,2,....n — 1}.

Ku kazdému celému ¢islu a je teda jednoznacne uréeny zvysok r, ktory dostaneme
po deleni ¢isla a ¢islom n. To znamena, Ze vsetky celé ¢isla sa daji roztriedit do n
tried podla toho, aky zvysok ., davaju“ po deleni ¢islom n. Tieto tzv. zvyskové triedy
podla lemy 4.2 a 4.3 s11 vlastne triedy kongruencie podla modulu n. Zvyskové triedy
v stthlase s vy$$ie uvedenym oznacéime 0,1,2,...,n — 1. Do triedy 0 dame vietky
celé éisla ktoréd davaju zvySok 0, do 1 tie celé é&isla, ktoré davaju zvysok 1, atd.
Zrejme plati Z = 0UTU2U---U(n —1). Okrem toho: Ak @ #b, tak anb=0.
Systém zvyskovych tried budeme oznacovat znakom Z,. Teda

Z,=40,1,2,...,n —1}.
Priklad 4.4. Ak n = 6, ide o tieto zvyskové triedy:

0={..,—18,-12,-6,0, 6,12, 18,...},
T={..,-17,-11,-5,1, 7,13,19,...},
2=1{..,—16,—10,—4, 2, 8, 14,20,...1},
3={..,—15, —9,-3,3, 9,15,21,...},
I=1{...,—14, —8,-2, 4,10, 16, 22,...},

5={...,—-13, —7,-1,5,11,17,23,... }.
Systém Zg = {0,1,2,3,4,5} je teda mnozinou zvyskovych tried podla modulu 6.
Citatelovi odport¢ame, aby si podobne urél mnoZiny Zo, Zs, Z4, Zs o Zr.
Priklad 4.5. Podla toho ¢o sme povedali, plati: Ak celé ¢islo a patri do triedy

T € Z,, tak ho mozno pisat v tvare ¢ = n - ¢ + x. Napriklad ak a € 2,2 € Zg, tak
a=6qg+2; ak 2 € Z3, tak a = 3¢ + 2, atd. Preto zvy$kové triedy mnoziny Z,
mozeme lahko zapisat aj takto:

0={x€Z, x=nq, q€Z},

1={x€Z; xz=nq+1, q€Z},

2={x€Z; x=nq+2, q€Z},

n—1={x€Z; z=ng+n-1, q€Z}.

Citatel nech si analogickym sposobom napise triedy systémov Zy, Zs, Z4, Zs a Zx.
TieZ je dobré uvedomit si, 7e 0€0, 1€1,....n—1€n—1.

Teraz na mnozine Z,, definujeme operacie s¢itania a nasobenia.
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Definicia 4.6. Na mnozZine zvyskovych tried Z, definujeme operacie ,,+“ a ,,-“

takto: Nech @, b st lubovolné prvky mnoZiny Z,. Potom

G+b=a+b, @-b=a-b.

S¢itanie a nasobenie tried v definicii 4.6 sme definovali pomocou tzv. ,repre-
zentantov tried“. Naozaj @ € @ a b € b. Triedy @, b sme séitali tak, Ze sme
vykonali stifet ich reprezentantov a + b a stétom bola trieda a + b, ktord tento
stucet definoval t.j. trieda, do ktorej patri sucet a + b. Podobne sme definovali aj
stcin. Aby sme nase uvahy polozili na seriozny zaklad, musime dokazat, Ze siéet
tried, ani ich stic¢in, nezavisi od vyberu reprezentantov, t.j. vysledok bude taky isty
nech uZ vyberieme reprezentantov akokolvek. To dokaZeme v nasledujticej vete.

Veta 4.6. Nech @, b st Tubovolné triedy systému zvyskovych tried Z,. Nech
a; € a, by € b. Potom

al—l—blza—l—b al-blza-b

Inymi slovami: Stucet ani sucin tried nezavisi od reprezentantov tried, pomocou
ktorych definujeme vysledné triedy.

Dékaz. 1) Pre stcet: Nech a; € @, by € b. Potom a; = a (mod n) a tiez by =b
(mod n). Podla lemy 4.4 méme a1 +b; = a+b (mod n), ale potom podla lemy 4.2
aq + bl =a+ b.

2) Dokaz pre stéin sa vykonda podobne. O

Priklad 4.6. Séitajme napr. triedy 3 a 5 € Zs. V triede 3 zvolme napr. —9,
v triede 5 zvolme hoci 23. Pozrime sa kde padne stiéet —9 + 23 = 14. Vidime, Ze
14 € 2. Teda 3 +5 = 2. Ak zvolime inych reprezentantov napr. 9 € 3, 11 € 5,
vidime, e znova 9 4+ 11 = 20 € 2. Samozrejme, za reprezentantov tried 7 a 3
mozeme zvolit aj r,s, lebo r € ¥, s € 5 a zjednodusit si tak pocitanie. Podobne
pre stéin. Vynasobme tie isté triedy 3 a 5 € Zs. V triede 3 zvolme ako vyssie
—9, v triede 5 zvolme 23. Pozrime sa kde padne stéin —9 - 23 = —207. Vidime, Ze

—207 € 3. Teda 3-5 = 3. Ak zvolime 9 € 3, 11 € 5, vidime, Ze aj 9-11 = 99 € 3.

Veta 4.7. Ak v mnozine zvyskovych tried modulo n definujeme operacie
.+ “ a - ako v definicii 4.6, tak Struktira (Z,,+,-) je komutativny okruh
s jednotkovym prvkom.

Doékaz. 1. Dokazeme, 7e struktura (Z,4) je abelovska grupa.

a) Z definicie 4.6 a vety 4.6 vyplyva, ze (Z,,+) je grupoid.

b) DokaZeme, %e operacia ,+“ je asociativna. Nech 7,5,¢ € Z,, s lubovolné
prvky mnoziny Z,. Poc¢itajme

TH+3)+t=r+s+t=(+s)+t=r+(s+t)=T+s+t=T+(5+1).
Teda (Z,,+) je pologrupa.
¢) Neutralnym prvkom pologrupy (Z,,+) je trieda 0. Dokaz tohto faktu pone-
chame na ¢itatela.
d) Nech 7 € Z,, je lubovolna trieda mnoziny Z,. Potom —7 = n — r. Skutoéne
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F—I—n—r:r—l—n—r:ﬁzﬁ,
podobne
n—r+r=n—r+r=n=0.
e) Citatel Iahko dokéZe, Ze operécia ,+“ je komutativna.
II. DokéZzeme, Ze struktira (Z,,-) je komutativna pologrupa s neutralnym prv-
kom (komutativiny monoid).
a) Podobne, ako vyssie, z definicie 4.6 a vety 4.6 vyplyva, Ze struktira (Z,,-) je
grupoid.
b) Dokaz asociativnosti je podobny ako pri séitani. Nech 7,5, € Z,, st [ubovolné
prvky mnoziny Z,. Poéitajme
(T-3)t=7-5-t=(r-s)-t=r-(s-t)=7-s-t=7-(5-1).
Teda (Z,, ) je pologrupa.

Komutativnost operacie .- je zrejma. Tiez vidietf, ze 1 € Z, je neutralnym
prvkom operécie ,-“ (overte tol).

III. DokaZzeme, ze operacia .- je distributivha vzhladom na operaciu
.+“. KedZe operacia ,-“ je komutativna, stac¢i dokazat len jeden, napr. pravy, dis-
tributivny zakon. Nech 7,5,t € Z,, st lubovolné prvky mnoZiny Z,.

Pocéitajme
(T+3)-t=r+s-t=(r+s)-t=r-t+s-t=r-t+s-t=7-t+5-1
Vidime, ze distributivny zédkon plati. Tym je veta dokazana. O

Priklad 4.7. Nasledujtice Cayleyho tabulky st tabulky okruhu (Zg, +, -). Citatel
si moze skontrolovat, ze prva tabulka je naozaj tabulkou grupy (Zs,+) a druha
tabulkou monoidu (Zs, -).

W] ol bl = of| 4
Ot x| ol D —| Ol O
Ol O x| ol DI |
= O O W] o N[ N
| =] S| O i eol| ol
ol N = O O || W
| ol Do) = Ol oY| ot
(S (NI T e l] N

ol ol ol o o ol ol
Ot x| ol D | O
=] Nl O | N | DN
Wl Ol Wl O il o el
DN i ] DN o] O o]
= DN W =] O O Y

Viimnime si, Ze pre nenulové prvky tohto okruhu 2,3 € Zg plati 2-3 = 0. Teda
mame dalsi priklad okruhu, ¢o nie je oborom integrity. Avsak existuji také okruhy
zvyskovych tried, ktoré obormi integrity sii. Hovori o tom nasledujtca veta.

Veta 4.8. Okruh (Z,,+,-) je pole (teda aj obor integrity) prave vtedy, ked n
je prvocislo.

Dékaz. 1. Nech (Z,,+,-) je pole. Ak by n nebolo prvoéislo, potom by existovali
také ¢islar,s € Z,%2en=r-s (kde 1 <r, s<n) amalibysme7-5=0 t.j. Z,
by nebol obor integrity a teda ani pole — spor!

II. Nech n je prvoéislo. Nech 7 € Z, je Iubovolna trieda okruhu Z, taka, Ze
7 # 0. Potom é&isla r a n st nestdelitelné. Odtial vyplyva existencia celych éisel
z,y takych, Ze plati ra + ny = 1 (pozri dosledok vety 4.3). Preto ra + ny = 1, ¢ize
7z +ny =1, atedars +ny = 1. Kedze n = 0, méme 7z + 0y = 1 a tak 77 = 1,
¢o znamend, ze T = (T)~!. Vidime, 7e Tubovolny nenulovy prvok okruhu (Z,, +,-)
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ma inverzny prvok, ¢im sme dokézali, Ze (Z,,+,-) je pole a teda aj obor integrity.

0
Priklad 4.8. Uvedieme tabulky pola (Zs,+,").

el ol bl —| ol 4+
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Citatela prosime, aby si skontroloval, Ze §trukttra (Zs,+,-) ma vietky vlastnosti
pola. Napr. prvky 1 a 4 st vzhladom na nésobenie sami sebe inverzné, zatial ¢o
prvok 3 je inverzny prvku 2 a naopak.

Poznamka 4.4. Doteraz sme sa zoznamili s polom racionalnych, redlnych a kom-
plexnych éisel: (Q,+,), (R, +,-), (C,+, ). Tieto tzv. éiselné polia vlastne pozname
zo strednej skoly (i ked sa tam pojem pole nepouzival). St to vSetko nekoneéné
polia. Ako sme videli v tomto paragrafe, mozu existovat aj koneéné polia, ako st
polia zvyskovych tried podla prvoédiselného modulu, t.j. polia (Z2,4+,-), (Zs,+,-),
(Zs,+,-), atd. Neskorsie sa zoznamime aj s dalsimi koneénymi poliami. V ¢isel-
nych poliach beZne pouzivame zlomky. Napriklad: ak a je nenulové realne ¢islo, tak
v poli redlnych éisel k nemu existuje inverzny prvok a™!, ktory zapiSeme beznym
sposobom v tvare zlomku a=! = % Tento zapis (t.j. v tvare zlomku) sa v koneé-
nych poliach nepouziva. Napriek tomu v dalom texte sa vyskytni tvahy, v ktorych
mame na mysli pole v iplnej vSeobecnosti (t.j. koneéné alebo nekoneéné) a zlomky
pre jednoduchost pouzivame. V tomto pripade citatel vidy moéze miesto vyrazu §

pouzit vyraz a - b~ ktory je pripustny aj v koneénych poliach.
Priklad 4.9. V poli zvyskovych tried (Zs, +, -) rieste rovnicu (3 - z) + 4 = 3.

Riesenie. Pri pocitani budeme vyuZivat Cayleyho tabulky operacii +, -, ktoré
sme zostrojili v priklade 4.8. K obom strandm rovnice pripoé¢itame prvok 1, ktory
je opaény k prvku 4. Dostaneme 3 - x = 4.

V obyéajnej algebre by sme teraz delili prvok 4 prvkom 3. Ako to urobime tu?
Z tabulky pre nasobenie vidime, ze inverznym prvkom prvku 3 je prvok 2. Preto
poslednti rovnicu nasobime zlava 2. Mame

2.3 2)=21

Uplatnenim asociativneho zakona a vlastnosti neutralneho prvku dostavame = = 3.
Sktgka: Dosadenim do lTavej strany rovnice mame: (§ cx) + 4 = (§ . §) +4 =
= 4 +4 = 3. Vidime, Ze prava strana rovnice sa rovna lavej.

Cvidenia

4.1. Dokazte vetu 4.2. Formulujte zovSeobecnenie tvrdenia (10) a dokazte ho.
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4.2. Nech a,b € Z st lubovolné celé ¢isla a k ITubovolné prirodzené ¢islo. Potom
plati: Ak a =b (mod n), tak aj ka = kb (mod kn). Dokazte to.

4.3. Urcte vietky celé ¢éisla x, také, ze 0 < x < 15 a zaroven 3z = 6 (mod 15).
4.4. Dokézte, 7e plati 6¥ =6 (mod 10), kde k je lubovolné prirodzené éislo.
4.5. Zostavte Cayleyho tabulky pre operacie &, ® v okruhoch Zy, Z3, Z4, Z.

4.6. Nech Z, ={0,1,2,...,n — 1} je systém tried podla modulu n. Nech @,b €
Zn. Potom plati:

Z=0Ulu2U---U(n—1).
Okrem toho: ~ ~
Ak a@+#b, tak @anb=0.
Dokazte to.
4.7. Dokazte bod ¢) a e) z prvej Casti dokazu vety 4.7.

4.8. Nech (Z,,+,-) je okruh zvyskovych tried podla modulu n. Potom prvok
b € Z, ma v monoide (Z,,-) inverzny prvok prave vtedy, ked éisla b a n st
nestdelitelné, t.j. (b,n) = 1. Dokézte to.

4.9. V poli (Zs,®,®) rieste rovnice: 4 o =2, 3Gz =1, 2Gz = 4,
(?@x)@gzi (1@:1;)@12? S neznamou .

4.10. V okruhu (Z4, &, ®) rieste rovnicu (2 © z) & 3 = 2 s nezndmou z.

4.11. Zistite, ktora z nasledujiicich mnozin
{1.3.4,5,9}, {1,3,5,7,8}, {1,8}, {1,10}

je grupa vzhladom na operaciu nasobenia zvyskovych tried podla modulu 11.



Kapitola 2

VEKTOROVE PRIESTORY

§ 1. Vektorovy priestor nad polom

Pojem vektorového priestoru je zakladnym pojmom tejto kapitoly. Preto venuj-
me jeho definicii nalezitii pozornost. Zacéneme prikladom.

Priklad 1.1. Na strednej skole sa definuje vektor ako ,,posunutie* v rovine, pri-
padne v priestore. Znazornujeme ho orientovanou tseckou. Dve orientované tisec¢ky
predstavuja ten isty vektor, ked s sihlasne orientované a maji rovnaka diZku.
Oznac¢me mnozinu vsetkych vektorov, ktoré lezia v nejakej rovine znakom V.V zho-
de s tym ¢o sme povedali, tieto vektory si mozeme predstavit ako vsetky mozné
orientované usecky vychadzajice z nejakého pevne zvoleného bodu danej roviny.
Nech a, b € V st dva lubovolné vektory. Tieto vektory vieme séitat pomocou tzv.
rovnobeznikového pravidla. MoZeme teda predpokladat, Ze

1. ak a, be V', tak existuje vektor @+ be V', ktory nazyvame stctom vektorov
aab.

Zo znamych vlastnosti rovnobeznika (¢itatel urobi dobre, ked si nakresli obrazky)
vyplyvaja nasledujice dve pravidla:

2. Ak a, be V, tak a + b=b+ a, t.j. s¢itanie vektorov je komutativne.

3. Ak a, 5, ceV, tak (&+5)+E = &+(5+E), t.j. s¢itanie vektorov je asociativne.

Na strednej skole sa tiez definuje nulovy vektor 0 (posunutie, ktoré mé nulovt
velkost), o ktorom plati pravidlo:

4. Nech d je Iubovoluy vektor mno#iny V. Potom @ +0 =0+ d = a.

Pozname aj pojem vektora —a (inverzné posunutie k posunutiu @). Plati pra-
vidlo:

5. Ku kazdému vektoru d € V existuje vektor —a (zvany opacny), o ktorom
plati —a+a=a+ (—a) =0.

Ked si pozorne viimneme pravidla 1. az 5., zistime, Ze tieto st ni¢ iné ako axiomy
komutativnej grupy, teda mnozina V je vzhladom na operaciu ,+“ komutativna
grupa.

Citatelovi je iste zname, Ze vektor @ € V je mozné nasobit realnym éislom k.
Stéin k - @ je vektor, ktory leZi na tej istej priamke ako vektor a, ale jeho vel-
kost (t.j. velkost orientovanej tisecky, ktord ho predstavuje) je |k|-nasobok velkosti
vektora @, pridom orientacia vektora k - @ je sthlasna s orientaciou vektora a ak
k > 0, ale opacnd ak k < 0. Okrem toho 0 - d@ = 0. Lahko sa presvedéime, Ze ak

49
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—

a,

Mnohé dalsie priklady v matematike nas ved k definicii algebraickej struktary V
majucej také vlastnosti, ako mnozina vektorov v rovine z prikladu 1.1. Presnejsie:
V je mnozina objektov, ktoré vzhladom na séitanie tvoria komutativnu grupu (pla-
tia pravidla 1. - 5.) a kde je definované nasobenie prvkov mnoZiny V' prvkami neja-
kého pola F' (v priklade 1.1 to bolo pole realnych ¢isel) tak, ze platia pravidla 6. - 9.
Dalsim prikladom takejto $truktiry je napr. mnoZina komplexnych &sel C. Struk-
tira (C,+) je komutativna grupa (operacia ,,+“ je oby¢ajné séitanie komplexnych
¢isel). Dalej pre kazdé komplexné ¢islo e € C' a kazdé redlne éislo s € R je defi-
novany sudin s - a € C, pri¢om zrejme platia pravidla 6. — 9. Struktaru takychto
vlastnosti nazyvame ,vektorovy priestor®. Vyslovime presnt definiciu vektorového
priestoru.

Definicia 1.1. Nech F je pole® a (V,+) komutativna grupa. Definujme opera-
ciu ,,-“ takto: - : F xV — V. To znamena, Ze ,-“ je zobrazenie, ktoré kazdej dvojici
(s,a) € F' x V priraduje prvok 8 € V t.j. (s,a) — B, ¢o zapisujeme s - a = 3.

Mnozinu V nazyvame vektorovym priestorom nad polom F, ak st splnené nasle-
dujice podmienky (axiémy):

s(atB)=s ats B,

(s+t) - a=s-a+t-a,

(s-t)-a=s-(t-a),
1-

o N e N e N N
SEFF
R g

a=qa,

kde a, B € V,s,t € F.*%)

Ak chceme zdoraznit, Ze vektorovy priestor V' je nad polom F', miesto V' ¢asto pi-
Seme V(F). Prvky mnoZiny V nazyvame vektory. Budeme ich oznadovat a, 3, - -,
alebo a, g, -+ . Nulovy prvok grupy V (nulovy vektor) oznaéime 0. (Rozlisujte me-
dzi nulovym vektorom 0 a nulovym prvkom pola F, ktory ozna¢ime 0.) Prvky
pola F nazyvame skalary. Operéaciu ,+“ grupy (V,+) nazyvame vnitornow operd-
ciou a operaciu ,,-“ (nasobenie vektora skaldrom) vonkajsou operdciou vektorového
priestoru V. SGéin s - a nazyvame skaldrny nasobok vektora a (bodku spravidla
vynechéame: sa). Ak F je pole redlnych ¢éisel R, vektorovy priestor V nazyvame

*)Nulovy prvok pola F budeme v tejto kapitole volat nula, oznacovat 0, jednotkovy prvok pola

F budeme oznacovat 1.
**) Nespdsobi nedorozumenie, %e dve rézne opericie s¢itania definované v grupe (V,4)

a v poli F' ozna¢ujeme tym istym znakom ,+“. Analogicky oznacujeme rovnakym znakom ,-“

operdciu nasobenia v poli F' i nésobenie vektora prvkami pola F'.
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redlny vektorovy priestor. Dva doposial uvedené vektorové priestory (mnoZina posu-
nuti v rovine a mnozina komplexnych ¢isel) st realne vektorové priestory. Uvedieme
dalsie priklady vektorovych priestorov.

Priklad 1.2. Kazdé pole (F,+,-) je vektorovym priestorom nad F. Prvky pola
F st vektory 1 skalary. Operacia ,,+ je séitanie vektorov, operacia .- je nasobenie
vektora skalarom.

Priklad 1.3. Podobne ako v priklade 1.1 moZeme uvazovat mnozinu V' vsetkych
posunuti v trojrozmernom priestore, resp. mnozinu vSetkych orientovanych tseciek
vychédzajicich z pevne zvoleného bodu® tohoto priestoru, pri¢om opericie séitania
vektorov a nasobenie realnym ¢islom st definované ako v priklade 1.1. Mnozina V
je tiez realny vektorovy priestor.

Priklad 1.4 (doleZity). Nech F je pole. MnoZina vsetkych n-tic prvkov pola F
oznac¢ime V,,(F). Nech o = (21, 22,...,20), B8 = (Y1,Y2, - .., Yn) st [ubovolné n-tice
7z Vo(F). Ich stéet definujeme takto:

a+fB=(21+y, T2+ Y2, Tn + Yn)
Nech s € F. Skalarny nasobok s - a definujeme nasledovne:

sa = (sx1,8T2,...,8%y).

Je mozné lahko skontrolovat (cvicenie 1.1 ¢), ze V,,(F) je vektorovy priestor. Nu-

lovym vektorom je zrejme 0 = (0,0...,0). Poznamenajme este, Ze prvky
x1,79,...,7, nazyvame zlozky vektora «, ako aj to, ze a = 3 prave vtedy, ked
T1 = Y1,L2 = Ya,...,Ty = Yn. Pozanamenajme dalej, Ze priestor V,,(F') nazyvame

aritmetickym priestorom nad F.

Priklad 1.5. UvaZzujme o vektorovom priestore Vs(Z3) (Specidlny pripad V,,(F ))

w—l

Citatelovi pripomenieme, %e Z, je pole zvyskovych tried modulo 2, t.j. Z, = {0,
Vidime, ze vektorovy priestor V3(Z3) mé 8 prvkov:

Vi(Z2) = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,1, 1), (1,0,0), (1,0 T) (TJ ) ( LD}
KedZe pole Z; ma len 2 prvky, pre skalarny nasobok ve na = (1,0,1)
méme len 2 moznosti: 0-(1,0,1) = (0,0,0) a 1-(1,0,1) = ( 6 T)

Priklad 1.6. Nech W je mnozZina vsetkych realnych spojitych funkcii definova-
nych na intervale (0,1). Ak f,g € W, stiéet f + ¢ je funkecia h (piSeme h = f + g),
pre ktort plati A(x) = f(x) + g(x) pre vsetky = € (0,1). Zrejme aj f +g € W
a (W, +) je komutativna grupa. Analogicky definujeme skaldrny nasobok s- f, kde
s € R. Vidiet, ze W je realny vektorovy priestor.

Priklad 1.7. Nech F je pole. Zobrazenie f : V,(F) — F sa nazyva linearnou
formou nad V,(F), ak je dané vztahom

(1.1) fla) = a1x1 + azes + -+ 4+ apay,

*)Tento bod oby¢ajne volime za poéiatok stradnicového systému.
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kde a = (x1,22,...,2,) € Vo (F) a ay,az,...,a, € F. MnoZinu vsetkych linear-
nych foriem nad V,,(F) budeme oznacovat L,(F). Nech f,g € L,(F), kde forma f
je dand vztahom (1.1) a forma ¢ vztahom g(a) = byxq + baas + - - - + by ay,, pricom
bi,by, ..., b, € F. Sucet foriem f, g je forma h definovana takto:

hla) = fla) + gla) = (a1 + b1)xy + (a2 +b2)zo + -+ + (an + by) oy,

Skalarny nésobok s- f, kde s € F definujeme sf(a) = sajxq + sazaxa + -+ sapap.
Lahko sa ukdZe (cvicenie 1.1.e), Ze L,(F) je vektorovy priestor nad F (nulovy
vektor priestoru je 0(a) = 0xq 4 Oxg + - - - 4 Oz, opaény vektor k vektoru (1.1) je
—fla) = —arxy + (—az)xa + - + (—an)xy).

Nasledujtci priklad bude pre nas obzvlast dolezity.

Priklad 1.8. Nech f € L,(F) je linedrna forma nad V,,(F) dana vztahom (1.1).
Vyrokovu funkciu ¢ definovant vztahom

(1.2) a1x1 + asre + - + anr, = a,

kde a je pevne zvoleny prvok pola F', nazyvame linearna rovnica s n neznamymi
nad F. Vyrokova funkcia ¢ teda kazdému vektoru a = (21, 29,...,2,) € Vo(F)
priraduje vyrok: ,hodnota formy f pre vektor a je a“. MnoZinu vsetkych lineéar-
nych rovnic s n neznamymi nad F budeme oznacovat R, (F). Nech ¢ je rovnica
definovana vztahom (1.2) a 1 nasledovna rovnica:

bizqy +byxe +--- + bz, = 0.
Stcet rovnic ¢ + ¥ je rovnica definovana takto:
(a1 +b1)xy + (ag +b2)xg + -+ (ay + b))y = a +0.
Skalarny nasobok rovnice (1.2) s - ¢ je
$a1x1 + 8dgx2 + -+ + SapTy = Sa,

kde s € F. Podobne ako v predchadzajicom priklade Tahko skontrolujeme (cvi-
¢enie 1.1 f), Ze R,(F) je vektorovy priestor nad F (nulovy vektor je rovnica

Veta 1.1. Nech a je lubovolny vektor priestoru V(F) a s Iubovolny skalar
(prvok pola F'). Potom plati

(1.3) 0-a=0; s-0=0.

Dékaz. a) 0-a=(040)-a=0-a-+0-a. Dalej0-a=0-a+0. Porovnanim
méme 0-a + 0-a = 0-a + 0, odkial (znama vlastnost grupy) vyplyva 0-a = 0.
b) Dokaz vztahu s - 0 = 0 ponechame na itatela. O
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§ yp p

Cvidenia

1.1. Dokazte podrobne, Ze nasledujiice mnoziny st vektorové priestory:

a) mnozina komplexnych ¢isel C' nad polom realnych ¢isel R,

o

o,
e e e N N N

mnozina V vSetkych posunuti v trojrozmernom priestore z prikladu 1.3,
mnozina V,(F) z prikladu 1.4
mnozina W vsetkych realnych funkeii na (0,1) z prikladu 1.6,

]

e) mnozinu L, (F) vSetkych linearnych foriem nad V,,(F) (priklad 1.7),
f) mnozina R, (F) vietkych linedarnych rovnic o n neznamych nad F (pri-
klad 1.8).

1.2. Nech f € L,(F) je linearna forma nad V,(F) definovanéd vztahom (1.1).
Nech dalej s € F a a = (v1,22,...,24), B = (Y1,Y2,...,yn) st dva vektory
z Vo(F). Dokéazte, Ze platia tzv. podmienky linearity

(14) fla+8) = fla) + f(B).
(1.5) flsa) = s f(a).

1.3. Napiste vsetky prvky vektorového priestoru Vs(Z3).

1.4. Kolko prvkov méa vektorovy priestor V,,(Z,), kde n 2 1 je prirodzené ¢islo
a p je prvocislo?

1.5. Dokézte:
a) (—1)a je opacny prvok k vektoru a,
b aksaza,takSZOaleboazﬁ,

)
c) ak sa =ta, tak s =t alebo a = 0,
d) ak sa = s8, tak s =0 alebo a = 3.

1.6. Funkcia f : FF — F definovana vztahom
f(z) = ape" + ap_12" '+ Fayx + ap,

kde ap,an_1,...,a0 € F a n = 0 je celé &islo, sa nazyva polyném jednej premennej
n-tého stupna s koeficientami z pola F. Séitanie polynémov a skalarny nasobok
polynoému sa definuje ako v priklade 1.6.
a) Zistite, ¢ mnozina vSetkych polynémov jednej premennej s racionalnymi
koeficientami je vektorovym priestorom nad polom racionalnych ¢éisel Q7
b) Tvori mnozina vSetkych polyndémov stupnia 4 s redlnymi koeficientami redlny
vektorovy priestor?
¢) Tvori vektorovy priestor mnozina P,(R) vsetkych polynémov jednej pre-
mennej s realnymi koeficientami stupna najviac n — 17

1.7. Uréte realne ¢isla x,y, z tak, aby platilo a = 3, ked a = (1,2,3) a 3 =
(t+y+z,0—y—za+42x+ 3z), pricom a, 3 € V5(R).

1.8. Uréte linedrnu formu L2(R), ktora vo vektore a = (—1,3) nadobida hod-
notu 7 a vo vektore 8 = (1,1) hodnotu 5.
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§ 2. Linearna zAavislost a nezavislost

Definicia 2.1. Nech ay,as,...,a, € V(F) st vektory a s1,82,...,8, € F st
skalary. Vektor

a = 35101 + S0 + -+ + Sy

sa nazyva linearna kombindcia vektorov aq,an, ..., a. Skalary sq,s4,...,5, st
koeficienty linearnej kombinacie.

Priklad 2.1. Pre vektory a = (1,2,3), 8 = (—1,4,-2),v = (5,-8,12) z V3(R)
plati v = 2a + (—3)3, t.j. v je linedrnou kombinaciou vektorov a, 3.

Definicia 2.2. Hovorime, Ze vektory a, as, .. ., a,, vektorového priestoru V (F')

st linedrne zavisle, ak existuje n-tica skalarov c¢y,csa,...,c, € F takych, Ze aspon
pre jeden index ¢ plati ¢; # 0 a Ze je splnend nasledujica rovnost

(21) cioy +co09 + - -+ ey, :6
Vektory aq,as,...,a, st linedrne nezdvislé, ak z rovnosti (2.1) vyplyva
cp=cp=---=¢,=0.

Priklad 2.2. Vektory a = (3,-1), 8 = (-1,1), v = (—1,%) vektorového
priestoru V5(R) st linedrne zavislé, lebo %a + 48 — 24 = 0. Vektory p = (1,2),
v = (3,1) st linedrne nezavislé. Skutocne, z rovnice ¢1(1,2) + ¢2(3,1) = (0,0)
vyplyva ¢; = ¢2 = 0. (Odovodnite podrobne.)

Veta 2.1. Vektory ay,aq,...,a, € V(F) st linedrne zavislé prave vtedy, ked
aspoi jeden z nich je linearnou kombinaciou ostatnych.

Dokaz. 1. Ak pre nejaké ¢ plati

a; =biay + oz + - +bija;—1 +bip1ayr + -+ by,

tak
biay +byag + - + b0y + (1) +bipraip + -+ by, = 0.
Kedze —1 # 0, vektory ay, as, ..., a, st linearne zavislé.
IT. Nech vektory a, as,...,a, st linearne zavislé, t.j. nech plati

c1ay + g + -+ ¢ + -+ cpay, = 0,

pricom napr. ¢; # 0. Potom je

G Ca Ci—1 Cit+1 Cn
o =——a; — —ay— - — o — Qi — - — —Qp,
¢ ¢ ¢ ¢ ¢
t.j. a; je linearna kombinéacia ostatnych vektorov. O

Poznamka 2.1. Nad konednym polom vektor «; uvedieme v tvare

—1 —1 —1 —1 —1
o; = —clci [0 5 CQCi g — +++ — Ci_lci ;1 — Ci_|_1Ci Ay — 0 — CnCi (8 77

Pozri poznamku 4.4 v kapitole 1.
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Veta 2.2. Nenulové vektory aq,az,...,a, € V(F) st linedrne zavislé prave
vtedy, ked jeden z nich je linedrnou kombinéciou predchéadzajicich.

Veta 2.3. Nech A, B st neprazdne konecéné podmnoziny vektorového priestoru
V(F). Potom

a) Ak A je taka mnozina vektorov, ze 0¢c A, tak vektory mnoziny A su linedrne
zavislé.

b) Ak vektory nejakej podmnoziny B mnoziny vektorov A st linedrne zavislé,
tak aj vektory mnoziny A su linedrne zavislé.

c¢) Ak vektory mnoziny A su linedrne nezavislé, tak vektory kazdej jej neprazdnej
podmnoziny B st linearne nezavislé.

Dokazy viet 2.2 a 2.3 ponechame na ¢itatela (cvidenie 2.1).

Priklad 2.3. Zistime, ¢i vektory a = (1,1), 8 = (—=1,3), v = (2, -3) € V3(R) st
linearne zavislé. Ak ano, vyjadrime jeden z nich ako linearnu kombinaciu ostatnych.

Mame vlastne zistit, ¢i existuje nenulova trojica realnych ¢isel ¢y, ¢z, ¢3, taka, Ze
plati cia + 28 + c3v = 6, t.J.

c1(1,1) + c2(—=1,3) + e3(2,-3) = (0,0)
alebo (po séitani vektorov na lavej strane)

(¢c1 — 2 + 2¢3, ¢1 + 3¢z — 3e3) = (0,0),
odkial vyplyva

¢y —cg + 2c3 =0,
Cl—|—302—303:0.

Ststava ma zrejme aj nenulové riesenie. Ak zvolime napr. ¢3 = 1 dostaneme sustavu

Cl1 — Cg = —2,
c1+ 3¢y = 3,
po vyrieseni ktorej dostaneme ¢; = —2, co = %. Skutocne —%a + %[3 + v =

=—HL D+ L3+ (2 -3 = (-3, -1 + (=5 ) + (1. —F) = (0.0).
Vidime, ze vektory o, 3,~ st linearne zavislé. Vyjadrime jeden z nich napr. v ako
linearnu kombinaciu zvysnych dvoch: v = %a — %[3

Cvicenie
2.1. Dokazte vety 2.2 a 2.3.
2.2. Dokazte:
a) Jednoprvkové mnozina {a}, kde a € V(F) pri¢om a # 0 tvori linedrne
nezavisly systém vektorov.

b) Dva vektory a, 3 € V(F) st linearne zavislé prave vtedy, ked jeden je ska-
larnym nasobkom druhého (takéto vektory sa niekedy nazyvaju kolinearne).
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2.3. Zistite, ¢i nasledujtce systémy vektorov st linearne zavislé:
a) (2,3),(4,5) € Va(R)
b) (1,2,3),(3,—-1,2),(4,-6,2) € V3(R)

¢) (1.2.3),(3,~1,2),(5.3.8) € Vi(R)

2.4. Lubovolné tri vektory a, 3,4 € V,(R) st linearne zavislé. Dokazte to.

2.5. Zistite, ¢i nasledujice systémy vektorov vektorového priestoru vsetkych po-
lynémov s realnymi koeficientami stupna mensieho ako 5 (cvidenie 1.6¢) st linearne
nezavislé.

2.6. Nech a, 3,4 st tri linearne nezavislé vektory vektorového priestoru V.
Zistite, ¢1 nasledujtce systémy vektorov s linearne nezavislé.

a) a,a+ B a+ty

b) a+57a+67a+77a_7

) a+fB, at+y, B+

d) 3a, 28, v

e) at+B+vy,a+B—-v,a-B+x

f) a+28—7,2a—48+5v, a — 3+ 4~.

2.7. Nech vektory a, 3,4 st linearne zavislé a «a nie je linedarnou kombinaciou
vektorov 3 a ~. Potom jeden z vektorov 3,+ je skalarnym nasobkom druhého.
Dokazte to.

2.8. Nech (2,y), (u,v) s dva vektory z V,(F). Dokazte, Ze tieto vektory su
linearne zavislé vtedy a len vtedy, ked zv = yu.

2.9. Dokazte, Ze plati nasledovny ,silnej$i* variant vety 2.2:
Vektory ay, oz, . .., o, kde oy # 0 st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich
je linearnou kombinéaciou predchéadzajicich.

§ 3. Podpriestory

Definicia 3.1. Nech V(F) je vektorovy priestor nad polom F. Nech P C V
je taka neprazdna podmnozina priestoru V', ze P tvori vektorovy priestor nad F
vzhladom na operacie s¢itanie vektorov a nasobenie vektora skalarom definované
vo V(F). Potom P nazyvame podpriestorom priestoru V. Oznacujeme P CC V.

Zrejme {6}, V (F) st podpriestory priestoru V(F'). Nazyvame ich trividlne. Pod-
priestory, ktoré nie st trivialne volame vlastne.
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Veta 3.1. Neprazdna podmnozina P vektorového priestoru V (F') je podpries-
torom priestoru V(F') prave vtedy, ked st splnené nasledujice podmienky:

1. Pre Iubovolné dva vektory a,3 € P plati a + 3 € P.

2. Pre Iubovolny vektor a« € P a lubovolny skalar s € F plati sa € P.

Dokaz. 1. Ak P je podpriestor priestoru V', podmienky 1. a 2. s zrejme splnené.

IT. Nech P je neprazdna podmnozina priestoru V', pre ktort platia podmienky
1. a 2. DokéZeme, 7e (P, +) je podgrupa komutativnej grupy (V, +). Z podmienky
1. vyplyva, Ze operacia ,,+“ je v mnozine P uzavreta. Asociovanost a komutativnost
s¢itania vyplyva z tychto vlastnosti v grupe (V, +). Zostava dokézat, ze 0cParve
kazdému prvku a € P existuje v mnozine P opacny prvok. To vsak dostaneme
okamZite takto: Z podmienky 2. : (—=1)a € P, z podmienky 1.: 1 - a 4+ (-1)a =
—(14+(-1))a=0-a=0¢c P. Vidime, 7e —a = (—1)a.

Nakoniec z podmienky 2. vyplyva, Ze na P je definovany aj skalarny nasobok
vektora. Dahko sa presvedéime, ze v mnoZine P platia aj vlastnosti (V1) — (Vy). O

Priklad 3.1. Nech P = {(x1,22,23); (¥1,22,23) € V3(R), 23 = 0}. DokéZeme,
ze P je podpriestor priestoru V3(R).

Skutocne (2}1,1’2, 0)—|—(y1 » Y2, 0) = (xl -|-y17=’1?2 +y27 0) € P7 podobne C(l’l, L2, 0) =
= (ca1,cx2,0) € P, kde ¢ € R t.j. podmienky 1. a 2. z vety 3.1 st splnené.

Priklad 3.2. MnoZina P vsetkych polynémov s realnymi koeficientami defino-
vanych na intervale (0, 1) (pozri cvidenie 1.6) je podmnozina vektorového priestoru
W vsetkych redlnych spojitych funkeii definovanych na intervale (0,1) (pozri pri-
klad 1.6). Citatel sa lahko presved& o tom, ze P je podpriestor priestoru W.

Veta 3.2. Nech P,S su podpriestory vektorového priestoru V (F'). Potom aj
P N S je podpriestor priestoru V (F).

Dokaz. Dokazeme, ze v P N S platia obe podmienky vety 3.1. Skutocéne ak
a,Be€ PNS, tak a,3 € P azaroven a, 3 € S. KedZe P, S st podpriestory, tak
a+ B3 € P aziroven a+ 3 € S, odkial vyplyva a+ 3 € PN .S. Druha podmienka
sa dokaze podobne. O

Poznamka 3.1. Vetu 3.2 moZno zovseobecnit takto: Nech P je lubovolny sys-
tém podpriestorov priestoru V(F'). Potom aj NP  je podpriestor priestoru V (F).
,v sv pPcp
(Dokézte to v cvideni 3.4).

Podla vety 3.2 a poznamky 3.1 moZeme vyslovit nasledujiicu definiciu.

Definicia 3.2. Nech je dand podmnozina M priestoru V (F') Nech P je systém
vietkych tych podpriestorov priestoru V(F'), z ktorych kazdy obsahuje mnozinu
M. (Zrejme P # 0, lebo V(F) € P .) Teda

P={P; PCCV(F) aziroveh P DO M}

Podpriestor, ktory je prienikom vsetkych podpriestorov systému P oznacéime [M]
a nazveme ho podpriestorom generovanym (vytvorenym) mnozinou M, niekedy tiez
linearnym obalom mnoziny M. Vektory mnoziny M sa nazyvaju generdtory pod-
priestoru [M].
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Poznamka 3.2. Ak M je koneéna mnoZina, t.j.
(3.1) M={aj,as,...,ap},

tak podpriestor [M] oznacujeme aj [ay, o, ..., ol

Veta 3.3. Podpriestor [M] vektorového priestoru V (F') generovany vektormi
mnoziny M ma tieto dve vlastnosti:
(i) [M] D> M,
(i) Ak P CCV(F) pricom PDOM, tak P D[M].

Podpriestor [M] je vlastnostami (i) a (ii) jednoznacne urceny.

Dokaz. Dokaz oboch vlastnosti vykoname trivialnou aplikaciou definicie 3.2.
Aby sme dokazali jednoznacnost, predpokladajme, Ze existuji dva podpriestory
[M]1 # [M]2 majice vlastnosti (i) a (ii). Potom z (ii) vyplyva ako [M]; O [M]s,
tak aj [M]; C [M]s, ¢ize [M]y = [M];. Dany spor ukonéuje dokaz. O

Veta 3.3 nam hovori, %e [M] je v istom zmysle najmensi podpriestor obsahujtci
mnozinu M.

Oznac¢me pismenom K mnozinu vsetkych linearnych kombinacii vektorov mno-
ziny M, kde M C V (F) je neprazdna mnozina. Teda

(3.2) K ={cia1+cas+- - +cray; ¢; € F, a; € M, k € N}.

Pomocou vety 3.1 rychlo overime, 7e K je podpriestor priestoru V (F). Naozaj:
stcet dvoch linearnych kombinacii vektorov mnoziny M je zase linearna kombinéacia
z mnoziny K. Podobne aj skalarny nasobok linearnej kombinécie z mnoziny K je
opat prvok mnoziny K. Dokazeme viac:

Veta 3.4. Nech M je neprazdna podmnozina vektorového priestoru V (F'). Po-
tom [M] = K.

Dékaz. Kedze podpriestor K obsahuje vSetky vektory mnoZiny M (to znamend
K D M), podla tvrdenia (ii) vety 3.3 je K D [M]. Na druhej strane podpriestor
[M] zrejme obsahuje aj vSetky linedrne kombinacie vektorov mnoZiny M. Preto

K C [M]. O

Poznamka 3.3. Citatel si rychlo overi, ze ak M = ), tak [M] = [0] = {0}.
Naozaj: Prazdna mnozina je podmnozinou kazdého podpriestoru vektorového pries-
toru V(F), preto systém P z definicie 3.2 obsahuje vSetky podpriestory priestoru
V(F). Ich prienik je zrejme trividlny podpriestor {6}

Priklad 3.3. Nech o, 3 € V5(R), a = (0,1,1), B € (1,1,0) a z,y € R. Majme
na mysli podpriestor generovany vektormi a,3 € V3(R). Poditame za 4+ yB =
=2(0,1,1)+y(1,1,0) = (y,x +y, ). Vidime, Ze podpriestor [a, 3] priestoru V3(R)
generovany vektormi mnoziny M = {a, B} pozostava z takych vektorov, ktorych
druha zlozka sa rovna suétu prvej a trete;j.
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Priklad 3.4. Neche; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e5 = (0,0, 1) st vektory priestoru
V3(R) Ukééeme, ze [61,62,63] = V3(R)

Skutocne. Nech a0 = (21,22, x3) je Iubovolny vektor priestoru V3(R). Zrejme je
a = 1181 + 1363 + w363 a tak vektory e1,e2, €3 generuju cely priestor Vs5(R).

Aby sme sa mohli lepsie vyjadrovat, zavedieme pojem sustava vektorov. Pod

tymto pojmom budeme rozumiet vektory o, as, ... ay € V(F), z ktorych niektoré
sa mozu aj opakovat. Danti ststavu oznacéime takto: S = [[ay, ag, . . ., ag]]. Tak na-
priklad z mnoZiny vektorov S = {a,3,v} modieme vytvorit sistavu

S = [a,a,8,7,v] alebo ststavu T = [, 3,8,~]. Naopak, z danej ststavy
mozeme vytvorit mnozinu tak, ze do nej zahrnieme kazdy prvok stustavy len raz. Je
jasné, ze kazda mnozina vektorov je aj stustavou vektorov, ale nie kazda ststava je
a] mnozinou. Nech S je mnozina vektorov a § je stustava vektorov z nej vytvorena.
Podobne ako vyssie oznacime mnozinu vSetkych linearnych kombinéacii vektorov
mnoziny S znakom K. Ak teraz vytvorime mnozinu vsetkych linearnych kombina-
cii vektorov ststavy S, dostaneme t istt mnoZinu K (overte to!). Preto moézeme
hovorit o podpriestore [S] generovanom stistavou S.

Definicia 3.3. Nech S, 7T st dve ststavy vektorov vektorového priestoru V (F).
Ststavy S, T nazveme linearne ekvivaleniné, ked obe generuju ten isty podpriestor

priestoru V(F), t.j. ked [S] = [T].
Velmi casto budeme pouZivat nasledujicu vetu.

Veta 3.5. Nech je dana nasledujica sustava S vektorov vektorového priestoru
V(F):

S=la,az,...,05,....;¢a5,..., 0]

Nech sustava T vznikne zo stustavy S jednou z tychto operacii:
(a) Zamenou poradia vektorov siistavy S.
(b) Zémenou vektora a; za vektor sa;, kde 0 # s € F.
(c) Zamenou vektora o; za vektor o; + ;.
Potom plati [S] = [T], t.j. sustavy S a T st linedrne ekvivalentné.

Poznamka 3.4. Operacie (a), (b), (¢) nazyvame elementdrne operacie.

Dékaz vety 3.5. Dokazeme, [S] C [T]. Nech a je lubovolny vektor z [S]. Potom
a mozno vyjadrit ako linearnu kombinaciu vektorov ststavy S, t.j.

Q= ClO) + CoQp + - F GO T+ GO s Cp Qg

DokaZeme, zZe a mozno vyjadrit ako linearnu kombinéaciu vektorov stistavy 7. V pri-
pade (a) je to zrejmé. V pripade (b) mame:
a=ca; o+ oo+ oo+ ey =
=10 + g -I-"'-I-%(8041‘)-I-"'—I-Cjaj—l-"'—l-cnan-
V pripade (c¢):
a=ca;+ o+ oo+ oo+ ey =

=clog tear+ -t clog+aj)+ -+ (¢j —ci)aj + -+ cpan,.

Dokaz inklazie [T] C [S] ponechame na éitatela. O
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Veta 3.6(Steinitzova veta o vymene). Nech vektory
(3.3) aq,an, ..., Qy
generuju priestor V(F), tj. V(F) = [a1,az, ..., ay,]. Nech dalej
(3.4) B1,B2,.... Bk

je k linedrne nezédvislych vektorov tohto priestoru. Potom k < n a pri vhodnom
precislovani vektorov (3.3) plati

[617627"' 76k7ak—|—17--- 7an] = V(F)

Dokaz. Vetu dokazeme matematickou indukciou podla k.

I. Nech k£ = 1. Potom
(a) 61 =1 + 2 -+ Cp .
Vektor 31 # 0 (inak by mnozZina vektorov (3.4) bola linearne zéavisld), tak aspon

jeden z koeficientov ¢; v (a) je rozny od nuly. Preéislovanim vektorov (3.3) je moZné
dosiahnut, aby ¢; # 0. Potom z (a) vypoéitame

(b) oy =d1B1 +deay +dsas + -+ + dpay,

odkial vyplyva
[y, ag,...,a,] C[B1, 00, a3,..., 4]

Skutocne, ak nejaky vektor je mozné vyjadrit ako linearnu kombinaciu vekto-

rov ay,Qa,...,0,, tak (vzhladom na (b)) je mozné vyjadrif ho aj ako linearnu
kombinéciu vektorov B4, as,...,a,. Podobne z (a) vyplyva [B1,aq,...,a,] C
C [ay, g, ... ay]. Mame tak [aq, aq,...,a,] = [B1,a2,...,a,] =V  a veta pre

k=1 plati. (Zrejme 1 =k < n.)
II. Predpokladajme, Ze veta je spravna pre k — 1, t.j. plati k — 1 < n a

(c) [B1,82, ..., Br—1, ¥k, A1, ..., O] = [ag, 02, ..., a,] = V(F).

Potom mame

(d) Br=cBri4+chBs+-+ch Bro1+ chap + -+ L ay,.

Ak by sa v (d) vetky skalary ¢}, ¢y q,...,¢, rovnali nule, vektor B by bol linear-
nou kombinaciou vektorov 81, Ba, ..., Br—1 ¢o nie je, lebo vektory (3.4) st linearne

nezavislé. Vhodnym predislovanim vektorov e, . . ., o, mozno dosiahnut, Ze ¢} # 0.
Potom z (d) vypoéitame ay, t.j.

(e) ap =d B +dyBe+ -+ diBr + diyp o + -+ do.
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Z (d) Vyplyva [61,62, e ,6k,ak+1, e ,an] g [61,62, e ,6k_1,ak, e ,an], Z (6)
mame [B1,082,...,8k—1,%, ..., 0] C[B1,82,..., 8k, Xk41,...,a,] atak vzhla-
dom na (C) je [61,62, e ,Bk,ak+1, e ,an] = [61,62, e ,6k_1,ak, e ,an] =
= [y, a9,...,a,] = V(F).

Zostava dokézat k < n. To dokdZeme takto: Podla indukéného predpokladu je
k—1 < n. Ak by k —1 = n, mali by sme [a1, a9,...,a,] =[B1,82,...,8k-1] = V.
To by znamenalo B = d131 +d2B2+ -+ + dr—18r—1, o nemoze byt, lebo vektory
(3.4) st linearne nezavislé. Teda k — 1 < n, odkial k£ < n. O

Cvidenia

3.1. Ktoré z nasledujicich mnoZin vektorov priestoru Vs5(R) st podpriestormi:

A:{(l’l,l‘z,l’;;); 11 :0}7
B:{(l'l,l‘z,l';;); L2 :3}7
C ={(x1,22,23); 4a; — a2 =0},
( ); axy +bag +cxs =0, a,b,c€ R},
E ={(z1,22,23); axy+bas +cxs=4d, ab,c,d€ R},

Aky je geometricky vyznam mnozin A, B,C, D, E?
3.2. Najdite vsetky podpriestory priestoru Vs(Zs).

3.3. Dokazte, ze nasledujice dve podmnoziny vektorového priestoru P vsetkych
polynémov jednej premennej s racionalnymi koeficientami st podpriestormi prie-
storu P.

P; = {az® +ba* +cx +d; a,b,c,d € Q},
P} = {az?® + bx* + cx; a,b,c € Q}.

V akom vztahu st podpriestory P; a P37

3.4. Nech P je lubovolny systém podpriestorov priestoru V(F). Potom aj NP
je podpriestor priestoru V (F'). Dokazte to. per

3.5. Najdite kontrapriklad, ktory dokazuje, ze nasledujiice tvrdenie je neprav-
divé: Nech Py, Ps, ..., P st podpriestory priestoru V. Potom aj PLUP, U---U Py,
je podpriestor priestoru V.

3.6. Dokazte , Ze lubovolné sStyri vektory ag, oz, a3,a4 € V3(R) st linedrne
zavislé. (PouZite Steinitzovu vetu.)

3.7. Najdite podpriestor priestoru V3(R), ktory generuju vektory a; = (1,2, 3),
as; = (—1,0,4). Dokazte, Ze mnozina vsetkych vektorov tohto podpriestoru je

{(l’,y,Z) S V3(R)7 8r — Ty +2z = 0}
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3.8. Aké podpriestory priestoru Ps (pozri cv. 3.3) generuji nasledujiice mnoziny
vektorov (Ps je vektorovy priestor polynémov nad polom Q).

A ={3z,7} E = {23 4+ 2% 322, 2,7},
B = {32%,7}, F={(x-13(z —1)* 2 —1,1},

D = {23 + 2%, z}, H = {2?1}.
Ktoré z uvedenych mnozin generuju ten isty podpriestor? Ktoré generuju cely
priestor P3?

3.9. Dokazte, ze nasledujtce dvojice A;, B; mnozin vektorov priestoru V3(R) st
linearne ekvivalentné.

Ay = {(1,0,0)}, B, ={(3,0,0), (5,0,0)}
A ={(1,0,0),(0,1,0)}, By ={(1,2,0),(2,3,0)}
As ={(1,-2,3),(4,-3,2),(5,1,0)}, B3 ={(8,-6,4),(5,1,0),(6,—1,3)}.

3.10. Nech a, 3,7, d st vektory vektorového priestoru V(F'). Ak je sustava vek-
torov «, 3, linearne nezavisla, tak é € [a, 3, 7| prave vtedy, ked ststava a, 3,4, d
je linearne zavisla. Dokazte to.

3.11. Nech S je podpriestor priestoru V. a M, N C V. Potom
a) Ak M C N, tak [M] C[N]
b) [S]=S
c) Ak M CN a N C[M], tak [M]=[N].
Dokazte to.

§ 4. Dimenzia a baza

Definicia 4.1. Hovorime, Ze vektorovy priestor V. ma konecni dimenziu n, ak
v nom existuje n linedrne nezavislych vektorov a neexistuje v hiom vacsi pocet
(t.j. vic¢sl ako n) linedrne nezavislych vektorov. Oznacujeme d(V') = n. Priestor
dimenzie n nazyvame n-rozmerny vektorovy priestor.

Definicia 4.2. Tubovolni mnozinu B = {ey, €9, ...,€,} n linedrne nezavislych
vektorov n-rozmerného priestoru V nazyvame bdzou priestoru V.

Priklad 4.1. UkaZeme, Ze aritmeticky priestor V,,(F') mé dimenziu n. Predo-
vsetkym existuje v nom n linearne nezavislych vektorov. Sa to vektory

e1 = (1,0,0,...,0),
ey = (0,1,0,...,0),
es = (0,0,1,...,0),

e, = (0,0,0,...,1).

Skutoc¢ne: Ziadny vektor e; nemdie byt linedrnou kombinaciou ostatnych, lebo jed-
notkovy prvok (pola F'), ktory je na i-tom mieste nemozno dostat ziadnou linedrnou
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kombinaciou nulovych prvkov. Dokazeme, Ze
Vo(F) = [e1,€2,...,€n].

Skutocne, ak a = (x1,22,...,2,) je Tubovolny vektor priestoru V,(F), tak ho
mozeme vyjadrit v tvare o = 161 + 1269 + - + T, Ep.

Nech a1, as,...,a,, je lubovolna m-tica linearne nezavislych vektorov pries-
toru V,,(F). Podla Steinitzovej vety (veta 3.6) je m < n, t.j. v priestore V,(F)
neexistuje vacsi pocet linedrne nezavislych vektorov ako n. Vektory eq,e5,...,€,
teda tvoria bazu priestoru V,,(F).

Poznamka 4.1. Béazu {e,e2,...,&,} z prikladu 4.1 nazyvame kanonicka baza
priestoru V,,(F).

Definicia 4.3. Hovorime, Ze priestor V' je nekonecnej dimenzie, ak v priestore
V existuje lubovolny pocet linearne nezavislych vektorov.

Priklad 4.2. Vektorovy priestor spojitych realnych funkeii definovanych na in-
tervale (0, 1) ma nekoneéni dimenziu, lebo

filz) =2, fafz) = a?, fs(z) = .

tvori nekoneéni mnozinu linearne nezavislych vektorov tohoto priestoru.

Veta 4.1. Nech {ey,e3,...,e,} je baza priestoru V. Kazdy vektor a € V je
mozné vyjadrit ako linearnu kombinaciu vektorov bazy. Toto vyjadrenie je jedno-
znacné.

Dokaz. V n-rozmernom priestore V' vektory o, eq,e5,..., &, su linearne zavislé
(lebo ich je n + 1), t.j. plati

(41) coax +c1e1 +coe9 + -+ cpen :6,
pricom aspon jedno ¢;(i = 0,1,...,n) je rozne od nuly. Ak by ¢y = 0, vektory bazy
€1,€2,...,&, by boli linedrne zavislé. Preto ¢o # 0. Z (4,1) mame
C1 Co Cnp
a=——e— —€ey— - — —€,,
Co Co Co

alebo (oznadiac —g—é = ;)
(42) Q= T1€q —|—$2€2—|—"'—|—$n€n,

¢o dokazuje prvé tvrdenie vety. Zostava dokéazat, Ze vyjadrenie (4.2) je jednoznacéné.
Nepriamo. Nech plati (4.2) a okrem toho a = zley + vhey + --- + 2l e,. Potom

mame x1€; + x9€2 + -+ + xp,e, = xje1 + ahey + - + 2l e,, z doho vyplyva
(v1 —a))er + (w2 — ah)es + - + (v, — 2)))e, = 0. KedZe vektory eq1e3,..., e, st
linedrne nezavislé, plati 1 — 2} = 0, 29 — 25, = 0,...,2, — 2/, = 0, to znamena

ry =2, 20 =2, ... 1, = 7)), o dokazuje druhé tvrdenie vety. O
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Definicia 4.4. Nech B = {e1,e2,...,e,} je baza vektorového priestoru V (F)

a «a € V je Iubovolny vektor tohto priestoru. Potom skalary xzi,z9,...,2, €
F 7 jednoznacného vyjadrenia (4.2) nazyvame stradnice vektora a vzhladom na
bazu B. Niekedy hovorime aj o vektore stradnic (z1,z2,...,2y).

Poznamka 4.2. 7 vety 4.1 vyplyva, Ze vektor je jednoznacne uréeny svojimi
suradnicami. Z viet 3.6 a 4.1 dostavame nasledujice dosledky.

Dosledok 1. Vektory bazy ey,es,...,e, generuju cely vektorovy priestor V,
t.j. [e1,€2,...,en] = V.

Dokaz prenechame citatelovi.

Dosledok 2. Nech linearne nezavislé vektory oy, o, . . ., o, generuju podpries-
tor P priestoru V. Potom d(P) = k.

Dokaz. Podla predpokladu P obsahuje k linedrne nezavislych vektorov
aq,ag,...,a. Nech 81,0,,...,8, st lubovolné linearne nezavislé vektory pod-
priestoru P. Nakolko [a1, s, ..., ar] = P, zo Steinitzovej vety mame m < k. To
znamena d(P) = k. O

Dé6sledok 3. Nech linearne nezavislé vektory ay, aa, . . . , . n-rozmerného vek-
torového priestoru generuju cely priestor V.. Potom k = n, t.j. vektory a1, ao, ..., g
tvoria bazu priestoru V.

Dokaz vyplyva z dosledku 2.

Poznamka 4.3. Dosledok 3 nam umoznuje definovat bazu ako mnozinu linearne
nezavislych vektorov, ktora generuje cely vektorovy priestor.

Dé6sledok 4. Nech n vektorov ay, an,. .., a, n-rozmerného vektorového pries-
toru generuje cely priestor V. Potom vektory o, g, ..., a, st linedrne nezavislé,
t.j. tvoria bazu priestoru V.

Dokaz. Ak by vektory ay, aa,. .., ap boli linearne zavislé, tak by sa jeden z nich,
napriklad «, dal vyjadrit ako linedrna kombinacia ostatnych. Potom by ale
[a1,a2,...,ap_1] = V. Ak e1,e3,...,&, je baza priestoru V, tak (nakolko
€1,€2,...,€&y, st linedrne nezavislé vektory) podla Steinitzovej vety je n —1 2 n, ¢o
Jje nemozné. O

Priklad 4.3. V priestore V5(R) vektory e; = (1,0), ez = (1,1) tvoria bazu.
Skuto¢ne z prikladu 4.1 vyplyva, Ze d(V3(R)) = 2 a vektory e;,e3 st linedrne
nezavislé, lebo z rovnice ¢1(1,0) 4+ ¢2(1,1) = (0,0) vyplyva ¢; = ¢2 = 0. Nech
a = (a,b) je lubovolny vektor priestoru V(R). Vypoéitajme jeho stradnice x1, 22
vzhladom na bézu {e1,e3}. Podla vety 4.1 mame a = z1e1 + 2262, t.j. (a,b) =
= 11(1,0) 4+ 22(1,1), ¢ze (a,b) = (x1 + w3, 22), odkial x1 = a —b, x5 = .

Priklad 4.4. UvaZujme vektorovy priestor P,(R) vsetkych polynémov s re-
alnymi koeficientami stupna najviac n — 1. Tento priestor je n-rozmerny. Naozaj
polynémy

(43) fl(x) = 17 fZ(x) =z, f3($> = xzv"'vfn(x) = xn—l
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s11 linearne nezavislé a lubovolny polyném mozno vyjadrit ako ich linearnu kombina-
ciu. Podla poznamky 4.3 polynémy (4.3) tvoria bazu priestoru P, (R) a koeficienty
Iubovolného polynému z priestoru P, (R) s stradnice tohoto polynému vzhladom
na bazu (4.3). Napr. polyném f(z) = 3 — 22 + 42? mé v priestore Ps(R) stradnice
L1 :3, 1’2:—2, T3 :4, 1}4:1'5:0.

Ak v priestore P,(R) zvolime int bazu

B={l,z—1,(z—1)7%...,(z = 1)1}
z Taylorovho vzorca*) vyplyva, Ze stradnice polynému f(z) € P,(R) st

FO i)

l’lzf(]_), T2 = 1’ , L3 = 2’ yeeoydn W
Priklad 4.5. Vypodéitajme sturadnice vektora a = (x1,22,...,2,) € V,(F)
vzhladom na bazu B = {ey,es,...,e,}, kde vektory &; boli definované v prikla-
de 4.1.

Vidiet, ze plati
(21,22,...,2,) = 161 + T2€2 + -+ + TpEy,

¢o znamena, ze stradnice vektora a vzhladom na bazu B sa rovnajt jeho zlozkam.
Napr. vo V3(R) prislusné vyjadrenie vektora a = (3, —7,2) je a = 3e1 — Teq + 2e3.

Priklad 4.6. Vypoditajme stradnice x1, x5, x5 vektora a = (3,-7,2) € V3(R)
vzhladom na bazu {n1,n2, 73}, kde ;1 = (1,0,0), n2 = (1,1,0), n3 = (1,1,1). Piseme
(3,—7,2) = 21(1,0,0) + 22(1,1,0) + «3(1,1,1) odkial

1 +r2t+r3= 3

iz + r3 — — 7
T3 = 2.
Riesenim stustavy dostaneme z7 = 10, x5 = —9, 3 = 2.

Priklad 4.7. Vo vektorovom priestore Ls(R) linedrnych foriem nad V3(R) (pri-
klad 1.6) formu f(a) = 311 —Txy+ 213, kde a = (21, 22, 23) vyjadrime ako linearnu
kombinéciu foriem fi(a) = x1, fo(z) = 21 + 22, f3(a) = x1 + 22 + x3. Citatel
rychlo overi, Ze mnozina {f1(a), f2(a), fs(a)} je baza priestoru Lz(R). Postupom
ako v priklade 4.6 najdeme, Ze f(a) = 10f1(a) — 9f2(a) 4+ 2f5( ).

Priklad 4.8. Vypoditame dimenziu podpriestoru P vektorového priestoru V3 (R)
definovaného takto:

P ={(x1,29,23);2x1 + 3x2 — 4a3 = 0; kde 21, 22,23 € R}.

Hned vidiet, Ze vektory (3,—2,0), (1,2,2) € P st linedrne nezavislé. Ale lu-
bovolny vektor (x1,x3,25) € P moézeme vyjadrit ako ich linedrnu kombinéciu.
Skutoéne (21 + 22 — %:1;3)(3, -2,0)+ %:1;3(1,2,2) = (321 + 322 — dag, —221 — 219 +
+dxsg,w5) = (v1 + (221 + 3wy — 4das), v — (221 + 32 — 4a3),x3) = (21,22, 23). To
znamena P =[(3,-2,0),(1,2,2)] a teda d(P) = 2.

Citatelovi odporuéame, aby si rozmyslel, akym spoésobom mozno vypoditat ko-

eficienty x1 + x9 — %:1;3 resp. %:1;3.

*) Ak ¢&itatel Taylorov vzorec eite nepoznd, médze tuto ¢ast prikladu vynechat.
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Veta 4.2. Nech V' je n-rozmerny vektorovy priestor a oay,aq,...,ap su li-
nedrne nezavislé vektory tohto priestoru. Potom {ay,as,...,ar} C B, kde B je
nejaka baza priestoru V.

Poznamka 4.4. Inymi slovami veta 4.2 hovori, Ze [ubovolnii mnoZinu linearne
nezavislych vektorov n-rozmerného vektorového priestoru mozno doplnit na bazu
tohoto priestoru.

Dékaz vety 4.2. Nech {e1,e2,...,e,} je nejaka baza priestoru V. Kedze (do-
sledok 1 za vetou 4.1) [e1,e2,...,6,] = V a vektory aj,aq,...,ap st linearne
nezavislé, podla Steinitzovej vety je k < n a pri vhodnom preéislovani vektorov
gi je [a,an, ..., €41,...,6,] = V. Podla dosledku 4 za vetou 4.1 vektory
a1, 09, ... O, €t 1, .. ., Ep tVoria bazu priestoru V. O

Z cvicenia 3.5 vieme, ze ak P a S st podpriestory priestoru V', tak P U S
nemusi byt podpriestor priestoru V. MoZeme vsak vytvorit podpriestor [P U S].

Definicia 4.5. Nech P a S st podpriestory priestoru V(F'). Podpriestor [PUS]
nazyvame spojenim podpriestorov P a S. Oznad¢ime [PU S| =PV S.

Veta 4.3. Nech P, S st podpriestory priestoru V. Potom

PvS={a+p8; acP, g8}

Dékaz. Podla vety 3.4 (vzhladom na definiciu 4.5) je

PVS:{Cla1+Cza2‘|‘““|‘Cnan;nENvaiEPU‘S’?ciEF}'

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze ay,a9,...,ap € P
a Qgt1,...,0, € 8. Vidime, ze kazdy vektor v € P V S je mozné pisat vo
forme v = (cia1 + -+ - + cpap) + (Cpp10641 + - + cpaxy) = a+ B, kde a € P,
Bes. O

Poznamka 4.5. V niektorej literattre sa spojenie podpriestorov PV S nazyva
linearny sticet podpriestorov P a S a oznacuje sa P + S.

Veta 4.4. Nech P, S siu podpriestory vektorového priestoru F(F') konecnej di-
menzie. Potom

(4.4) AP NS)+dPVS)=dP)+dS).

Dokaz. Ak PC S, tak PNS =P a PVS =S atvrdenie vety je zrejmé.
Podobne aj v pripade S C P. Nech teda P € S a tiez S ¢ P. Budeme rozlisovat
dva pripady:

a) Nech PNS = {6} Nech {B1,82,...,8:}a {¥1,72, ..., } st bazy priestorov
P a S. Zrejme je [B1,82,.--,Br,Y1,Y2,-..,7t) = PV S (preco?). DokaZzeme, Ze
vektory B1,82,..., 8+, 71,2, ..., su linearne nezavislé, t.j. tvoria bazu priestoru
PV S. Ak by boli linearne zavislé, bol by niektory vektor «; linearnou kombinéciou
predchadzajtcich (preco?) : v = b1B1 +b2B2+ -+ 0,8, +cam + -+ cic1vi-1-
Uvazujme vektor § = ~; — c1y1 — €22 — Ci—1%Yi—1 = 0181 + 0282 + -+ + 0,03,
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Zrejme § € P a stasne § € S atedad € PN S = {0}, &ize § = 0. Potom
ale vektory ~1,71, ..., su linearne zavislé, a teda aj vektory ~1,72,...,7:, €o je
v spore s tym, Ze st bazou priestoru S. Dokéazali sme d(P V S) = r 4 t. Kedze
d(PNS) =0, tvrdenie (4.4) plati.

b) Nech P NS # {0}. Nech {ay,as,...,a;} je bazou priestoru P N S. Na-
kolko PN S C P ako aj P NS C S moZno tiato bazu podla vety 4.2 doplnit na
bazu {ay, a2, ..., o, B1,82,...,0:} priestoru P ako aj na bazu {ay, as, ..., ay,
Y1,Y2s - Ym } Priestoru S. Mame tak d(P) = k+1, d(S) = k 4+ m. Na dokoncenie
dokazu stac¢i dokézat, ze d(P V S) =k + | + m. Skutoéne vektory aq, as,..., a,
B1,B2,. ., B1,Y1,Y2, -, Ym generuji podpriestor PV S (¢itatel sirozmysli, preco).
Staci dokazat, ze s linearne nezavislé, t.j. tvoria bazu priestoru P V S. Aby sme
to dokézali predpokladajme opak, t.j. Ze tieto vektory st linearne zavislé. Kedze
vektory aq, g, ..., ap, B1,82,. .., st linedrne nezavislé, (tvoria bazu podpries-
toru P), niektory vektor -, je linearnou kombinéciou predchadzajucich vektorov
(preco?):

¥i =aray + - Fagog +b1By + -+ B ey o+ cjo1j-
Odtial vidiet, ze vektor
(45) d=7v;—cam— —¢jm1Yj-1 = a1 + -+ agog + b B+ - + 0B

patri do P N S. Naozaj, z lavej strany (4.5) vyplyva 8 € S, z pravej strany
6 ¢ P. Teda 6 €¢ PN S. KedZe ay,as,...,ap tvoria bazu PN S, je b =
=by=--=b=0ad=~—civi——c¢j_1vj-1 = a0 +ayos+ -+ apoay.
Z poslednej rovnice vidiet, ze vektory o, a,...,ap,v1,...,7; a teda aj vek-
tory oy, o, ..., &k, Y1,72,- -, Ym SU linearne zavislé, ¢o je spor s tym, Ze vektory
A, Q.. O Y1, Y2, - - -, Ym tvoria bazu priestoru S. O

Priklad 4.9. Vypoéitajme dimenziu vektorového priestoru P N S, ked
P,SCCVyR)a P=](1,1,-2,3),(1,2,3,0)], S =[(2,1,-9,9)(1,0,1,0)].

Riesenie. Citatel na prvy pohlad vidi, ze d(P) = d(S) = 2. Vypoéitame
d(P Vv S). Je zrejmé, ze podpriestor PV S = [P U S] je generovany vektormi
a=(1,1,-2,3) B = (1,2,3,0), v = (2,1,-9,9), & = (1,0,1,0). Mnozinu tychto
4 vektorov zamenime za mnozinu s nimi linedrne ekvivalentnt (veta 3.5) takto:
a=a-6=(0,1,-3,3),8 =p8-0 =(0,2,2,0), ¥ =~v—-26§ =(0,1,-11,9),
é' =6 =(1,0,1,0), tito zase za mnozinu o’ = o', 8" = B’ — 2a’ = (0,0,8, —6),
~'=~"—a'=1(0,0,-8,6),8" =4 atitoza mnozinua" =a”, " =p"++" =
= (0,0,0,0), v = ~", 8" = §". Podla vety 3.5 nulovy vektor B"" mobZeme
vynechat a dostaneme mnozinu vektorov o'+, §"", ktoré tiez generuji priestor
PVS, tj. PVS=[01-33),(0,0,-8,6), (1,0,1,0)]. Vektory a™, v, §" st
linedrne nezavislé (¢itatel lahko skontroluje, Ze Ziadny z nich nie je moZné vyjadrit
ako linearnu kombindciu predchédzajtcich), preto d(P Vv S) = 3. Podla vety 4.4
dPNS)+3=242, ¢ized(PNS)=1.

Poznamka 4.6. Postup pouZity v priklade podrobnejsie zdovodnime pri vypo-
¢itavani hodnosti matice v nasledujicej kapitole.
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Definicia 4.6. Nech P a S st podpriestory vektorového priestoru V(F') také,
7e PN S = {0}. Potom spojenie P V S nazyvame direktny stcet podpriestorov
P, S aoznacime P+ S.

Veta 4.5. Nech P a S st podpriestory vektorového priestoru V (F') také, ze
PN S = {0}. Potom

(i) kazdy vektor v € P + S mozno jednoznacne vyjadrit v tvare v = a + 3,
kdeace P a B €S,

(ii) d(P+S)=d(P)+d(S).

Doékaz. (i). Kedze P4+ S = PV S, podla vety 4.3 kazdy vektor v € P+ .S mozno
vyjadrit v tvare v = a+3,kde a € P, 3 € S. Zostava dokazat jednoznacnost tohto
vyjadrenia. Ak by y =a+ 83 atiezy=a’'+ 3 kde a,a’ € P,3,3' € S pricom
napr. @ # ', mali by sme a + 3 = o’ + 8'. Odtial ale vyplyva a —a’ = 3’ — 3.
Nakolko a —a’ € P, 3'— 8 € S vidime, 72e a —a’' € PNS = {0}, t.j. a —a' = 0,
¢o jespors a # a'.

(ii) Dokaz vyplyva z vety 4.4 a z toho, ze d(P N S) = 0. O
Cvicenia
4.1. V priestore V3(R) st dané vektory m = (1,0,0), n, = (1,1,0),

13 = (1,1,1). Dokazte, ze {m1,n2,ms} je baza priestoru V3(R) a vypoéitajte st-
radnice vektora a = (a,b,¢) € V3(R) vzhladom na tto bazu.

4.2. Dokézte, 7ze vektory nm; = (1,0,0,...,0), n2 = (1,1,0,...,0),...
e = (1,1,1,...,1) tvoria bazu priestoru V,(R) a vypocitajte siradnice vek-
tora a = (ay,as,...,a,) vzhladom na tito bazu.

4.3. Zistite dimenzie vsetkych podpriestorov z cvicenia 3.1.
Navod. V kazdom z tychto podpriestorov zvolte mnozinu linearne nezavislych vek-
torov, ktora ho generuje.

4.4. Zistite dimenzie vSetkych podpriestorov priestoru Vi (Zz ) (pozri cvicenie 3.2).

4.5. Zistite dimenziu nasledujtcich podpriestorov priestoru Vs(R)
Py =[(3,0,0),(5,0,0)],
P, =[(1,2,0),(2,3,0)],
P; =[(1,-2,3),(4,-3,2),(5,1,0)].
Navod. Podobne ako v priklade 4.9 nahradte stistavy vektorov, ktoré generuji pod-
priestory Py, Py, P; ststavami s nimi linearne ekvivalentnych ale linearne nezavis-
lych vektorov.
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4.6. Nech {a1, a3, a3} je baza 3-rozmerného priestoru V(R). Dokézte, Ze kazdé
7z MNozin
By ={ay + az, oy + a3, oy + s},
B; ={aq + 3az, as + 3a3, az + 301}
Bs ={ay, a1 + a3, a1 + as, as}
je baza priestoru V(R) a vypoéitajte stiradnice vektorov ey, az, as vzhladom na

bazu Bl,BQ a B3.

4.7.Nech P, = [ay, a, ..., ] a Py =|ay,az,...,ar, 8], kde B je linedrnou
kombinéciou vektorov ag, a, ..., ap. Potom d(Py) = d(Pz). Dokézte.

Navod. Dokazte, ze Py = Ps.

4.8. Nech P a S su také podpriestory vektorového priestoru V(F), Ze
PNS ={0} a PVS =V, potom hovorime, Ze priestory st navzajom kom-
plementarne (jeden je komplementom - doplnkom druhého). Dokazte nasledovné:

a) Ak d(V)=n, tak d(P)+d(S)=n.
b) Ak {e1,e2,...,€k,€k11,...,€n} je baza priestoru V, tak priestory
e1,€9,...,ex] = P a [er41,...,€,] =S st komplementarne.

4.9. Nech P a S st podpriestory n-rozmerného priestoru V (F'). Dokazte nasle-
dovné:

a) Ak d(P)+d(S) =n,azaroven PNS = {6}, tak P a S st komplementarne.
b) Ak d(P)+4d(S) = n,azaroven PVS =V tak P a S st komplementarne.

"

4.10. Nech P a S st komplementarne podpriestory priestoru V.. Nech W je pod-
priestor priestoru V. Musia byt aj PNW a SNW komplementarne podpriestory?
Ak ano, dokazte to, ak nie, najdite protipriklad.

§ 5. Skalarny saéin

V priklade 1.1 sme definovali vektorovy priestor V' ako mnozinu orientovanych
useciek v rovine vychadzajucich z jedného pevného bodu. V priestore V' mozno
definovat pojmy: velkost vektora, uhol dvoch vektorov, skaldrny stucin atd. Citatel
pozna tieto pojmy zo strednej skoly. Pri zovSeobecnovani tychto pojmov na redlne
vektorové priestory budeme vychadzat z pojmu skalarneho stc¢inu, ktory si teraz
definujeme.
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Definicia 5.1. Nech [ubovolnej dvojici vektorov a, 3 realneho vektorového pries-
toru E(R) je priradeny skalar (o, 8) € R tak, Ze st splnené nasledujiice podmienky:

(El) (avﬁ):(ﬁva)v

(E2) s(a,B) = (s, B), kde s € R,
(E3) (a1+a276):(a176)+(a275)7
(Eq) (o, ) >0, priom (e, ) = 0 prave vtedy, ked a = 0.

Skalar (e, 3) nazyvame skalarny sicin vektorov a, 3.

Poznamka 5.1. Podmienka E; (Es) hovori, Ze skalarny stéin je komutativny
(distributivny vzhladom na séitanie vektorov).

Definicia 5.2. Reélny vektorovy priestor F(R), v ktorom je definovany skalar-
ny sucin nazyvame euklidovsky vektorovy priestor.

Veta 5.1. Pre kazdy vektor a euklidovského vektorového priestoru E(R) plati
(a,0) = 0.

Doékaz. (a,3) = (a,8 + 6) = (a,8) + (a,a). Na druhej strane méame
(o, 8) = (a, 8) + 0. Odtial (o, 8) + (a,0) = (e, 3) + 0, &ize (ar,0) = 0. O

Priklad 5.1. Vo vektorovom priestore orientovanych useciek (priklad 1.3) sa
definuje skalarny saéin @,b takto: (c_i,l_;) = |d| - |b| cosw, kde |a|,|b| st dlzky vek-
torov c_i,l_;; w = K(c_i,l_))). Dokéazeme, ze podmienky (E;) — (E4) v definicii 5.1 st
splnené. Platnost podmienok (E;) a (E3) je zrejma. Aby sme dokazali platnost
podmienky (Es) staéi si uvedomit, Ze |a| - b] - cosw = |b] - |d|y, kde || je dlzka
kolmého priemetu orientovanej tisecky @ na priamku, na ktorej lezi vektor b. Dalej
plati: ,,priemet_) sﬁétu_)dvoch vektorov Jg sucet priemetov tyfhto vektorgv“. Méme
tak (@ + @3,5) = [B] - G + dals = Bl(1dsls + |dzls) = [B] - ldsls + IB] - daly =
= (d1,b) + (d2,b). Podmienka (Ey4) je splnena tiez, lebo (@,a) = |a| - |a|cos0 =
— a2 0.

Priklad 5.2. V aritmetickom vektorovom priestore V,,(R) definujeme skaldrny
stéin vektorov a = (21, 22,...,25), B = (y1,y2,-..,Yn) takto:
(5.1) (@, B) = z1y1 + 22y2 + -+ + TnYn.
Citatel Tahko dokéze, ze podmienky (E;) — (Fy) st splnené.

Priklad 5.3. Vo vektorovom priestore realnych spojitych funkcii definovanych
na intervale (0,1) (priklad 1.6), definujeme skaldrny stéin takto:

<ﬁm=/}wwm@w.

Podmienky (E1) — (E4) sa dokézu pouzitim zékladnych viet o uréitom integrali.
(Ak citatel tieto vety nepoznda, moze sa k prikladu vratit neskorsie.)
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Veta 5.2. Nech a,3 € E(R) st Iubovolné vektory euklidovského priestoru.
Potom

(5.2) (,8)" < (e, @) - (8,8).

Poznamka 5.2. Nerovnost (5.2) sa nazyva Schwarzova nerovnost.

Dékaz vety 5.2. Ak a, B € E(R) t € R, mame (podmienka (Ey))
(a—tB,a—1B3) 20,
alebo
(5.3) t2(8,8) — 2t(a, B) + (@, ) 2 0.

Ak je nerovnost (5.2) plati. Nech 8 # 0. Potom (8,8) # 0. Polozime

-0
t = ((g:g) a dosadime do (5.3):

@»

~—]

z ¢oho vyplyva (5.2). O

Definicia 5.3. Nech a je vektor euklidovského vektorového priestoru. Skalar
V/(a, &) nazyvame velkostou alebo absolitnou hodnotou vektora a, ¢o oznacujeme

|a| =V (ava)'

Poznamka 5.3. Schwarzova nerovnost sa ¢asto uvadza v tvare

(5:4) (o, ) < || -8,

ktory lahko dostaneme z nerovnosti (5.2).

Poznamka 5.4. Vidime, ze definicia velkosti vektora je v zhode s prikladom 5.1,

lebo |@| = +/|d| - |@|cos 0 = +/]a[?.

Priklad 5.4. Vypocéitajme velkost vektora e = sin x vektorového priestoru spo-
jitych realnych funkeii definovanych na intervale (0, 1):

1
1 1
1— 2 1 1
/sin2 zdz = / ﬂdw = —x — —sin2z| =
o 2 2 4 0
0

o ne s 050227 = 0.522.
2 4

Aby sme mohli definovat uhol dvoch vektorov, dokazeme nasledujici dosledok
vety 5.2.
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Désledok. Pre Iubovolné dva vektory a, 3 # 0 euklidovského priestoru plati

(@B
(5.5) 1< S

Dékaz. Podla nerovnosti (5.2) mame

(o, B)°
(o, @)(B,8)

A

1

Y

7 ¢oho dostavame

~ ea)/(8,8) T

¢o je vlastne nerovnost (5.5). O

A
—

Definicia 5.4. Nech «a, 3 st dva nenulové vektory euklidovského vektorového
priestoru. Uhlom w = {(a, 3) vektorov a, 3 nazveme hodnotu

(o, B)

, kde 0 S w S 7.
o] - |B] -

W = arccos

Poznamka 5.5. Nenulovost vektorov a, 3 a nerovnost (5.5) zarucuje existenciu
hodnoty w.

Definicia 5.5. Vektory a, 8 sa nazyvaju ortogonalne, ak (a, 3) = 0.

Poznamka 5.6. Podla tejto definicie nulovy vektor a lubovolny vektor st orto-
gonalne.

Priklad 5.5. Uhol vektorov a = (3,0) a 8 = (2,2) priestoru V2(R) je

— arccos ICCOS — = — arcCos —= — —.

ol 8] NN 3.2v2 V2 4

W = arccos

Priklad 5.6. Nech vektory aq, aa, ..., a, st po dvoch ortogonalne. Dokéazeme,
ze

oy + g+ an)? = g P4 et 4 e

Skutoéne: |y +az + -+ ap? = (a1 + s+ +a,, oy +tas + -+ ay) =
= (o, 00) + (o, a2) + -+ (a1, ap) + (ag, o) + (g, o) + - + (g, 00) + - - -
(o) (@) 4 () = [an[? ol -+ [

Dva nenulové ortogonalne vektory a7,ay z priestoru orientovanych tseciek mo-
7eme povazovat za strany obdlZnika s uhloprieékou o + ap (priklad 1.1). Rovnost
lay + as|? = |y |? + |az]? je vlastne Pytagorova veta.

Priklad 5.7. UkaZeme, %e v euklidovskom priestore pre dva Iubovolné vektory
plati nerovnost.

(5.6) o+ B] = |al +|8].
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Skutoéne: |+ B> = (a + B, a + B) = (o, &) + 2(a, B) + (B, 3). Ale podla (5.4)
je (a,B) < |a|B]. Vidime, Ze

o+ 817 = () +2(e, B) + (8, 8) = |af* +2]x[|B] + [B]* = (|| + |B])7,

odkial dostaneme nerovnost (5.6.).
Poznamka 5.7. Nerovnost (5.6) nazyvame trojuholnikova nerovnost.

V euklidovskom vektorovom priestore hraja déleziti tlohu bazy, ktoré tvoria
vektory po dvoch ortogonalne.

Veta 5.3. Nech
(5.7) €1,€2,...,En

je n-tica nenulovych vektorov n-rozmerného vektorového priestoru FE(R) a nech
(ei,e;) = 0 pre 1 # j, t.j. vektory (5.7) st po dvoch ortogonalne. Potom vektory
(5.7) tvoria bazu priestoru FE(R).

Doékaz. Staéi dokazat, Ze vektory (5.7) st linedrne nezavislé, t.j. Ze rovnost

(58) Cl1€1 + o9 + - -+ Ccpnen = 6
plati len pre ¢; = ¢z = -+ = ¢, = 0 € R. Skutocne, ak (5.8) nasobime skalarne
vektorom ¢e; (1 =1,2,...,n), dostaneme

c1-0+c 0+ +eile,e) - +ep-0=0

Odtial vzhladom na (&;,€;) # 0 mame ¢; =0 (1 = 1,2,...,n). O

Definicia 5.6. Béza (5.7) sa nazyva ortogondlna baza euklidovského priestoru.
Ak okrem toho plati |e;| = L prei = 1,2,...,n baza (5.7) sa nazyva ortonormdlnou.

Poznamka 5.8. Ak baza B = {e,e2,...,e,} je ortogonalna, tak baza

B,:{€1 €2 €n}

lexl" ez fenl

je ortonormalna. Ortonormalna béaza je napriklad kanonickd baza priestoru V,(R).

Veta 5.4. V kazdom n-rozmernom euklidovskom priestore E(R) existuje orto-
gonalna baza.

Doékaz. Je jasné, 7e v priestore E(R) existuje nejakd baza B = {p1, pta, ..., pn }.

Zostrojime bazu B’ = {e,e5,...,e,}, ktord je ortogonalna.
Polozime
€1 = H1.
Nech

€2 = M2 + C1€71.

Reélne ¢islo ¢ uréime tak, aby platilo (e2,e1) = 0, t.].

(2 + c1e1,€1) = 0, alebo (12,1) + cr(e1,€1) = 0,
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odkial
. (81 9 “2)

(e1,€1)"

Aby sme uréili treti vektor ortogonalnej bazy, polozime

€3 = p3 + die1 + daea,

Cc1 =

kde skalary (realne ¢éisla) dy,ds uréime tak, aby platilo (e3,e1) = 0, (e3,e2) = 0,
alebo

(ps + die1 + daez,e1) =0,
(ps + dieq1 + daez,e5) =0,
odkial vzhladom na to, Ze (e1,e2) = 0, mame

dlz_(ﬂ37€1) dz——(”?”sz)

(51761)7 B (62762)‘
Takto postupujeme dalej. Predpokladajme, Ze uZz mame vektory €1,€2,...,€5_1.
Aby sme uréili e, polozime
(5.9) € = Mk + 8181 + S282 + -+ - + Sp—1€k—1,
kde skalary sq,$2,...,sr—1 urc¢ime tak aby platilo
(ek,e1) =0,
(ek,e2) =0,

(sk,sk_l) =0.

Ak do tychto vztahov dosadime (5.9) a vyuzZijeme fakt, Ze (€;,e;) = 0 pre ¢ # 7,
1<i,7< k-1, vypolitame

(I’l’kvsl)

S1 = 5
(51751)

_ (H’kv 2)

S0 = 5
(52752)

,Ek—

Spoi = — (Hk k 1)

(sk—lask—l)'
V postupe pokracujeme, kym nevycerpame vsetky vektory bazy B. Dokazeme, ze
vektory ep st nenulové, t.j. e # 0 pre k. = 1,2,....n. Aby sme to dokazali,
viimnime si, Ze e je linedrnou kombinaciou vektorov pq, p2,..., pr  (prec¢o?).
Mame tak

Ep = tipr +lapty + -+t pg,

kde zrejme t; = 1. Ak by e = 6, vektory gy, pta, ..., pr by boli linearne zavislé,
¢o nie je, lebo st to vektory bazy B. Kedze vektory e€1,e2,...,&, st nenulové
a (vzhladom na konstrukciu) po dvoch ortogonéalne, podla vety 5.3 tvoria bazu
priestoru E(R). O
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Poznamka 5.9. Postup konstrukcie vektorov ey,es,...,€, sa nazyva ortogo-
nalizac¢ny proces.

Priklad 5.8. Nech g1 = (0,0,3), o = (0,1,2), g3 = (1,1,1) st vektory pries-
toru V3(R). Zrejme tvoria bazu. Uplatnime ortogonalizaény proces:

g1 = (0,0,3), €9 = M2 + C1€1,

kde ¢; uréime tak, aby (e1,e2) = 0, t.j. (e1,2) + c1(e1,€1) = 0, odkial litatel
vypodita ¢; = —%. (Skalédrny stéin poéitame podla (5.1).) Preto je

2 2
€9 — Mo — §€1 = (0, 1,2) — 5(0,0,3) = (0, 1,0)

Dalej polozime €3 = ps + dieq + daes, kde skalary uréime tak, aby platilo
(63,61) = 0, (63,62) = 0, ¢ize

(p3.e1)+di(er,e1) =0, (p3,e2) + da(ez,62) =0,

odkial dostaneme d; = —% a dy = —1. Teda mame

1
&3 = H3 — §€1 — &9 = (1,0,0)

Ortogonalna béaza je e = (0,0,3), e2 = (0,1,0), e3 = (1,0,0), ortonormalna baza

: [ _ ! [
Je & = —|€1| =(0,0,1), €3 = &3, €} = &3.

Veta 5.5. Nech {ey,e2,...,e,} je ortonormalna baza euklidovského priestoru.
Potom stiradnice Iubovolného vektora a v tejto baze st skalarne stic¢iny vektora o
a prislusnych vektorov bazy.

Dokaz. Nech
=211 + 2282 + -+ TpEp.
je
(cv,e1) = z1(e1,€1) + x2(€2,81) + - + Tnlen, 1)

Kedze (e1,e1) = 1 (€;,61) = 0, kde ¢ # 1, mame z; = (o,e1) a analogicky
g = (a,e2), v3 = (a,€3),..., 0, = (@, €p). O

Cvidenia

5.1. Dokézte podrobne platnost podmienok (Eq) — (Ey) z definicie 5.1 v prikla-
doch 5.2 a 5.3.

5.2. Pouzitim definicie skalarneho stcéinu v priklade 5.2 resp. 5.3 vypocitajte
skalarny stiéin a a uhol vektorov «, 3.
a) a=(3,-3.v3), §=(-3,-3.V3) kde a3 € V4(R)
b) «a =z, =sinz, kde a, 8 st vektory vektorového priestoru realnych funkeii
definovanych na intervale (0, 1).
¢) a=sinz, f=cosz, kde o, st vektory priestoru ako za b)
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5.3. Nech «, 3, ~ st tri vektory euklidovského priestoru. Dokazte, ze plati
o= < o= B[+ 8=l

Navod. Pouzite nerovnost (5.6) v priklade 5.7.

5.4. Nech o = (@1, 22,23), 8 = (y1,Y2,y3) st vektory priestoru Vs(R). Zistite,
¢i nasledujtice rovnosti definuju skaldrny stiéin v priestore V3(R).

a) (a,B) =x1y1 + x1y2 + ay1 + 222Y2 + 2393,
b) (o, 8) = 3x1y1 + v1y2 + v1ys + vayr — 4woys + %Jizys + 23y1 + %Jisyz,
¢) (a,8) =2x1y1 — x1y2 — x2y1 + 4x2ys + T2ys + T3y2 + 3T3Y3.

5.5. Nech B je baza vektorového priestoru V. Najdite ortonormélnu bazu B’
tohoto priestoru
a) B = {o,0,7}, kde o = (2,2,2), 8 = (3,-1,0), v = (7,0,0) st vektory
priestoru V3(R).
b) B = {a,3,v}, kde a = 1, 8 = x, v = 2? st vektory priestoru vetkych
polynémov stupna najviac 2 s realnymi koeficientami.
Skalarny stéin je definovany v pripade a) ako v priklade 5.2, v pripade b) ako v
priklade 5.3.
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MATICE A SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Priklad 1.1. UvaZujme o ststave 3 rovnic so Styrmi neznamymi

31’1 - 41’2 —|— T3 — 21’4 = 5

1
(11) 21’1 —|—§$3 — X4 = -2

221 + \/§$2 —Txy = V5

vektorového priestoru R4(R) (pozri priklad 1.8 v kapitole 2).
Ststavu (1.1) moZno Gspornejsie zapisat pomocou tabulky:

9 _27 5
1, -2
9 _77 \/5

Tato tabulku pétnastich redlnych éisel chapeme ako celok (ako jeden matematicky

objekt) a nazyvame ju maticou nad polom realnych éisel.

Definicia 1.1. Nech je dané pole F a prirodzené ¢isla m,n = 1. Tabulku mn

prvkov pola F usporiadanych do m riadkov a n stlpcov takto:

aii, aiz, -, A1k, ", Qlnp

azi, aza, ., A2k, ., A2p
(1.2)

a1, A2,  cy Qgky  ctc, Oip

Am1, aAm?2, Tty Amk, s Amn

nazyvame matica typu m X n nad polom F.

Matice budeme oznacovat velkymi pismenami tzv. bezpitkového pisma napri-
klad A, B, C a pod. Prvok a;; pola F' je prvkom matice leZiacim v ¢-tom riadku
a k-tom stipci matice. Prirodzené &islo i je riadkovy a k stlpcovy index prvku agp.

Ak maticu (1.2) oznacime A, skritene piseme

A = (ai) 1=1,2,....mk=1,2,...,n,

alebo tiez A,, , resp. (aik)m,n. Riadky matice A, oznaéime ich g1, @2,...
.., @m, MOZeme povazovat za prvky priestoru V,,(F), stipce o, 02,..., 0%, . ..

za prvky priestoru V,,, (F).

77

» @1
1 On
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Matica, ktorej vSetky prvky sa rovnaji nule (presnejsie nulovému prvku pola F)
sa nazyva nulovd matica. Ak je typu m X n oznacime ju 0y, ;.

Matica A, v ktore] m = n, t.J. je typu n X n sa nazyva stvorcovd. Ozna-
¢ujeme ju A,. Prvky aii,a22,...,an, tvoria hlavni, prvky ain,as n—1,...,0n1,
vedlajéiu diagondlu matice A,,. Stvorcové matica sa nazyva diagondlna, ak vetky
prvky neleZiace na hlavnej diagonale sa rovnaji nule (nulovému prvku pola F).
Diagonélna matica, ktorej vsetky prvky na hlavnej diagondle sa rovnaji jedne]
(t.J. jednotkovému prvku pola F') sa nazyva jednotkovd. Oznacujeme ju J,,.

Poznamka 1.1. Pri zapisovani matic nie je nutné davat ¢iarky medzi prvkami
matice. Budeme tak robit len vtedy, ked sa tym zvysi ¢itatelnost. Ni¢ menej, pri
matici typu 1 x n ¢iarky davame vzdy.

Priklad 1.2. Vietky nasledujice matice maji realne prvky (st nad polom R).

a=(009) m=(ie Y ).

300
C=(1,2,3), E=(0 0 0],
0 0 1

1 000

0 0 0 0100
023_(000)’ Ji=10 0 1 0
00 0 1

Matica A je typu 2 X 2, matica B typu 2 x 4, C typu 1 x 3, E typu 3 x 3, 03
typu 2 x 3, Jy typu 4 x 4. A E, J4 st Stvorcové, E, J, diagondlne, 02 3 nulova a J4
jednotkova matica.

Definicia 1.2. Dve matice A, ,,, B, sa rovnaji, ak st rovnakého typu a ak sa
rovnaju sebe odpovedajice prvky. T.j. A= B praveked m=r,n =5 a a;; = b
prei1=12....m, k=1,2,...,n.

Definicia 1.3. Ak riadky matice A piseme ako stlpce matice B (v tom istom
poradi), hovorime, Ze sme napisali maticu transponovani k matici A. Oznacujeme

B = AT. Teda ak A = (Gik )m,n, tak AT = (ki )n,m-
Priklad 1.3.

2 2
A:(% _g’ _‘f), Al=1|-3 0],
4 -1
1 2 -3 1 2 -3
B = 0o 1], BT = 2 0 1
-3 1 7 -3 1 7

Definicia 1.4. Matica A sa nazyva symetrickd ak A = AT,

Je zrejmé, ze symetricka matica je stvorcovou maticou. Matica B v priklade 1.3
je symetricka. V symetrickej matici plati ag; = a;p.
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Definicia 1.5. Sucet dvoch matic typu m x n A = (air), B = (b)) definujeme
takto:

(1.3) A+B= (sz-l-bzk),l =12,....m, k=1,2,....n.

Poznamka 1.2. Séitanie matic je teda definované len pre matice rovnakého
typu. Zrejme nemoze prist k nedorozumeniu, ked znakom ,+“ oznacujeme v (1.3)
dve rozne operacie. Na lavej strane (1.3) je to séitanie matic, kym na pravej strane
s¢itanie prvkov pola F.

Priklad 1.4. Séitajme matice
(2 3 -1 _(V3, =3, 2
A_<4 -3 2)’ B_<1, 1, 0)‘

A+B:<2+\/§ 0 1>-

Mame

5) -2 2

Veta 1.1. Nech M (F) je mnozina vsetkych matic typu m x n nad polom F.
Potom struktura (M (F),+) je abelovska grupa.

Doékaz. Citatel si Tahko dokaZe, Ze séitanie matic je asociativne, t.j. pre vSetky

A.B,C € M(F) plati
(1.4) A+B+C)=(A+B)+C.

Aj zvysok dokazu ponechajme na c¢itatela. Poznamenajme len, %e neutralnym prv-
kom operacie 4+ je nulova matica 0y, . g

Definicia 1.6. Nech A = (a;;) je matica nad polom F a s € F. Nasobok s- A
matice A prvkom s definujeme takto:

(1.5) s-A=(sa;) 1=12,....m, E=12...,n.

, 2 -3 4 L -3 2
Napriklad, ak A = (\/§ 6 7>,tak %A: (ﬁ :2)) Z)'
2

2

Veta 1.2. Mnozina M (F) vSetkych matic typu m x n nad polom F tvori vek-
torovy priestor nad F, v ktorom scitanie vektorov (matic) je definované vztahom
(1.3) a nasobenie skaldrom vztahom (1.5).

Dékaz. Podla vety 1.1 (M(F),+) je abelovska grupa. Citatel Iahko skontroluje,
Ze st splnené aj podmienky (V1) — (Vi) z definicie 1.1 kapitoly 2. O



80  Kapitola 3 MATICE A SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Priklad 1.5. MnoZina

M(Q) = {(‘i z>; a,b,c,d € Q}

je vektorovy priestor dimenzie 4 nad polom racionalnych ¢isel. Je Tahké overit, Ze

je baza priestoru M (Q).

MnozZina matic rovnakého typu je teda daldi priklad vektorového priestoru ko-
neénej dimenzie. Je celné zaviest dalsiu operaciu v mnozine matic (nad danym
polom) totiz nésobenie matic. Nasobenie zavedieme len pre také dvojice matic, kde
prvé mé tolko stipcov kolko mé druhé riadkov.

Definicia 1.7. Nech A = (a;;) je matica typu m x p, B = (b;;) matica typu
p X n. Suéin matic A - B (v tomto poradi) je matica C = (¢;1) typu m x n, kde
P
Cik = Z ai]‘b]‘k. T.;.

7=1
P
(1.6) A-B=C=(cix)=(> ajjbjr), i=1,2,....m; k=1,2,... n
j=1

Inymi slovami: Prvok ¢; leZiaci v i-tom riadku a k-tom stlpci matice A - B je stidet
st¢inov prvkov i-teho riadku matice A a k-teho stlpca matice B. Teda prvok ¢
vypocéitame takto:

Cik = i1 D1k + iz - bog + - F @i p1 - by_1 g+ Gip - bpr

Priklad 1.6. Nédsobme matice
( 1, 2, 3) _1’ Y g B (—1, 2, 14, 5)
-1, 0, 2 0. 12, 1 -1, 1, 2, -4
Vidime, ze vynasobenim matic typu 2 X 3 a 3 x 4 sme dostali maticu typu 2 x 4.
Prvok 5 tejto matice sme vypoéitali takto: 5=1-2+2-3+ 3 (—1). Ak prislusny
riadok resp. stlpec pokladdme za maticu typu 1 x 3 resp. 3 x 1, mézeme to zapisat
takto:

2
(1.2,3)| 3] =5
-1
Lema 1.1. Nech matice A,B,C sii (po rade) typu m X p, p X r, r X n. Potom
plati
(1.7) A-B-C)=(A-B)-C
Dokaz. Nech pre urcitost A = (a;j)m,p, B = (bjn)p,r, C= (¢hi)rn. Politame:
P r P r P
(A-B)-C= (> aibjn) - (cr) = ( 25 [ X aibjn]ens) = (X X [aijbjnlenr) =
;=1 h=1 j=1 h=1,=1

=(% Zp: aijlbjn-cne]) = ( é ai hZ; bjnchk) = (az‘j)'(él binenk) = A-(B-C). O



§ 1. Operécie s maticami 81

Lema 1.2. Nech matice A,B st typu m x p a matica C typu p x n. Potom
(1.8) (A+B)-C=A-C+B-C.
Nech naopak matica C je typu m x p a matice A,B typu p x n. Potom

(1.9) C-(A+B)=C-A+C-B.

Dokaz prenechame citatelovi. O

Poznamka 1.3. Z liem 1.1 resp. 1.2 vidiet, Ze nasobenie matic je asociativne
resp. nasobenie matic je distributivne vzhladom na séitanie matic. Na nasledujiicom
priklade sa presvedéime, Ze nasobenie matic je nekomutativne, t.j. A - B sa nemusi
vzdy rovnat B - A i ked st oba stiéiny definované.

GG )= 7))
()6 3)-(23)

Veta 1.3. Nech M, (F) je mnozina vsetkych matic typun xn (kde n > 2) nad
polom F. Potom struktira (M, (F),+,-) je nekomutativny okruh s jednotkovym
prvkom obsahujici netrivialne delitele nuly.

Dékaz. 7 vety 1.1 vyplyva, ze (M, (F),+) je abelovskd grupa. Z definicie 1.5
a lemy 1.1 vyplyva, Ze (M, (F),-) je pologrupa. Podla lemy 1.2 platia oba distribu-
tivne zakony. Lahko sa presvedéime, Ze J,, je neutralny prvok vzhladom na operaciu
nasobenia. Podobne lahko overime, Ze okruh mé netrivialne delitele nuly (t.j. nie je

obor integrity). Napr. v. (M2(R),+,-) je

(0 0) (2 0)=(5 o)

Cvidenia

1.1. Nech A, B, C st matice nad polom racionalnych ¢isel
2 -3 1 4 1 0 0
A_<4 2 —1)’ B_< O)’ C_<2 -3 0>'

Vypocéitajte
b) maticu X, ked plati 3A 4 2X = 4B + 3C.

— WD
W= O

a) maticu 3A + %B - C,
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1.2. Vypoéitajte 2A — 3B, AB —BA, AB - A, A3 -B? ak

1 -1 2 2
() e
1.3. Najdite vsetky matice A typu 2 x 2 nad polom realnych ¢isel, pre ktoré
plati

a)
b)

c)

1.4. Dokazte, ze plati

I
=)

2,25

>> >
>> >
I
>

Il
-

2.

a) (A+B)T =AT 4 BT,
b) (AB)T =BT .AT,
c) (sA)T =sAT,

kde A, B st matice (vhodného typu) nad polom F a s € F.

1.5. Vypocitajte
3 n . k
2 -3 1 1 cosa —sina
a) (1 2) b) (0 1) ’ <) (sina cosa) ’
1.6. Dokazte, Ze pre kazdi maticu

A= (%)

A2 — (CL + d)A + (ad — bC)JQ == 0272.

plati

1.7. Najdite vietky matice X, Y, pre ktoré plati XA = AX, YB = BY, ked

(10 o3 1)

1.8. Nech M (R) je vektorovy priestor matic typu (2 x 2) nad polom realnych
¢isel. Urcte dimenziu tohto priestoru, zvolte v iom bazu a vypoditajte stradnice

vektora
1 -3
a=(> 73

v tejto baze.
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§ 2. Sustavy linearnych rovnic

V priklade 1.8 kapitoly 2 sme definovali linearnu rovnicu s n neznamymi nad
polom F' ako vyrokovt formu ¢ definovant vztahom

(2.1) a1x1 + asre + - + anr, = a,

kde a je pevne zvoleny prvok pola F a lava strana vyrokovej formy (2.1) je linearna
forma f € L,(F) (pozri priklad 1.7 kapitoly 2). Vyrokova forma ¢ teda kazdému
vektoru a0 = (11, 23,...,2,) € V,(F) priraduje vyrok ,hodnota formy f pre vek-
tor a je a“. V priklade 1.8 kapitoly 2 sme dokazali, Ze mnoZina R, (F) vsetkych
linearnych rovnic o n neznamych tvori vektorovy priestor nad F.

Definicia 2.1. Vektor 7 = (t1,%3,...,t,) € V,(F) nazyvame riesenim rovnice
(2.1) ak vyrok a1ty + asts + ... ant, = a je pravdivy.

Definicia 2.2. Rovnice

a1121 + a12%y + -+ a1pxy, = by,

(2.2) a1y + agex9 + -+ agpt, = b,

Am1T1 + QmaTo + - + App Ty = by,

nazyvame sustavou S m rovnic s n nezndmymi nad F. Teda S C R, (F).

Vektor 7 = (t1,t2,...,t,) nazyvame riesenim sustavy (2.2), ak je riesenim kazde;j
rovnice danej ststavy. Nech S je mnoZina vSetkych rieseni sustavy (2.2). Je jasné,
ze S C V,(F). Ak S obsahuje aspon jeden vektor, t.j. S # (J, hovorime, Ze sistava
S je riesitelna. V pripade S = (), hovorime, Ze ststava (2.2) nemd rieSenie.

Poznémka 2.1. Miesto ,ststava m rovnic s n neznamymi“ hovorime tieZz ,sys-
” ”
tém m rovnic s n neznémymi“.

Poznamka 2.2. Spolu so stistavou rovnic musi byt vZdy udané pole nad akym
sustavu uvazujeme. Napr. ststava

(2.3) 2¢ +3
1

nad polom Zs je ina, ako ststava formalne napisana rovnako, ale nad polom Z.
Ako uvidime v priklade 2.1, tato ststava je nad Zs neriesitelna, zatial ¢o nad Z
ma riesenie.
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Definicia 2.3. Dve stistavy § a &' rovnics n neznamymi st ekvivalentné,
ak maj t isth mnozinu riefeni, t.j. ak § = S’.

Veta 2.1. Nech S je ststava rovnic (2.2). Nech ststava S’ vznikne zo sustavy
S konecnou postupnostou operacii nasledovného typu:

(i) zmenou poradia rovnic siistavy,
(ii) nasobenim Iubovolnej rovnice sustavy S nenulovym prvkom pola F,
(iii) nahradenim lubovolnej rovnice siistavy sictom tejto rovnice a niektorej
(inej) rovnice ststavy,

potom ststavy S a S’ st ekvivalentné.

Dékaz. Operaciou (i) sa zrejme nemoze zmenit mnozina rieseni sustavy S. Kedze
v poli F' mozno kratit lubovolnym nenulovym prvkom ¢ € F, maji rovnice a;1x1 +
aizty + -+ aipt, =b; a claprr + appra + - + aipay) = bic rovnakt mnozinu
rieseni. To znamend, ak vykoname v S operaciu typu (ii) dostaneme ststavu S’
takej vlastnosti, Ze kazdé riesenie stistavy S je aj riesenim sustavy S’ a naopak.
Podobne v pripade (iii). Kazdé riesenie, ktoré vyhovuje rovnici

(2.4) a1t + aipte + -+ Aty = by

ako aj rovnici

(2.5) ajiry + ajxs - F ajnn = b;

vyhovuje zrejme aj ich stiétu

(2.6) (ain + aji)er + (a2 + aj2)xe + - + (in + ajn)xy = b; + b;.

Preto ak rovnicu (2.4) nahradime sic¢tom rovnic (2.4) a (2.5) dostaneme ststavu S’
taki, ze kazdé riesenie ststavy S je aj rieSenim sustavy S&’. Pomocou operacie (ii)
a (iii) lahko prejdeme od ststavy S’ k stistave S. Menovite: rovnicu (2.5) nasobime
¢islom -1 (dostaneme ekvivalentnd sistavu §*) a potom ju séitame s (2.6). Teda
kazdé riesenie sustavy S’ je aj riesenim stustavy S. Zvysok dokazu je zrejmy. g

Poznamka 2.3. Operacie (i), (ii), (iii) volame elementérne operécie. Porovnaj
operacie vo vete 3.5 kapitoly 2.

Priklad 2.1. Pomocou elementarnych operacii néjdeme riesenie ststavy (2.3)
nad Zs i Zr. Najprv nad polom Zs. Prviirovnicu (2.3) ndsobme 3 € Zs. Dostaneme

(2.7) 1z 44

Druhej rovnici zrejme nevyhovuje Ziadny vektor zo V5(Zs). Teda mnoZina rieSeni
ststavy (2.7) a teda aj (2.3) je prazdna.
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Ststavu (2.3) teraz uvazujme nad Zr. Prvt rovnicu (2.3) vynésobme 4 € Z.

Dostaneme stistavu

1z + 5y = Zl,
dx + Iy = 3.
Pripoéitanim 3-nésobku prvej rovnice k druhej mame
T+ 5y = 4,
0x + ?y = 1.

Pripoc¢itanim druhej rovnice k prvej mame

odkial hned vidiet, Ze vektor 7 = (5,4) je jedinym riesenim ststavy (2.3).

Cvidenia

2.1. Ststavu

= DN

Il
= DN

T+ 2y
r+ ly

N T |

rieste nad polom Z3 a potom nad polom Z.

2.2 Postupom ako v priklade 2.1 rieste nad polom Zs nasledovné stistavy rovnic.

a) 3x+2y+4z=1, b) 2z +2y+32=4
1:1;—|—?y—|—3z::?, 1:1;—|—3y—|—4226,
Zl:z;—l—zly—l—?z::zl, 1:1;—|—?y—|—3z::zl.

2.3. Nech stistava rovnic

a1 + by = e,

asx + bay = cg,

kde ay,b1,¢1,a2,by, co € R mé dve rozne riefenia. Potom ma nekonecne vela rieseni.
Dokazte.
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§ 3. Hodnost matice

Uvazujme o matici

aii, aiz, -, Ain
a1, a2z, Ao2n
aq1, A324° Ain
aj17 aj27 o R a]n
Am1, Am2, ", Amn

typu m x n nad polom F. Ako sme uZ povedali v paragrafe 1, riadky o1, 02,...,0m
matice A moZeme povazovat za prvky vektorového priestoru V,(F) a stipce
01,02,...,0,, za prvky vektorového priestoru V,,(F). Riadky generuju pod-
priestor B = [@1,02,...,0m] priestoru V,(F), stlpce generuji podpriestor
S = |o1,02,...,0,] priestoru V,,,(F). Dokazeme, ze d(R) = d(S). Aby sme to
dokazali, pripomenme si najskor elementarne operacie z vety 3.5 kapitoly 2. Tam
sme dokazali, Ze ak ststava T vznikne zo ststavy S vektorov {ay, o, ..., o}, kde
a; € V(F) jednou z tychto operécii:

(a) zmenou poradia vektorov sustavy S,
(3.1) (b) zamenou vektora a; za vektor sa;, kde 0 # s € F,

(c) zamenou vektora a; za vektor a; + o,
tak [T] = [S].

Ak operécie (3.1) aplikujeme na riadky matice A, hovorime o elementarnych riad-

kovych operéciach ( ero), ak na stlpce, tak o elementérnych stipcovych operaciach
(eso). DokéZeme nasledujtice dve lemy.

Lema 3.1. Nech matica B vznikne z matice A tak, Ze na nej vykoname riadkové
alebo stlpcové operacie (ero alebo eso). Potom riadky (stlpce) matice A generujii
podpriestor priestoru V,(F) (V,,(F)) tej istej dimenzie ako riadky (stlpce) ma-
tice B.

Dékaz. Nech matica A = (a;x) je typu m X n s riadkami g1,02,...,0m
a stlpcami o4,09,...,0,. Po vykonani ero alebo eso dostaneme maticu
B = (b;x), ktora zrejme je tieZ typu m x n s riadkami @4, @},..., 0", a stlpcami
oo ...,0! . Nech|gi,0,...,0m] = R, [0],05,...,0,] = R'. DokéZeme, Ze oba
podpriestory R i R’ priestoru V,,(F) maji rovnakt dimenziu.

Ak matica B vznikla z matice A len riadkovymi operaciami, tak podla vety 3.5
kapitoly 2 je R = R’ a teda tie? d(R) = d(R'). Stali teda uvazovat stipcové
operéacie (eso). Nech pre uréitost d(R) = h a nech gj,,0j,,...,0j, st linedrne
nezavislé riadky matice A, ktoré generuju podpriestor R. Ide teda o riadky

le = (ajll,ajlg,...,ajlk,...,ajll,...,ajln)
Q]‘2 = (aj21,aj22,...,aj2k,...,ahl,...,ahn)
(3.2)

th = (ajhl,ajhg,...,ajhk,...,ajhl,...,ajhn)
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Podla predpokladu s riadky gj,,..., 0, linearne nezavislé, teda rovnica
(33) 105, + 205, +- -+ +¢L0j, :(0,0,...,0)
je splnenad, len ak ¢; = ¢z = -+ = ¢;, = 0. Rovnicu (3.3) moZno napisat ako stistavu

rovnic (preco?):

craj 1 + c2aj,1 + -+ cpaz, 1 =0,

c1aj,2 + C2aj,0 + -+ cpaj, o =0,
(3_4) c1aj k + 20,k + -+ cpaj, i =0,
c1aj,1 + caaj,0+ -+ cpaj,; =0,

C1ajn + C2Gjyn + -+ + cpaj, n =0,

ktorej vyhovuje len ¢4 = ¢3 = -+- = ¢; = 0 (t.j. méa jediné riesenie (0,0,...,0).
Vsimnime si, %e jednotlivé stipce v (3.2) st koeficienty jednotlivich rovnic v (3.4).
Ak vykondme v matici A eso typu (a), (b) alebo (¢), vykondme tym v sistave

(3.4) ekvivalentna dpravu typu (a), (b) alebo (¢). Dostaneme maticu B s riad-

: !/ !/ !/ : z v . , ,
kami Q1> Q>+ Qi kto‘r,et] Z?)d]_:‘)O\,/'ed‘a su§tava ekvivalentnd so ststavou (3.4)
a teda podla vety 3.1 majtca jediné riesenie ¢y = ¢ = --- = ¢, = 0. To zna-

, v . . / / / . , . , ;. ’ T ’
mena, ze aj riadky @} ,0},,..., @), matice B st linearne nezavislé. Odtial mame

d(R') =z h = d(R). Stadi si uvedomit, %e maticu A moZeme dostat z matice B
tieZz pomocou vhodne zvolenych eso (éitatel si rozmysli, ako to urobime). Preto aj
d(R) = h 2 d(R'). Teda d(R) = d(R'). Vidime, ze vykonanim operacii eso sa

dimenzia podpriestoru generovaného riadkami matice nemeni.

Analogickymi tvahami sa tieZ presvedéime, Z%e ak [o,09,...,0, = S
a [o,0h,...,00]=S' tak d(S)=4d(S). O
Lema 3.2. Nech p1,02,...,0m st riadky a o1,0,...,0, stlpce matice A

typu m x n. Nech R = [gy,02,...,0m] a S = [o1,02,...,0,]. Potom plat{
d(R) = d(S).

Dékaz. Ak matica A je nulové matica, zrejme plati d(R) = d(S) = 0, t.j. lema
plati. Nech teda A # 0, .

Dokaz vykoname tak, Ze maticu A transformujeme postupne pomocou ero resp.
eso a dostaneme postupnost matic

(35) A—>A1—>A2—>---—>Al_>..._>Ad7

pricom matica Ay bude takého tvaru, Ze v nej lahko uréime d(R) 1 d(S).
Najprv pomocou vymen riadkov a stlpcov dosiahneme, %e matica A; je tvaru

aii, aiz, aiz, -+, 0Oln
a1, a2, azz, -+, O2n

A= ) )

Am1l, Am?2, Am3, T, Amn
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kde a1 # 0. To je vidy mozné, lebo A # 0., ,. Potom robime nasledovné ero.

Ak je ay1 # 0, vynéasobime prvy riadok —% a pripoc¢itame ho k druhému riadku.

Potom prvy riadok vynasobime — 2. Ak je ay; = 0, nechame prvy i druhy riadok
- . . @21 ’ ’ ’ . a . v/
bez zmeny. Ralej, ak je as; # 0, vynasobime prvy riadok — 4+ a pripocitame ho
tretiemu riadku. Potom prvy riadok vynasobime —%. Ak je az; = 0, nechame
prvy aj treti riadok bez zmeny. Takto postupujeme dalej, kym nedostaneme maticu
tvaru
a1, diz, di3, ', din
!/ !/ !/
0, ayy, a3, oo, ay,
!/ !/ !/
0, asy, a3, -, ay, ,
!/ !/ !/
07 Aoy Am3y s Oy

v ktorej sme vymenou riadkov a stipcov dosiahli (ak to bolo treba), Ze ab, # 0.

Ak aj, # 0, tak druhy riadok vynasobime —Z;”’Q a pripoc¢itame ho k tretiemu
’ 22

riadku. Potom druhy riadok vynasobime — Z?Q. V postupe pokracujeme dalej, kym
32

nedostaneme maticu

ai1, @12, G413, -, dlp
! ! !
0, ayy, ay, -, ay,
114 114
A3 = 07 07 Q33 Ty a3pn ,
114 114
07 07 A3y Tty Gyp

kde, ak to bolo treba, sme urobili v¥menu riadkov a stlpcov, aby a%,; # 0. V postupe
pokracujeme pre treti a dalsie stipce dovtedy, kym nedostaneme maticu tvaru

bll7 6127 bl37 T blh7 bl,h—|—17 T bln
07 6227 6237 T bZh7 bZ,h—|—17 T bZn
07 07 b337 T b3h7 b3,h—|—17 T b3n
07 07 07 )

Al = : 5

07 07 07 T bhh7 bh,h-I-lv T bhn
07 07 07 T, 07 07 T, 0
07 07 07 T, 07 07 T, 0

kde b;; # 0 pre ¢t = 1,2,..., h. Zrejme b4 = a1, byy = aby, b3z = ajys atd. Maticu
A; dalej transformujeme elementarnymi stlpcovymi operaciami (eso ), tak, Ze ak
bia # 0 tak prvy stipec nédsobime — 2% a pripo¢itame ho k druhému stlpeu, atd., ¢im
dosiahneme v prvom riadku okrem by; samé nulové prvky. V postupe pokracujeme,
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aZ dostaneme maticu tvaru

bllv 07 07 T, 07 07 T, 0

07 6227 07 ) 07 07 T, 0

0, 0, bs3, , 0, 0, 0
Ad B 07 07 07 ) bhh7 07 ’ 0 ’

07 07 07 T 07 07 ) 0

07 07 07 T 07 07 ) 0

kde b;; # 0 pre ¢« = 1,2,...,h. Matica A, zrejme obsahuje h linedrne nezavislych
riadkov i stlpcov, t.j. dimenzia vektorovych podpriestorov generovanych riadkami
i stlpcami matice je rovna h. KedZe matica A, vznikla z matice A len postupnym
vykonavanim ero a eso , podla lemy 3.1 aj d(R) = d(.S) = h, ¢o bolo treba dokazat.

0

Lema 3.2 nam umoznuje vyslovit nasledujtcu definiciu.
Definicia 3.1. Nech A je matica typu mxn s riadkami g1, g2, ..., @m astipcami
01,09,...,0,. Nech R=191,09,...,0m] a S=l01,02,...,0,]. Potom hodnotu

h = d(R) = d(S) nazyvame hodnostou matice A. Oznacujeme h = h(A).

Poznamka 3.1. Niekedy sa definuje riadkovda hodnost matice h,(A) = d(R)
a stlpcovd hodnost hs(A) = d(S) a dokaZe sa, ze h,(A) = hs(A).

Poznamka 3.2. Podla definicie 3.1 matica A ma hodnost h, ak v nej existuje h
linedrne nezévislych riadkov (stlpcov) a kazdy viiési pocet riadkov (stlpcov) matice
je uz linearne zavisly.

Poznamka 3.3. Dokaz lemy 3.2 nam poskytuje postup na vypocéet hodnosti
matice. Matice (3.5) si takej vlastnosti, Ze kazd( mozno dostat z inej pomocou
ero resp. eso. Takéto matice volame ekvivalentné, ¢o casto oznacujeme A ~ Ay ~
Ay ~ -~ A;~ -~ A4 Pre ne plati h(A) = h(Ay) = h(Az) = --- = h(A}) =
-+ = h(Ag). Pri vipoéte hodnosti matice méZzeme postup prerusit pri matici Ay.
Hodnost matice A sa rovna poc¢tu nenulovych riadkov matice A;. O matici Ay
casto hovorime, Ze je upravena na lichobeznikovy tvar. Je to preto, ze nenulové
prvky byq,b22,...,bpr  a prvky, nachadzajice sa vpravo od nich, vytvaraja akysi
ylichobeznik“. Pravda moze sa stat, ze ,dolna zakladna lichobeznika® obsahuje len
jeden prvok bpp. Pri vypocte hodnosti nemusime vypisovat nulové riadky matic.
Ukazeme si to na priklade.

Priklad 3.1. Néjdeme hodnost matice A typu 4 x 5.

01 4 2 3
2 0 1 4 3
— 2

A=li1 5 109
2 1 3 6 6
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Elementarnymi riadkovymi resp. stlpcovymi operdciami upravujeme:

01 4 2 3 1 0 4 2 3
2.0 3 4 3] [0 2 5 4 3}
41 5 10 9 1 4 5 10 9
2 1 5 6 6 1 2 5 6 6
1 0 4 2 3 1 0 4 2 3

_>02;43_>02;43>
0 4 1 86 000 0 0]
02%43 00 0 00

Vidime, ze h(A
Priklad 3.2. S dané vektory a, 3,7, € V5(Q) takto:

:(01423),

2,0, =,4,3
5,2>

(
= (4, 1, 5, 10, 9),
(

2,1, = 9 6, 6).

Vypoéitame dimenziu podpriestoru, ktory dané vektory generuju. Dané vektory
mozno pokladat za riadky matice. Dimenzia daného vektorového priestoru sa rovna
hodnosti danej matice. V nasom pripade je to matica A z predchadzajiceho pri-
kladu. Dimenzia podpriestoru je preto 2.

Priklad 3.3. Nech P = [ay,az], S = [B1, 32, 33] st dva podpriestory vekto-
rového priestoru Vs (R). Vypoéitajme dimenziu priestorov PN S a PV S, ked je
dané

a; = (1, =2, 3,4, 2),
az =(2,3,3,0,1),
B1=(-1,-5,0,4,1),
B2=1(2,2,3,1,1),
Bs=1(2,1,1,0,0)

Zrejme PV S = [y, as,B1, 82, 83s]. Aby sme vypoéitali d(P V S), sta¢i zistit
hodnost matice

1 -2 3 4 2 1 -2 3 4 2
2 3 3 0 1 0 T -3 -8 -3
A=| -1 -5 0 4 1| =10 -7 3 8 3| —
2 2 3 1 1 0 6 -3 -7 -3
2 1 1 0 0 0 5 -5 -8 —4
1 -2 3 4 2 1 o 3 A 9
0 T -3 -8 -3
0 -1 0 1 0
— 10 0 0 0 0] — —
0 T -3 -8 -3
0 -1 0 1 0 0 _2 _o 0 —1
0 -2 -2 0 -1
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1 =2 3 4
. 0 -1 0 1
0 0 -3 -1
0 0 -2 =2

2
0

3
1

1
0
0 0
0

4
~1 1

kde pri prvej aprave sme dvojnasobok prvého riadku odpoéitali od druhého, stvrté-

ho a piateho riadku a pripocitali prvy riadok k tretiemu; pri druhej Gprave sme
druhy riadok pripocitali k tretiemu a odpoéitali od stvrtého a piateho riadku; pri
tretej vynechali nulovy riadok a vymenili poradie riadkov atd. Teda d(P V S) = 4.

Ked si uvedomime, %e prvé dva riadky nasej matice st vektory ai, a uZ po prvej

Uprave matice A vidime d(P) = 2. Treba vypoéitat dimenziu podpriestoru S.

Zistime hodnost matice:

-1 -5 0

B = 2 2 3
2 11

-1 0 =5

— 01 -9
0 3 =8

Teda je d(S) =

I R

4
8
9

—_ =

LW N —

—

4 1
9 3| —
8 2
4 1
8 2
—-15 -3

3. Podla vety 4.4 kapitoly 2 je d(P N S) 4+ d(P VvV S) =

= d(P)+d(S),tj. dPNS)+4=24+3, odkial (PN S) = 1.

Cvidenia

3.1. Vypocitajte hodnost nasledujicich matic (nad polom Q).

()

1 -1
4 5)
-3 —6

1 =2

1 1

2 -3

1 —4

0 2

2
6

15

8 2
3 3
10 1
0
5)
0
-5
5)

1

G =

—_ N

— = 00 = W

?>
55 9
6

3.2. Uréte dimenziu vektorovych priestorov generovanych nasledujacimi skupi-

nami vektorov:

a) (1 ,3),(3,0,8),(4, 2, 0) € V3(R),
b) (2, ,4),( ,0,3,7),(1,3, -8, —3),(4, 3, 1, 18) € Vi(R),
o) (1 11, —5,7), (2,0,0, -1, 5), (8 2,0, 5, 1),

1, 3, 2),(4,
€

<i 2,7, 0)

Vi (R).
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3.3. Vypoditajte dimenziu priestorov PN S a PV S, ked je dané:
a) P = [(37—17 2)7(27 07 1)7(17_17 1)]7 S = [(17 27 3)7(67_47 5)7(47 _27 3)]7
b) P ={(z1, vz, w3); 22 =0}, S ={(w1, 22, x3); 421 — 22 = 0},
kde P a S s podpriestory priestoru V3(R).

3.4. Prepocitajte si este raz cvicenie 4.5 v kapitole 2 s vyuzitim pojmu hodnost
matice.

3.5. K vektorom a = (1, —1, 3, 2), B = (2, 2, 1, 1) vektorového priestoru V4(R)
zvolte dva vektory =,8 € Vi(R) tak, aby mnoZina {a, 3,7,8} bola bazou pries-
toru Vi (R).

§ 4. Gaussova eliminaéna metoda

Uvazujme o ststave linedrnych rovnic (nad polom F)

a11x1 + a2+ 4+ aipT, = by,

as1x1 + ageret -+ azpT, = ba,
(4.1)
Am1T1 + Gm2To+ -+ AmnTn = by

Ststavu (4.1) mozeme ,maticovo” zapisaf takto (odévodnite):

ai, aiz2, ..., Q1n Mo by
(4 2) asq, G292, ..., QG2q T2 by
Am1, Am2, ..., 0amn Ln bm

Ak matice v rovnici (4.2) pomenujeme M, & resp. 5, mozeme sustavu (4.1) zapisat
strucne

(4.3) M.Z=b.

Definicia 4.1. Maticu M z (4.3) nazyvame maticou sistavy (4.3). Ak ju rozsi-

i 7 , e M e .
rime o stlpec b, dostaneme rozsirent maticu sustavy M’. T j.

ai, a2, ..., dip ai, ai2, ..., Qin, by

asq, az2, ..., d2pn , asq, azz, ..., 0a2q, by
M = , ., M =

Am1, Am2, ..., Omn Am1, Am2, ..., 0mn, bm

Ststavu rovnic (4.1) niekedy zapisujeme aj v tvare

ajl ai2 Ain bl
as1 a2 Ao2n 52

(4.4) : r1 + : Tog + -+ : Ty =

Am1 Am?2 Amn bm
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alebo struénejsie

(45) 0'11’1—|—0’2$2—|—"'—|—0'n$n:l_)}7

—

kde sme stipce matice M’ oznadili o1, 0, ..., 0., b.

V paragrafe 2 sme vysvetlili, ¢o je rieSenim ststavy (4.1). Povedali sme, Ze stistava
(4.1) je riesitelnd, ak mnozina S rieseni ststavy je neprazdna. Naopak, ak S = 0,
hovorime, e ststava nemé riesenie. O tom, kedy je ststava (4.1) riesitelna, hovori
nasledujiica veta.

Veta 4.1 (Frobeniova). Ststava linedrnych rovnic (4.1) ma riesenie prave
vtedy, ked h(M) = h(M’) (hodnost matice ststavy sa rovna hodnosti rozsirenej
matice stistavy).

Dékaz. 1. Nech ststava (4.1) mé rieSenie 7 = (¢1,t2,...,t,). Potom podla (4.5)
plati o1ty + o3ty + --- + opt, = 5, t.j. posledny stlpec matice M’ je linedrnou
kombinaciou ostatnych stipcov matice a tak h(M) = h(M’) (pozri cvifenie 4.7
kapitoly 2).

II. Nech naopak v ststave (4.1) plati h(M) = h(M') = h. Nech o,,04,,...,04,

je h linedrne nezavislych stipcov matice M. KedZe h(M') = h, vidime, %e
h+ 1 stlpeov a4, 04,,...,0; ,b matice M’ je linedrne zavislych, t.j. existuji prvky
€1,C2,...,Ch+1 € F nie vsetky rovné nule, ze plati

(4.6) 10, + 20, + -+ cpoy, ‘|‘Ch-|-1b: 6

Keby cpi1 = 0, stlpce o4,,0,,...,0; by boli linearne zavislé. Teda cpy # 0.

Z (4.6) mame

C1 C2 Ch l—)’
o, ——0&;, —— —0;, =0.

(4.7) — L
Ch+1 Ch+1 Ch+1

7 (4.7) vyplyva, Ze stipec b je linedrnou kombinaciou véetkych stipcov matice M,
t.j.

(48) t10'1 —|—t20’2—|——|—tn0'n:b,
kde t; = 0 ak sa stipec oy nenachédza na lavej strane (4.7) resp. t = —Chcj_l, ak
oy = o;; pre nejaké j=1,2,... h.

Z (4.8) vsak vidiet, Ze vektor 7 = (t1,t2,...,t,) je rieSenim sustavy (4.5) resp.
(4.1). Tym je dokaz vety skonéeny. O

Désledok 1. Nech pre sustavu (4.1) plati h(M) = h(M’) = h. Potom existuje
ststava linearnych rovnic ekvivalentna sistave (4.1) majica prave h rovaic.

Doékaz. Kedze h(M') = h, ststava (4.1) obsahuje prave h linearne nezavislych
rovnic. Tieto rovnice tvoria bazu podpriestoru R] (F') priestoru linearnych rovnic
R, (F) (pozri priklad 1.8 kapitoly 2), ktory generuju rovnice stustavy (4.1). Kazda
7z ostatnych rovnic ststavy (ak takd vobec existuje) sa d& vyjadrit ako linearna
kombinacia rovnic, ktoré tvoria bazu. Pomocou elementarnych operacii z vety 2.1
Tahko prejdeme k ekvivalentnej ststave, ktora obsahuje len rovnice bazy. (Rovnice,
ktoré maji vSetky koeficienty nulové, vynechame). O
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Désledok 2. Nech pre sustavu (4.1) plati h(M) = h(M’) = n. Potom ststava
(4.1) ma prave jedno riesenie.

Dékaz. Kedze plati h(M) = h(M’), stistava ma aspoil jedno riesenie. Ze ma
prave jedno dokazeme nepriamo. Nech platia predpoklady vety a nech napriek tomu
stustava (4.1) méa dve rozne rieSenia ™ = (t1,ta,...,t,) a 7 = (t,t), ... .t).
Potom 7z (4.5) méame

odkial dostaneme
oy (ty — 1)+ sty —th) + -+ op(t, —t)) =0.

Kedze h(M) = n, stlpce o1,09,...,0, s linedrne nezévislé a tak t; — ¢/ = 0,
to—th=0,...,t, —t, =0, t.j. 7 = 7'. Mame spor. O

Désledok 3. Nech pre sastavu (4.1) plati h(M) = h(M’) = h < n. Potom

n — h neznamych mozno Iubovolne zvolit a pre kazda volbu tychto n — h nezndmych
existuje prave jedno rieSenie ststavy (4.1).

Dékaz. Podla dosledku 1 existuje ststava h rovnic ekvivalentné so sustavou (4.1).
Nech je to nasledujici stustava:

1171 + 1229 + - F CRTh + CLh41Th1 + - F Cintn = di,

Co1T1 + €22%9 + -+ CopTh + C2h41Tht1 + - F Contn = da,

1Ty + Chota + - F ChRTH + Chht1Tht1 + o+ ChnTn = dpy.

Matica tejto ststavy méa hodnost h. Preto obsahuje h linedrne nezavislych stlpcov.
Bez ujmy na vieobecnosti moézeme predpokladat, Ze je to prvych h stipcov matice
(v opaénom pripade by sme stipce takto usporiadali). Teraz polozme xp41 = p1,
Thao = P2y-y Ty = Pn—h, kde p1,p2,...,pn_p st lubovolne vybrané prvky pola F'
(parametre). Ststavu zapiSeme v tvare

1121 + ci2x2 + -+ cipp =di — C1p41P1 — 0 — CinPn—h

c2121 + c22x2 + - -+ Copp = do — Cop41P1 — 0 — ConDPn—h
(4.9)

ch11 + Cpate + -+ chpxn = dp — Chh41P1 — * — ChnPn—h

Podla dosledku 2 ma ststava (4.9) a tym aj ekvivalentna ststava (4.1) pre kazdu
volbu nezndmych Tpy1,Thto,. .., 2, CiZe parametrov pi, pa, ..., Pan—h, Prave jedno
riesenie. g
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Poznamka 4.1. KedZe h < n, t.j. n — h je aspon jeden a kazdé pole mé aspon
dva prvky, ststava (4.1) mé pri splneni podmienok dosledku 3 aspon dve rézne
rieSenia. Samozrejme, ak F' je nekoneéné pole (napr. pole redlnych ¢isel), ststava
(4.1) ma nekonecne vela rieseni.

Ked stustavu (4.9) skutoéne vyrieSime, nezname x1, ¢, ..., x, vyjadrime pomo-
cou parametrov pq,...,pnp—p. Hovorime, Ze ststava (4.9) a teda aj (4.1) méa vSe-
obecné (n—h) - parametrické rieSenie resp. rieSenie s n—h stupnami volnosti. Ak za
parametre dosadime konkrétne prvky pola F, dostaneme konkrétne (partikularne)
riesenie danej stustavy. Postup mozeme sledovat na nasledujicom priklade.

Priklad 4.1. Nad polom racionalnych ¢isel riesme stistavu rovnic, ked vieme, Ze
h(M) = (M) = 2.
21’1 + 31’2 — I3 + 21’4 == 13,
x1 —2x9 + 423 + 24 = —0,
31‘1 + iz + 31’3 + 31’4 = 7,
L1 —|—5$2 — 51’3 + T4 — 19.
Riesenie. Thned vidiet, ze ak od tretej rovnice odpocitame prvii i druht rovnicu

a ku stvrtej pripoc¢itame druht a odpocitame prvia, dostaneme rovnice s nulovymi
koeficientami, ktoré vynechame. Zostane

21’1 + 31’2 — I3 + 21’4 == 13,
1 — 21’2 —|—4$3 + T4 — —6.

Lahko skontrolujeme, Ze prvé dva stlpce matice stistavy st linedrne nezévislé. Po-
lozime x3 = py, x4 = p2, kde py1,ps € ) st parametre.

201 + 322 =13+ p1 —2po
vy — 229 = —6—4p; — p2

Dant ststavu (pri pevnej volbe x3 a x4 je to ststava dvoch rovnic o dvoch
neznamych) vyriesime:

8 10 25 L 9
X1 = - — — — Tog = — — .
1 - 7 P1— P2, T2 7 7P1
KedZe 3 = p1, ¥4 = po, mame vseobecné riesenie ststavy s dvoma stuphami

volnosti (2-parametrické riesenie):

S )
—\7 7P1 P2, 7 7P17P17 P2

Pomocou neho zapiseme mnozinu vsetkych rieseni stistavy

o_ <8 10 25 . 9 > €0
= 7 7 P1 — P2, 7 7P17 P1, P25 P1, P2 .
Vidiet, ze S je nekoneéna mnozina. Pre napr. p; = 1, po = 0 dostavame partikularne

riesenie (—%, %, 1,0)es.
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Teraz popiseme vseobecny postup na riesenie sustavy linearnych rovnic znamy
pod nazvom Gaussova eliminacénd metoda. Pri tomto postupe nemusime vopred
poznat hodnosti h(M) resp. h(M'). Zistime ich pocas postupu na konci ktorého,
v pripade h(M) = h(M’), dostaneme rieSenie ststavy. Pri Gaussove] eliminacne]
metode moézeme pracovat priamo s rovnicami alebo, ¢o je pohodlnejsie, s rozsirenou
maticou danej stustavy.

Princip Gaussovej eliminacne] metody spociva v postupnom vykonavani riad-
kovych elementarnych operécii tak dlho, kym nedostaneme ststavu (s povodnou
ekvivalentni), ktora evidentne nem4 riesenie, alebo ktorej riesenie vieme lahko ur-
¢it. Menovite, napiseme rozsirent maticu sistavy (4.1):

ai, a2, ..., din, by
(4 10) asq, az2, ..., d2p, by
Am1, Am2, ..., Gmn, bm

Ak na maticu (4.10) uplatnime niektor ero, dostaneme podla vety 2.1 rozsirent
maticu ststavy, ktord je so ststavou (4.1) ekvivalentnéd. Okrem ero moéZeme menit
aj poradie stIpcov matice ststavy (stlpec b teda ponechame na mieste), ale v tomto
pripade si poznamename, ktory stlpec patri ktorej neznamej. Operacie vykonavame
postupom ako v leme 3.2, kym nenastane jeden z tychto dvoch pripadov:

(i) Pri postupe sa vyskytne riadok typu (0,0,...,0,¢), kde ¢ # 0. V tomto
pripade je h(M) # h(M’) (&itatel si rozmysli, preco). Vypocet prerusime, lebo
sustava nema riesenie.

(ii) Dostaneme maticu tvaru

¢11, ¢i12, €13, ..., Cih, C1A+1, ---, Cin, dq

0, C22, C23, ceey Coh, 027h+1, ceey Con, d2
(411) 0, 0, C33, ceey C3h, C37h_|_1, ey C3n, d3 ,

0, 0, 0, ..., Chh, Chh+l, ---5» Chn, dp

kde sme vynechali vietky nulové riadky a kde ¢11,¢a2,...,cpn # 0. Z matice (4.11)
zrekonstruujeme nasledujiicu ststavu ekvivalentnt so stustavou (4.1). (Predpokla-
déame, 7e sme nevymienali stipcec matice.)

c11z1 + 22 + 1323 + - F cip®n + CLpp1Th41 + 0 F ClnTn = di,
C22%2 + C23%3 + -+ cop®h + o ht1Tht1 + o+ Conn = do,

(4.12) €333 + -+ C3pTh + C3 hp1Tht1 T 0 F ConTy = d3,

Chih®h + Chh+1Th41 + - -+ ChnTp = dp.

Teraz mame dve moznosti. 1) h = A(M) = h(M') = n. V tomto pripade mame
n rovnic. Posledna obsahuje jedini neznamu x,, ktori z nej vypocitame. Pred-
posledna rovnica obsahuje 2 nezname x,_1,%,, z ktorych x, pozname a x,_
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vypoditame, atd. aZ z prvej rovnice vypoditame neznamu z;. Dostaneme rieSenie
stustavy, ktoré je podla dosledku 2 vety 4.1 jediné.

2) h=h(M)=h(M') <n. Ako v dokaze dosledku 3 vety 4.1 polozime xp4; =
Ply Th2 = P2y ..y &y = Ppp. Sustava (4.12) prejde do tvaru

c11%2 + ci1222 + ci3x3 + - + ciptp = di — €1 p41P1 — 0 — ClnPn—h,
Co2%2 + C23%3 + -+ + Cop®p = do — C2 h41P1 — ** — C2nPn—hs

c33%3 + -+ e3pTp = dz — €3 p41P1 — 0 — C3nPn—h,

Chhh = dp — Chh41P1 — - — ChnDn—h-

Z poslednej rovnice vypoéitame xp, dalej (postupne dosadzujic) z predposlednej
Th—1, atd. aZ z prvej x1. Vsetky nezname wq,...,r, mame vyjadrené pomocou
parametrov p1,...,Pn—h-

Postup sa dobre objasni na nasledujtacich prikladoch.
Priklad 4.2. Nad polom racionalnych ¢isel rieste nasledujici ststavu.

vy + 222 + 13— T4 = 1,

201 + 322 — 23+ 224 = 3,

dry + 7wy + 23 = 5,

Sx1 + Tx9 — 4wy + 7oy = 10.

Riesenie. NapiSeme rozsirent maticu sustavy a postupne uplatiujeme ero.

12 1 -1 1 1 2 1 -1 1
2 3 -1 2 3 0 -1 -3 4 1
47 1 0 5070 -1 =3 4 1|
5 7 —4 7 10 0 -3 -9 12 5
1 2 1 -1 1

o -1 -3 4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 2

Vidiet, Ze h(M) = 2, zatial ¢o h(M') = 3. Stistava nem4 riesenie.
Priklad 4.3. Nad telesom racionalnych ¢éisel rieste ststavu rovnic

x1 —2x9 +4a3 + 24 = —0,
201 + 329 — x3 4+ 214 = 13,
2¢1 + 529 + w3+ x4 = 8§,
31+ wo+3z3+ 4=

Riesenie. NapiSeme rozsirent maticu sustavy a postupne uplatnime ero.

1 -2 4 1 —6 1 =2 4 1 —6
3 -1 2 13 . 0 7 =9 0 25
5) 1 1 8 0 9 -7 -1 20
1 31 1 0 7 -9 -2 19

W N N
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V matici najprv vymenime druhy a treti riadok, potom (oznadiac stipce pre nezna-
me) druhy a stvrty stlpec.
L1 T4 T3 T2
1 1 4 -2 —6
0o -1 =7 9 20
0 0 -9 7 25
0 -2 -9 7 19

1 4 -2 -6
-1 -7 9 20
7 25
0 5 —11 =21

co o~
o
|
©

1 X4 T3 T2

1 1 4 —2 —6
0o -1 -7 9 20
0 0 -9 7 25
o 0 o % o

9 9
Z poslednej matice vidime, ze h(M) = h(M’) = 4, t.j. ststava méa jediné riesenie.
yZrekonstruujeme® ststavu s povodnou ekvivalentn.

1 + x4 + 423 — 229 = —0,
—Xy4 — 71’3 —|— 91’2 = 20,
—9x3 + Txg = 25,

64 64
—— Xy = ———.
9 9
Z poslednej rovnice mame x5 = 1, z predposlednej (po dosadeni) x5 = —2, z druhej
ry = 3 a z prve] r1 = 1. Jedinym rieSenim povodnej ststavy je teda vektor

(1,1,-2,3) € V4 (Q).

Priklad 4.4. Vypoéitajte stradnice vektora 3 = (—6,13,8,1) € V4(Q) vzhla-
dom na bazu {ay, ay, ag, ay}, kde

=y

ar; = (1,2,2,3), ay =(-2,3,5,1), a5 = (4,-1,1,3), as = (1,2,1,1).

Riesenie. Citatelovi odporicame, aby sa presveddcil, Ze vektory ay, as, as, ay
naozaj tvoria bazu Vy(Q). Ak stradnice vektora B oznaéime x1,x2, 23,24, plati
rovnica

1(1,2,2,3) + 22(—2,3,5,1) + 23(4,—1,1,3) + 24(1,2,1,1) = (—6,13,8,1),
ktora, ako sa citatel rychlo presvedéi, vedie na stistavu rovnic, ktort sme vyriesili
v priklade 4.3. Teda z1 =1, 253 =1, 23 = =2, x4 = 3.

Priklad 4.5. Nad polom racionalnych ¢isel rieste stistavu rovnic

1 + 2x9 + 3x3 — 224 + 25 =0,
x1 — 2w9 +4ry — w4 + 225 =0,
201 + x9 —3x3 + 4wy — w5 =0,
221 + dx9 — dxg 4+ vy — 225 = 0,
221 — 3x9 — 213 + Dy = 0.
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Riesenie. Hned vidiet, Ze h(M) = h(M’), lebo roz$irentt maticu dostaneme z ma-
tice ststavy pridanim nulového stlpca.

1 2 3 =2 1 0 1 2 3 =2 1 0
1 -2 4 -1 2 0 0 —4 1 1 1 0
2 1 -3 4 -1 0| —-10 -3 =9 8§ =3 0| —
2 5 —4 3 =2 0 0 1 -10 7T —4 0
2 -3 -2 5 0 0 0 -7 =8 9 -2 0
Vymenime druhy a piaty stipec (oznadiac stipce pre neznéme).
€1 Ts T3 T4 )
1 1 3 =2 2 0 1 1 3 =2 2 0
0 1 1 1 -4 0 0 1 1 1 -4 0
—-10 -3 -9 8§ -3 0|—-10 0 -6 11 —-15 0] —
0 -4 -10 7 1 0 0 0 -6 11 —-15 0
0 -2 =8 9 -7 0 0 0 -6 11 —-15 0
L1 Is T3 T4 L2
1 1 3 =2 2 0
0 1 1 1 -4 0
- 10 0 -6 11 —-15 O
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Vidime, ze h(M) = h(M') = 3. NapiSeme stistavu ekvivalentni s povodnou.

vy + a5 + 33 — 234 + 229 =0,
x5+ w3+ x4 — 4day =0,
—61‘3 —|— ]_11'4 - 151’2 = 0

Zvolime x9 = 6p1, x4 = 6ps, kde p1,ps € Q. Dostaneme

1 + x5 + 3x3 = —12p; + 12p9,
v5 + w3 = 24p1 — O6po2,
—61’3 = 90p1 — 66p2.

Vypoéitame x3 = —15p;+11ps, x5 = 39p; —17py, x1 = —6p; —4ps. Teda vSeobecné
rieSenie je (—6p; —4pa, 6p1, —15p1+11pa, 6p2, 39p1 —17p2), kde p1, ps st lubovolné
racionalne ¢isla (parametre).

Poznamka 4.2. Tym, ze sme v predchadzajicom priklade za nezname zvolili
parametre v tvare 6p; resp. 6py, sme sa vo vyjadreniach pre jednotlivé nezname vy-
hli vyrazom so zlomkami. Nedopustili sme sa tym nijakej chyby, lebo ak parameter
p; prebieha vsetky racionalne ¢isla, tak aj jeho Sestnasobok ich prebieha (premyslite
to).



100 Kapitola 3 MATICE A SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Priklad 4.6. Zistite, ¢i nasledujtce vektory priestoru V5(Q) st linearne zavislé.
Ak ano, uréte koeficienty linearnej zavislosti.

1,1,2,2,2),
2,-2.1,5,—3),
3,4,—3, -4, —2),
2, — 1435)
1,2,—1,-2,0).

Qg =

(
(
=
(=
(

Riesenie. Ak st vektory agq, an, a3, a4, a5 linearne zavislé, existuje pat racio-

nalnych ¢&isel ¢y, ca,c3,c4,c5, ktoré nie sa vsetky rovné nule, Ze plati rovnica
1(1,1,2,2,2) + ¢2(2,-2,1,5,-3) + ¢3(3,4,-3,—-4,-2) + 4(—2,-1,4,3,5) +
+e¢5(1,2,-1,-2,0) = (0,0,0,0,0).
Lahko sa presvedéime, Ze tato rovnica vedie na ststavu, ktort sme riesili v pred-
chadzajicom priklade 4.5. Tam sme zistili, Ze sustava ma aj nenulové riesenie. To
znamena, ze dané vektory su linearne zavislé. Ak napr. zvolime p; = %, p2 = 0,
dostaneme riesenie (—2,2,—5,0,13), t.j. za koeficienty linedrnej zavislosti moézeme
brat ¢; = =2, ¢2 =2, ¢c3 = =5, ¢4 =0, ¢c5 = 13.

Priklad 4.7. Rieste nasledujiicu stistavu 3 rovnic o 3 neznamych, vykonajic
diskusie vzhladom na parametre a,b,c € Q.

x4+ y+ z=1,
ar + ay+ bz =c,
a2:1;+a2y+622:c.

Riesenie. NapiSeme prislusnua rozsirent maticu sustavy

1 1 1 1 1 1 1
a a b ¢ - 10 0 b—a c—a
a? a? b 2 0 0 2—a? c*—a?

Z poslednej matice vidiet, Ze stistava nema rieSenie ked a = b a sticasne ¢ # a.
1) Nech a = b a stGéasne ¢ = a. Potom A(M) = A(M’) = 1 a mame jedina
roviicu

r+y+z=1,

rieSenim ktorej dostaneme vseobecné riesenie (1 — p1 — p2,p1,p2), kde p1,p2 € Q.
2) Nech a # b. Potom rozsirent maticu sistavy upravime na tvar

1 1 1 1
0 0 b—a c—a
0 0 0 (¢ —a)(c—Db)

Z tejto matice vidiet, Ze ak ¢ # a a stiéasne ¢ # b, ststava rieSenie nema. Citatel
lahko overi, Ze nemoZe sti¢asne nastat ¢ = a aj ¢ = b, lebo potom by bolo aj a = b,
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¢o nie je. Mame tak bud (¢ = a A ¢ #b) alebo (¢ #a A c=10). V oboch pripadoch
je h(M) = h(M') = 2.

a) V pripade ¢ = a a zaroven ¢ # b mame ststavu

r+y+ z =1,
(b—a)z =0,

ktorej vSeobecné rieSenie je (1 — p, p, 0), kde p € Q.
b) V pripade ¢ # a a zaroven ¢ = b mame sistavu

r+y+ z=1,

(b—a)z =b—a,
ktorej vSeobecné rieSenie je (—p, p, 1), kde p € Q.
Zhrnieme:
(1) Ak (a=bAc#a)V(a#bANec#aAec#b), tak mnoZina rieseni ststavy je
S =1.

(2) Ak (a =bAc=a), tak S={(1—p1 —p2, p1, p2); p1,p2 € Q}.
(3) Ak (a#bAc=aAc#b), tak S={(1—p, p,0); p€Q}.
(4) Ak (a#bAc#Fa Ne=b), tak S ={(-p, p, 1); p € Q}.

Cvidenia

4.1. Gaussovou elimina¢nou metoédou rieste nasledujice sustavy linearnych rov-
nic (nad polom raciondlnych éisel).

a) w1+ wxp4+2r3— x4+ x5= 3, b) w+ x4+ w3+ w4+ x5 =15,

201 + 929 — 3x3 — 214 — 15 = —9, 201 + 3292 + 423 — 14— 5 =11,
321 +4x9 — drg — x4 4 225 = 18, x1 + 3xg —4ag + dvy + 225 = T,
321 + 929 + 223 — 224 4+ x5 = 3, 201 + 29 4+ 923 — dry — 225 = 10,
321 + 629 + 223 + Dy — 225 = 1, 1+ 219 — a3+ w4 —Tx5= 5,

¢) 2xy 43wy —4dws+ a4+ w5 =10, d w1+ w2+ x3— 14— 5= 3,

x1 — 2x9 + 3xg —4drys + x5 =11, 201 + 329 +4x3 —drg + 5 = b,
3r1 + 3x9 — 43 + dvy — 225 = T, — 229 — 223 4+ 314 + 325 =—06,
— 229 4+ 3x3 — 8xy + 45 =14, Ty — 2x9 + 313 + w4 = 0,

6x1 + 4xo — D3z + 234 = 28. dry + x9 —3xy — 225 = b,

f) @1 =22 —3x3+ x4+ x5 =—1,
201 + 229 — 234+ 314 — 5 =—1,
1+ w9 —2x3 — 214 + 325 = 9,

321 — 229 4+ 23 — 224+ x5 = 10,

1 — $2—|— 1’3—21’4—51}5: 0.
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4.2. Rieste ststavy rovnic (nad Q):

a) ari + avy + axrz + bry = cq,
axy + axs + bz + axy = ca,
axy + by + axs + axy = c3,

bxy 4+ axs + axs + axy = cy,

kde a,b,c1,c2,¢3,¢4 € Q a a#b.

b) 1+ X244+ wn—1‘|’2xn:17
1+ 224+ 22,1 + xn:27

r1+ 222+ 4 Tpor+ T =n-—1,
2v1 4+ 24+ Tpo1t+ TR =00

C) ar1+ T2+ + Tpo1+ xn:]-v
T +axe + -+ THh—1 + xn:]-v

T+ T2+ Farng_1+ T, =1,
T+ T2+ F xp_y Far, =1,

kde a € Q, pricom a # 1, n = 2.

4.3. Dokéazte, 7e mnozina B; (1 = 1,2) je baza priestoru Vi (R) a vypoéitajte
stradnice vektora a; vzhladom na tito bazu.
a) By =4{(1,2,3,4), (2,1,2,3), (3,2, 1,2), (4, 3,2, 1)},
o = (5, 1,1, —5).
b) B: ={(2,1,3,-1), (-3,2,2,4), (2, -3, -2,1), (4, =2, 1, =5)},
s = (8, —4, 2, —5).

4.4. Najdite stradnice vektora 3 — 6z + 222 € P(R) vzhladom na bazu
{37 (21‘ - 1)7 (21‘ - 1)2}

4.5. Dokazte, ze vektory nasledujicich mnozin vektorov st linearne zavislé a naj-
dite koeficienty linedrnej zavislosti v rovnosti (2.1).
) {(1 2, 3) (_47 9, 1)7 (07 0, 0)} - V3(R)7
{(1 2, 3) (2, 4 6) ( —1, 7)} C V3(R)

)
e) {2 —|— r—a22, 1 —|— T, 1 2 —|— x + 22%} 7z vektorového priestoru vietkych

polynémov s rac1ona1nymi koeﬁcientami stupna najviac dva.

f) {(;_i>,<02’ _2>7<:1’>_411>’<(2):411>} C M2(Q) pozri priklad 4.5).
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4.6. Rieste sustavy rovnic (nad @) a urobte diskusiu vzhladom na dané para-
metre

a) ar+ y+ z=0, b) ar + 2y+ z=1,
r4+ay+ z =0, x4+ 2ay+ z=2,
r+ y+az=c, r+ 2y+ az= 1,
kde a,b,c € Q.
4.7. Nasledujtce stistavy rovnic rieste najprv nad polom zvyskovych tried Zs,
potom nad Z5 a Zr.
a) la+2y+2z=1,
2u + iy + 1z = ?,
20 + ?y + 1z = 6,

b) 2x1 + 2x2 + lag + lay + las
1:1;1 + 1:1;3 + ?:1;4 + 1:1;5
?:1;1 + 1:1;2 + ?:1;3 + 1:1;4 + 1:1;5
1:1;1 + ?:1;2 + 1:1;3 + ?:1;4
1:1;3 + 1:1;4 + ?:1;5 =

Y

Y

2
2
0
1
2

§ 5. Sustavy homogénnych linearnych rovnic

Definicia 5.1. Ak v ststave (2.2) plati by = by = --- = b,,, = 0, tak ststavu
(2.2) nazyvame ststavou m homogénnych rovnic s n nezndmymi nad polom F.
Mame tak sustavu

anny +azre + -+ apry, =0,

(5.1) a1 + azere + -+ azpry =0,

Am1T1 + amaT2 + -+ amntyn = 0.

Ststavu (5.1) mozeme v zhode s (4.3) strucéne zapisat v tvare
(5.2) M.Z = 0,

kde M je matica sustavy (5.1). KedZe posledny stipec matice M’ obsahuje len nuly
(nulové prvky pola F), zrejme je h(M) = h(M’) a tak ststava (5.1) mé vzdy
(asponn jedno) riesenie. Na prvy pohlad vidiet, ze n-tica (0,0,...,0) je rieSenim
ststavy (5.1). Toto rieSenie volame nulove (alebo trividlne) rieSenie stustavy (5.1).
Plati nasledujica veta.
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Veta 5.1. Sustava (5.1) ma netrivialne riesenie prave vtedy, ked h(M) < n.
Dokaz vety 5.1 vyplyva bezprostredne z dosledkov 2 a 3 vety 4.1. g

Veta 5.2. Mnozina S vsetkych rieseni sustavy (5.1) je podpriestor vektorového
priestoru V,,(F).

Dékaz. Ak a € V,(F) je riesenim sustavy (5.1), t.j. a € S, tak plati
M- a=0.

Podla vety 3.1 kapitoly 2, S bude podpriestor priestoru V,,(F), ked st splnené
podmienky

1) Ak a, € S, taka+ 3¢S,

2) ak a € S, s € F, tak sac € S.
Prvéa podmienka je splnend, lebo M(a+3) = M-a+ Mg = 0-+0 = 0. Analogicky
sa dokaze i platnost druhej podmienky. O

Veta 5.3. Nech hodnost matice M siistavy (5.1) m homogénnych rovnic o n
neznamych je h(M) = h. Potom dimenzia vektorového priestoru S vsetkych rieseni
sustavy (5.1) je d(S) =n — h.

Dékaz. Ak je h = n podla dosledku 2 vety 4.1 ma sustava (5.1) jediné rieSenie.
Tak S = {(0,0,...,0)} atedad(S)=0=n—n.

Nech teda h < n. Dant ststavu riesme Gaussovou eliminaénou metoédou. Po vy-
konani prislusnych Gprav dostaneme sistavu ekvivalentni so stistavou (5.1) v tvare

(4.12), kde pravda d; = dy = --- = dp = 0. Ak polozime xp41 = p1, Tpy2 =
P2y Ty = Pn_p, MOZeme vypoditat nezname xy, 2, ..., 2, vyjadrené pomocou
parametrov p1, Pz, ..., Pn—h

n—nh
1 =biipr +bi2ps + -+ b1 n—kPn—n = > b1ips,
=1

n—nh
Ty = boipr + boopa + -+ b2 nkPn—n = > baips,
=1

n—h
p =bpipr +bn2p2 + -+ Oh—iPn—h = Y buipi.
=1
Dostavame tak podpriestor rieseni ststavy (5.1)
n—h n—h n—h
S = {( Z blipi7 Z bZipiv SR Z bhipi7 P1, P2, .. 7pn—h);p17 D2,y Pn—h € F}
=1 =1 =1

V podpriestore S zvolme n — h vektorov €; poloZiac

pr=ps=-=pi—1 =0,p;, =1, pix1 = ... pn—p = 0. Dostaneme:
€1 :(blla 621, ceey bh17 1,0,...,0),
€9 :(612, 622, ceey bhz, 0, 1,...,0),

En—h = (bl,n—ha bZ,n—ha---abh,n—ha 0, 0,...,1).
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Je evidentné, ze vektory e1,e9,...,€,_p su linedrne nezavislé. Na druhej strane
lahko zistime, Ze Tubovolny vektor a € S, dany pevnou volbou parametrov
P1y P2y -y Pn—h, MOZeme vyjadrit takto: a = pie; + paes + -+ 4+ prn_pen—n. To
znamena, ze vektory €i1,€s2,...,€,—p si bazou podpriestoru S. Z toho vyplyva
d(S) =n — h, ¢o sme mali dokazat. O

Dokaz vety 5.3 nam stcasne poskytuje navod ako najst bazu priestoru vsetkych
rieseni sustavy homogénnych rovnic. Ukazeme si to na prikladoch.

Priklad 5.1. Najdime bazu podpriestoru rieseni nasledujicej stistavy linearnych

rovnic (nad polom racionalnych ¢isel)

1+ 3x9 —4daz+ Sy + Taxs =0,
201 4+ Taxg+ w3 — Txg+ drxs =0,
321 + 1029 — 323 — 224 + 1225 = 0,
1+ 4dxo 4+ drz — 1224 — 2z5 = 0.

Riedenie. Ststavu upravime na nasledujicu s hou ekvivalentna ststavu (lahko
zistime, ze h(M) = 2):

T+ 10 — 221’3 + 391’4 + 251’5 = 0,
T2 + 91’3 — 171’4 — 91’5 = 0.

Citatel si skontroluje, Ze riesenie stistavy (vektor podpriestoru S) je tvaru

a = (31]?1 — 56]?2 - 34}937 _9P1 + 17P2 + 9p37 P1, P2, p3)7

kde p1,pa, ps € Q. Podpriestor S ma dimenziu d(S) =n—h =5—2 =3 a vektory
bazy st

e1 =( 31,-9,1,0,0),
e = (=56, 17, 0, 1, 0),
es = (=34, 9,0,0,1).

Priklad 5.2. Pri rieSeni stistavy homogénnych rovnic v priklade 4.5 sme nasli,
7e podpriestor rieseni stustavy je

S = {(—6p1 — 4p2, 6p1, —15p1 + 11ps, 6p2, 39p1 — 17p2); p1,p2 € Q}.

Dimenzia podpriestoru je d(S) = n—h = 5—3 = 2. Za vektory bazy moéZeme zvolit

(

g1 = —6
E9 = (—4

,—15,0, 39),
., 11,6, —17).

, 6
, 0

Nasledujuca veta hovori o vztahu medzi rieSeniami nehomogénnej ststavy line-
arnych rovnic a prislusnej ststavy homogénnych rovnic.
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Veta 5.4. Nech
(5.3) M-Z=b
je suistava linearnych rovnic nad polom F. Nech dalej
(5.4) M- Z=0

Jje sustava homogénnych rovnic nad F, majica tu istt maticu stustavy. Nech ststava
(5.3) je riesitelna a a € V,, je pevne zvolené riesenie sustavy (5.3). Nech dalej S je
podpriestor rieseni ststavy (5.4). Potom mnozina vSetkych rieseni S* sustavy (5.3)

Jje
S*={a+¢ £ S}

Dékaz. 1. Dokézeme, 7e kazdy vektor tvaru a + £ je riesenim ststavy (5.3).
Skutocne, plati M - a = b a stcasne M - £ = 6, odkial M- a+ M- £ = b+ 6, ¢ize
M- (a+§) = g, ¢o znamend, ze a + & je rieSenie stustavy (5.3).

I1. Dokézeme, ze kazdé riesenie ststavy (5.3) je tvaru e+ &. Nech 3 je lubovolné
rieSenie ststavy (5.3). PiSeme 8 = a+ (8 — a). Stadi dokazat, 7ze 8 — a je rieSenim
ststavy (5.4). To vyplyva takto: Je M- 3 = b atier M- = g, odkial M-8 = M- a,
ize M(B — a) = 0. O

Priklad 5.3. Nad polom racionélnych ¢isel rieSsme nasledujticu ststavu line-
arnych rovnic a mnozinu rieSeni sustavy vyjadrime pomocou podpriestoru rieseni
prislusnej stustavy homogénnych rovniec.

vy — 2x9 +4w3 + 14 = —6,
201 + 322 — 23 4+ 224 = 13,
314+ 2+ 3x3+3r4 = T,

1+ 5x9 —Brs + x4 = 19.

Riesenie. Odéitanim nasobkov prvej rovnice od ostatnych rovnic ziskame ekvi-
valentny sustavu

x1 —2x9 + 423 + 24 = —0,

Prislusna ststava homogénnych rovnic je

x1 —2x9 +4a3 + 24 =0,

Poloziac w3 = p1, x4 = p2 lahko zistime, Ze mnozina vsetkych rieSeni stustavy (5.5)
Je

s (31, B0 ) b € Q)
= 7 7291 P2, 7 7P17P17P2 y P1y, P2
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a podpriestor rieseni stustavy (5.6) je

10 9
5= {<_ o 1= P2, 5P1s P1y P2>; p1, P2 € Q}.

Ak zvolime vektor a € S* tak, Zze polozime py = p; =0, t.J. a = (%, %,0,0), hned

vidime, Ze
B0 ) = (B2 00) (= S )
7 7291 P2, 7 7P17P17P2 —\p Y 7P1 P277P17P17P2
a teda
S = {at€ £eS)
Ak v priestore S (¢itatel si skontroluje, Ze d(S) = 2) zvolime bazu
10 9
e = (- 7,?,1,0> 2 =(—1,0,0,1),
vidime, Ze
S* ={a+pier + p2ea; p1, p2 € Q.
Priklad 5.4. Nad polom (Zs, +, -) rieste nasledujtcu stistavu linearnych rovnic.

Uréte pocet rieseni sustavy. Mnozinu S* vsetkych rieseni ststavy vyjadrite pomocou
podpriestoru rieseni prislusnej stustavy homogénnych rovnic.

11’1 + 41’2 + 11’3 + 11’4 + ?)1'5 == (),

?l’l + 11’2 + 41’3 + 41’4 + 11’5 = 1,

?)1'1 + ?)1'2 + 21}3 + 21}4 —|—4$5 = ?,

41’1 —|—?$5:3

Riesenze.

141130 141130
2 1 4 4 11 . 0 3 2 201 .
3 32 2 4 2 0 1 4 40 2
40 0 0 2 3 0 4110 3

Prvy riadok sme nésobili postupne 3,2, 1 a pripoéitali k druhému, tretiemu a stvr-
tému riadku. Podobne postupujeme dalej: druhy riadok nésobime 3 a pripoéitame
k tretiemu potom 2 a pripo¢itame ku stvrtému

O W

NI
NI

== Ol
N

O D DI
Ol O QA
O DN
O DN
O O D
O D= O
1
TN
Ol
Cal |

Vidime, ze h(M) = h(M') = 2. NapiSeme stistavu ekvivalentni s povodnou.

11’1 + 41’2 + 11’3 + 11’4 + ?)1'5 == (),
?)1'2 + 21}3 + 21}4 = 1
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PoloZzime x3 = py, x4 = pa, x5 = p3, kde py, p2, p3s € Z5.
Poéitame 3x9 = 1 — 2p; — 2pa = 1 + 3py + 3p2, odkial 29 = 2+ py + po.
Podobne zy = —4x9 — x5 — x4 — 325 = 29 + dag + 4oy + 225 =

=2+ p1 +p2+4p1 +4ps + 2ps =2 + 2ps.
Teda S* = {(2+ 2p3, 24 p1 + p2. p1, P2, P3); P1, P2, P3 € Zs}.

Podpriestor rieseni prislusnej sustavy homogénnych rovnic je

S = {(2ps, p1 + p2, p1, P2, P3); P1, P2, P3 € Zs5}

63 = (27 07 07 07 1)7
vidime, Ze
S* ={a +pie1 + p2e2 + pses; p1, P2, p3 € Zs ).

Kedze pre volbu kazdého z parametrov méme 5 moznosti, stistava ma 5° = 125
rieSeni (t.j. mnozina S* ma 125 prvkov).

Cvidenia

5.1. Najdite bazu podpriestoru rieseni nasledujucich stistav homogénnych lineér-
nych rovnic (na polom racionalnych éisel).

a) x1 + 2x3 + 514 = 0,
3v1 — x2+ 3 =0,

201 — 3x9 + 223 4+ 224 = 0,

209 — x3 — Taxy = 0,

b) w1+ w29 —3x4 — x5 =0,
v — w2 +2r3 — 14 ;

41’1 —21’2 —|—6$3 —|—3$4 —41’5 =0
21’1 —|—4$2 —21’3 —|—4$4 — 71’5 =0

¢) 3v1 + 4w — daxs+ Txy =0,
201 — 3x2+ 3x3— 224 =0,
dxy 4+ 11wy — 1323 4+ 1624 = 0,
Try — 2294+ a3+ 3x4 =0,

d) 3wy — a2 —2x3+ x4+ 8x5=0,
921 — 329 + 43 + 8rg 4+ 925 = 0,
321 — 29 4 2x3 4+ 3rg + 225 = 0,
3r1 — x9 +4xs +4x4 — x5 = 0.
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5.2. Mnozinu rieseni tych sustav z cviceni 4.1 a 4.7, ktoré maju riesenie, vyjadrite
pomocou podpriestoru rieseni prislusnych ststav homogénnych rovnic.

*5.3. Nech vektory

ap = (a117a127 - 7a1n)
Qg = (Gzl,azz, - ,Gzn)
ap = (ap1,ap2,. .., 0xn)
generuju podpriestor S = [a1,az,...,a,] vektorového priestoru V,,(F). Potom

existuje ststava S homogénnych rovnic nad polom F taka, Ze podpriestor rieseni
sustavy S je prave S. Dokazte to.

Navod. Je jasné, Zze ked taka sustava S existuje, existuje tiez ststava S’ li-
nearne nezavislych homogénnych rovnic majici ten isty podpriestor rieseni S.
Dokazte, ze riadky matice tejto ststavy st prave vektory bazy rieSeni ststavy

A7 =0, kde A = (a;;), pricom i = 1,2,...,n j=1,2,... h.

5.4. Na zaklade predchéadzajtceho cvi¢enia najdite stistavy homogénnych rovnic,
ktorych podpriestory rieseni s
(3) [(17 17 17 )7 ( 71727073)7 ( s Vo -1 _17_1)] gg V5(Q)

5.5. Najdite podpriestor S N T, ked je dané
a) S=1(1,2,-1,3,1), (-1,0,-2,1,-3), (1,4,—-4,7,—-1)],
T =1(0,2,-3,4,-2), (2,2,1,2,4), (2,6,—5,12,3)]
v priestore V5(Q).

b) S=](1,3,0,2), (0,2,3,1), (1,0,1, 2)], T =1(1,0,2,2), (3,3,0,1)]
v priestore Vi(Zs).

Navod. Najprv najdite stistavu homogénnych rovnic pre S, potom pre T', nakoniec
rieste sustavu, ktora vznikne zjednotenim tychto stistav.

*5.6. Ukazte, Ze jednorozmernych podpriestorov vektorového priestoru Vi(Zs)
je prave tolko, ako trojrozmernych podpriestorov tohto priestoru. Kolko ich je?

5.7. Rieste stistavy rovnic (nad @) a urobte diskusiu vzhladom na dané para-
metre

a) pr—4y— z=0, b) ar+ y+ z=0,
dr — 6y — 32 =0, z+qy—+ z=0,
x4+ y—pz=0, x4+ y+rz=0,

kde p,q,7 € Q.
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5.8. V nasledujticej stustave rovnic (nad @) zistite, za akej podmienky je mozné
volit parametre prave za nezname z a t. Pri platnosti tejto podmienky ststavu
rozrieste.

y+az+ bt =0,
— +cz+dt =0,
ax + cy —et =0,
br + dy + ez =0,

kde a,b,c,d, e € ().

5.9. Nech je dana stistava homogénnych linearnych rovnic s n neznamymi nad
polom () majica len celoc¢iselmé koeficienty. Predpokladajme dalej, Zze stistava ma
aj netrivialne riesenie. Dokazte, Ze kazda zlozku parametrického riesenia ststavy
mozno vyjadrit ako linearnu kombinaciu racionalnych parametrov tak, ze koeficienty
st len celé ¢isla.

Navod. Vsimnite si riesenie prikladu 4.5 a poznamku 4.2.

5.10. Podla predchadzajiceho cvicenia vyjadrite kazda zloZku parametrickych
rieseni nasledujtcich stistav ako linearnu kombinaciu racionalnych parametrov s celo-
¢iselnymi koeficientami.

a) 201 — w9 + dxg + Txy =0,
41’1 — 21’2 + 71’3 + 51’4 = 0,

21’1— T9 + 1’3—51'4:0,

b) 2x1+ Txg +4as3 + 524 + 8x5 =0,
41 + 429 4+ 8x3 + dry + 45 = 0,

21 — 99 — 3x3 — dry — 1425 = 0,

3x1 4 dxo + Taz + dxy + 625 = 0,

¢) 3xy+4xs + 33+ 924+ 625 =0,
921 + 8x9 4+ dx3 + 6ry + 925 =0,
3x1 4+ 8xg + Taz + 302y + 1525 = 0,
6x1 + 629 +4x3 + Txa + Daxs = 0.



Kapitola 4

DETERMINANTY

Teoéria determinantov je dalfou ¢astou linearnej algebry, jej zaklady vylozime
v tomto paragrafe. Zacneme prikladom.

Priklad 1.1. Predpokladajme, ze nasledujtca ststava dvoch rovnic s dvoma
neznamymi nad polom realnych ¢isel ma préave jedno riesenie, t.j. h(M) = h(M') = 2.

a1y + ajaxy = by,

az1x1 + azxa = by.
Ked dant stistavu vyriesime, dostaneme

biazs — baayy by — ai1by — byax
) 2 — .
ajiaz2 — a12021 ajiaz2 — a12021

Oba uvedené zlomky maju zmysel. O tom sa presvedéime takto: Najskor uvazujme
o pripade, ked jedno z &isel aq1,aqs, az1,azz sa rovna nule. Nech napr. a;; = 0.
Potom ¢isla ajz, az; st rozne od nuly. Naozaj, ak by aj a;2 = 0, bolo by tiez b; = 0,
mali by sme najviac jednu ,nenulov“ rovnicu a dana sustava by mal viac ako
jedno riesenie. Ak by as; = 0, nemali by sme sustavu s dvoma neznamymi. Za
tychto podmienok je vyraz ajiazs — ajzaz; # 0. Nech teda st vsetky koeficienty
na lavych stranach rovnic ststavy rozne od nuly. Ak by ajiaz0 — ajoaz1 = 0, tak

a1r dre 1 e - N 7 ST
ol =2 = k, éize ayy = kagy, a1z = kasa, odkial (M) £ 1, ¢o nie je.

Teraz oznacéme

ad — be =

a b
e

Pouzitim tohoto oznacenia napiseme (1.1) v tvare

bl ai2 ajl bl

52 a2 as1 52
(12) 1 = 9 =

ajlr a2 ajlr a2

az1 422 az1 422

Riegenie je napisané prehladne, lebo koeficienty st v menovateli usporiadané
tak, ako v matici ststavy a v &tateli stlpec pri neznamej, ktori sme vypoéitali je
nahradeny stipcom .z druhych stran“.

111
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Zapis nazyvame determinant druhého stupna a vypocitame ho, ked od

a
cd ‘
suc¢inu prvkov hlavnej diagonaly od¢itame stc¢in prvkov vedlajsej diagonaly. Je to
tzv.  krizové pravidlo®.

V nasledujicom paragrafe ukazeme, ze podobnym sposobom mozno vyjadrit aj
rieSenie ststavy rovnic s n neznamymi. Ak je h(M) = hA(M’) = n, musime
pouzit determinanty n-tého stupna. Prv vSak nez si takyto determinant definujeme
a naucime sa ho vypocitat musime si povedat nie¢o o permutéciach.

Definicia 1.1. Nech je dand mnoZina A = {1,2,...,n}. Permutdciou n prvkov
budeme nazyvat bijekciu 7 : A — A. Permutaciu budeme zapisovat

L, 2, ..., &, ..., n
(1.3) ”‘(kl, T S kn>
kde k; = 7(i) pre i = 1,2,...,n.

Permutéciu teda tplne uréuje poradie prvkov (usporiadané n-tica roznych prv-
kov) druhého riadku (1.3). Zo strednej skoly vieme, Ze pocet vsetkych permutacii
n prvkov (poéet vSetkych roznych poradi n prvkov) je nl. Napr. pocet permutacii
3 prvkov je 3! = 6. St to tieto permutacie, ktoré sme uz uviedli v priklade 2.3

kapitoly 2
/1 3 (1 2 3
™= 1™ 7 \3 1 2/

(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
™M=11 3 92/ 7\ 3 92 1) \2 1 3)/)°

Mnozinu vsetkych permutacii n prvkov budeme oznacovat P,. Ako sme povedali,
permutaciu (1.3) Uplne uréuje poradie (k1,kz,...,k,). Budeme hovorit, ze na da-

DN DN
W W
—

=
()

|
TN
N —
W N

nom poradi je snverzia ak pre ¢ < j plati k; > kj. Pocet inverzii na danom poradi
uré¢ime napr. takto: skrtneme 1 a uréime pocet sy prvkov, ktoré sa v poradi na-
chadzaji pred 1, skrtneme 2 a urdéime pocet sy (neskrtnutych) prvkov nachadza-
jucich sa pred 2 atd. Pocet inverzii je s; + s3 + + -+ + s,. Napr. v poradi 7 prvkov
(3,1,7,5,2,4,6) je 1 +3+0+2+ 1+ 1+ 0 = 8 inverzii. Budeme hovorit, Ze per-
mutacia je parna (neparna) ak na poradi, ktoré ju uréuje je parny (nepéarny) podet
inverzii. Predpokladajme n > 2. Citatel nech si premysli, Ze ak na danom poradi
vykoname vymenu prvkov 1 a 2 pocet inverzii vzrastie alebo klesne o jeden. Teda
touto vymenou z parnej permutacie dostaneme neparnu a naopak. Odtial nasle-
duje, Ze ak oznacime pocet neparnych permutécii n(= 2) prvkov [y a poéet parnych
permutacii [y, plati {; =, = %n!. Skutocne, ak v druhom riadku kazdej neparne;
permutécie vymenime prvky 1 a 2, dostaneme parnu permutéciu, t.j. [y < lp, ana-
logicky je l; < 1. Citatel si skontroluje, ze uvedené permutéacie 3 prvkov 7y, mg, 73
su parne, 74,75, Tg sU neparne. Pocet inverzii v permutacii # budeme oznacovat
s(m). Teraz sme uZ pripraveni na definiciu determinantu n-tého stupna.
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Definicia 1.2. Nech je dana stvorcova matica typu n x n nad polom F:

ail, aia, ceey d1n

asy, aszo, ceey aon
A =

ani, an2, ceey Unn

Determinantom d(A) matice A nazyvame sumu

dA) = (=1 Payi, a2, - . i,
TeP,

1, 2 n v v ;o 1 , .
kde = = <i17 i > . S¢ita sa teda ,cez vsetky permutacie stlpcovych indexov*
b LA n

pri pevnom poradi riadkovych indexov. Znamienko séitanca je ,plus®, ak prislusna
permutacia je parna, ,minus“ v opacnom pripade.
Determinant d(A) tiez oznacujeme

ail, aia, ceey d1n

asy, aszo, ceey aon
d(A) = |A| =

ani, an2, ceey Unn

a nazyvame ho determinantom n-tého stupna.

Priklad 1.2. Podla definicie 1.2 vypoéitame determinanty matic

a a aii, a12, dais

11, 12

A= (Gn), B = ’ C= azi, G2, a3
a1, 0a22

asy, @32, ass

|IA] = (=1)%a11 = ai1, t.j. determinant matice typu 1 x 1 sa rovné (jedinému)
prvku matice.

aii, 0412
a1, 0422

|B| = = Z (_1)8(71-) CA1qy A2y =

7T€P2

= (—1)0G11G22 + (—1)16112@21 = aj1da22 — a124d21.

Je vidiet, ze sme dostali ,krizové pravidlo®:

ail a1z Od stéinu prvkov hlavnej diagonaly od-
¢itame stéin prvkov vedlajsej diagonaly.
az1 da2
— +
Napriklad:

‘:1-2—(—2)-3:24—6:7.
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Podobne vypoéitame d(C).

aj11a12d13
ST
|C|: a21022023 | = g (—1) ( )G1i1G2i2G3i3 =
a31032d33 TEPs

= (—=1)%a11a22a33 + (—1)%ajgazzaz; + (—1)*a13a21 a2+

+ (—=1)%ar3az0a31 + (=1 ar2a21a33 + (—1) aryazzass.

Prave vypocditany vysledok sa pouziva aj pri praktickom vypocte hodnoty de-
terminantu treticho stupna. Na jeho leps$ie zapamétanie uvedieme mnemotechnicka
pomocku znamu ako Sarrusovo pravidlo:

a1 a1z ais
dor o Prvé dva riadky determinantu napiseme pod
21 G22 a23 . . .
determinant este raz. Hodnotu determinantu
as, dsy dass dostaneme, ak od sti¢tu sti¢inov trojic oznace-
nych znamienkom ,,+“ odéitame stcet suéi-

T oan aiz a;z T nov trojic oznacenych znamienkom ,—*.

T dag1 Qg2 dgs +

— +
Sarrusovo pravidlo sa ¢asto pouziva aj v zjednodusenej forme. Nemusime Ziadne
riadky znovu vypisovat, ak vyber prislusnych trojic a ich znamienok vykoname
podla nasledovnej schémy.

Stcinom spojenych prvkov determinantu pri-
radime znamienko 4. Zvyrazneny smer je
ysmer hlavnej diagonaly*.

Stcinom spojenych prvkov determinantu pri-
radime znamienko ,—*. Zvyrazneny smer je
ysmer vedlajsej diagonaly®.

Napriklad:
1 2 -1
3 2 1/[=1-2-24+2-1-0+3-4-(-1)—(-1)-2-0-2-3-2—-1-1-4=
0 4 2

=44+0-12-0-12 -4 = -24.
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Z definicie 1.2 vyplyva, ze determinant n-tého stupna ma n! élenov, ktorych po-
lovici priradujeme znamienko ,,+“, druhej polovici ,—“. Priklad 1.2. ukazuje, ze
v pripade n = 2,3 determinant pohodlne vypoéitame podla definicie, t.j. krizovym
alebo Sarrusovym pravidlom. KedZe 4! = 24, uZ pocitanie determinantu stvrtého
stupiia podla definicie by bolo zdlhavé. V daldom dokazeme také vlastnosti deter-
minantu, ktoré umoznia pocitat ho ovela pohodlnejsie.

Veta 1.1. Nech A je stvorcova matica (nad polom F) a AT je transponovana
matica k matici A. Potom d(A) = d(AT).

Inymi slovami: Determinant sa nezmeni, ak v iom vymenime stlpce za riadky.

Dokaz. Nech pre uréitost A = (a;;), AT = (b;;), kde 7,7 = 1,2,...,n, pricom
plati a;; = b;;. Podla definicie

(1.4) dA) =D (1) Payi, a2, . . i,
TeP,

(1.5) dAT) = 3" (=1)" by ba, - b,
WIEPn

Zoberme lubovolny ¢len (—1)8(”)6111‘1@21‘2 ... @p;, determinantu d(A). Usporia-
dajme ho podla stlpcovych indexov. Mame

(—1)8(71-)@11‘1 a2i2 . anln = (—1)8(ﬂ-) . Cljll . CL]‘22 . Cljnn = (—1)8(71-)[)1]‘1 sz2 . bn]n

Aby sme dokonéili dokaz, musime dokazat s(w) = s(7’). To je ale zrejmé, lebo
kazdej inverzii i > 1y pri s < t v permutacii m zodpoveda inverzia j;, > 7Ji,
v permutécii 7/, pricom j;, = t, ji, = s. Teda plati (—=1)*(byj, - baj, ... bnj, =

(=1)° by, bojy o b, - O

Dé6sledok. Kazdé tvrdenie dokazané pre riadky determinantu plati aj pre jeho
stfpce.

Veta 1.2. Nech B je stvorcova matica, ktora vznikne z matice A vymenou i-tého

a j-tého riadku. Potom d(B) = —d(A).
Doékaz. Nech matice A, B st

ail, ceey d1n blla ceey bln
aqgq, ceey Uin bi17 ceey biny
A= , B= )
aj1, ceey Ajn bj17 ceey b]n
ani, ooy Qpnp bnh ceey bnn

kde 1 < 5 a plati bjr = aji, bjr = a;x pre k =1,2,...,n a ay; = by, pre v # 1,

r 7.
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Vezmime lubovolny ¢len determinantu d(B):

¢ = (=1 by, bagy o bik o bk bk, =

I
ST
=(-1) ( )lel CO2ky - Ujky - ik - Opk, =
I
= (—1)3(”)a1k1a2k2 e ik e Gk e Oy,
kde
o L, 2, .., 4 ..., 3, ..., n
T S Y 2 P

Tomuto ¢lenu viak jednoznacne zodpoveda (t.j. 1i$i sa od neho najviac ak znamien-
kom) nasledujici ¢len determinantu d(A).

c= (—1)8(”)a1k1 CO2ky - Uik o kg - e Oy, s
kde
- L, 2, ..., &, ...,7 ..., n
N\ k1, ke, oo By oKk ool En )
Dokéazeme, Ze (—1)3(”/) £ (=1)*(™ tj. 7e ¢/ = —c. Skutoéne, &sla s(7'), s(x) st

roznej parity. To dokaZeme takto: Vidiet, Ze permutacie 7’ a = sa lisia len tym, Ze
v druhom riadku st vymenené ¢isla k; a kj;. Budeme rozoznavat dva pripady.

a) Nech j =i+ 1, potom ak k; < kj, tak k; > k; a naopak. To jest permutacia
7 ma prave o jednu inverziu menej alebo viac ako 7’.

b) Nech j =1 + u potom vymenu k; za k; v druhom riadku =’ mozno uskutoé-
nit takymito vymenami: k; za k;y+1, k; za kijo,...., k; za kiyy, spolu v vymen,
potom spétnou vymenou k; = kity za kiyu—1, k; za kEipu—2,..., k; za ki1, spolu
u — 1 spatnych vymen. Méame tak spolu 2u — 1 vymen (neparny pocet). Pri kazdej
klesne alebo vzrastie pocet inverzii o 1. Teda permutacie 7 a = s opacnej pa-
rity. Dokézali sme, Ze kazdému ¢lenu determinantu d(B) zodpoveda prave jeden®

¢len determinantu d(A) rovnakej absolitnej hodnoty ale rézneho znamienka. Odtial
vyplyva d(B) = —d(A), ¢o sme chceeli dokazat. O

Désledok. Ak stvorcova matica A ma dva riadky rovnaké, tak d(A) = 0.

Dékaz. Ak vymenime v danej matici tieto dva riadky (povedzme i-ty a j-ty),
determinant sa vobec nezmeni. Odtial vyplyva, ze kazdy ¢len determinantu ,pri-
radeny® permutacii 7’ sa rudi s ¢lenom ,priradenym® permutacii = opacnej parity,
ktort sme z nej dostali vymenou ¢isel k; a kj;. Teda d(A) = 0. O

Priklad 1.3. Presvedéte sa, Ze

3 1 2 3 1 2 3 =2 1
4 -1 3| =11, 1 1 —-1|=-11, 1 2 3| =0.
1 1 -1 4 -1 3 1 2 3

*)Citatel si rozmysli, e ak v druhom riadku kazdej permutécie z P vykondme vymenu
prirodzenych ¢isel & a k |, dostaneme opat vietky permutécie mnoZiny P .
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Definicia 1.3. Nech je dand $tvorcova matica A typu n x n, kde n = 2.

al a1 aiy d1n
a1 a9 Ce Agy Ce aon
(1.6) A=| - :
a;1 a;9 Ce Ay Ce Uin
ani an2 Ce Unpjy Ce Unn

nech matica A;; typu (n—1) x (n—1) vznikne z matice A vynechanim i-teho riadku
a j-teho stipca. Determinant |A;;| nazyvame subdeterminantom (n — 1)-ho stupna
matice A. Hovorime tiez, ze subdeterminant |A;;| patri k prvku a;;. Algebraicky
doplnok A;; patriaci k prvku a;; definujeme takto:

Aij = (1) Ay
Veta 1.3. Nech je dand matica A typu n X n (matica (1.6)). Potom
(1.7) d(A) = ajiAp + aigAig + -+ + ainAin

Inymi slovami: Determinant sa rovné sictu stucinov prvkov i-teho (teda lubo-
volného) riadku a prislusnych algebraickych doplnkov.

Poznamka 1.1. Ak determinant d(A) napiSeme vo forme (1.7) hovorime, Ze
sme ho rozvinuli podla i-teho riadku.

Dokaz vety 1.3. Podla definicie mame

(1.8) dA) = > (=1 Tayy, - asj, ... aij; .. anj,.
TeP,

V kazdom ¢lene sumy (1.8) sa nachadza préave jeden prvok i-teho riadku matice
A, pricom a;; sa nachadza v n!/n = (n — 1)! ¢lenoch. Podobne aj dalsie prvky
32, i3, - .y Gijy - - ., Gin. Preto d(A) sa da vyjadrit v tvare

d(A) = ailz(—l)s(m)aljl (25 o Ci—1 iy Qi1 5ipq - - Upj, +

4 _ys(m2) o L o 4

+ aiz) (1) (15,0255 « - Qi1 iy Qi1 jipq - - - Anj, T
B _ys(mg) o 4 L o 4

+ auz( 1) P01 A2y - Qi1 Gy Qi Gy - - O, T

4 s(mn) o o o 4
+ ainy (1) ayj az;, ... Ai—1,5; 1 Qit1, 5540 -+ - Anjgp s

kde prva suma sa vykona cez vsetky permutacie tvaru

- (L 2, ..., i—1, ¢ i+1, ..., n)
1 = . . . . .
Ji, J2s -5 Ji—1, 17 Jit1, cooy Jn ’
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druha cez permutacie tvaru

(L 2, ..., i—1, i, i+1, ..., n)
T = . . . , ] ,
Jis J20 ey Jiels 20 Jidls,  eees Jn

j-ta cez permutacie tvaru
1, 2 i, 141, ..., n)
jlv j27 SR ji—lv .jv .ji-l-lv SRR ,]n ‘

9 ey

(1.9) 7= (

Takto postupujeme dalej az po permutaciu m,.
Teda d(A) moézeme vyjadrit

(1.10) d(A) = ai; Y (=1 ay, - asj, . aim1 iy @ity - Gnjs
j=1 m

kde druha suma sa vykona cez vSetky permutacie (1.9), ktoré maju fixovany prvok j
na i-tom mieste v druhom riadku.
Na druhej strane subdeterminant |A;;| vypocitame

] — E s(='y 4 oo o 4
|Al]| = (_1) Aijy 250 « -« Qi—1,5; 1 Fit1,5;41 - - - Cngy s

kde sa séita cez vsetky permutacie tvaru

wu:<5 2, ..., i-l a4l L, @>‘

Jis  J2y ees Ji=1y Jitly oees Jn

Aby sme dokoncili dokaz, treba nam vyjadrit paritu permutacie 7; pomocou parity
permutacie 7', Uvazujeme takto: Z poradia ji, Jo,. .., Jim1,J, Ji+1,-- - » Jn dOstaneme
poradie 7, 71,72, Jim1sJit+1,- - -5 Jn POmocou ¢ — 1 vymen susednych prvkov. Pa-
rita poradia sa tym zmenila ¢ — 1 razy. Ak teraz prvok j na zaciatku poradia
zru$ime, strati sa tym 7 — 1 inverzii. Paritu permutacie 7’ teda dostaneme z pa-
rity permutacie 7;, ak na nej vykoname 1 — 1+ 7 —1 = ¢ 4+ j — 2 zmien parity,
cize (—1)*(7) = (=1)3(m)+i+i=2 Mdame teda (—1)*(7) = (=1)7+7 . (=1)*(")_ Preto
z (1.10) dostaneme

d(A) = Z a;; Z(—l)H’j . (—1)3(7T )aijlaijg O i QgL gy - Oy =
i=1
= ai (=)A= ai A,
= =1

¢o sme cheeli dokézat. O
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Priklad 1.4. Nasledujtici determinant rozvinieme podla prvého riadku.

3 1 2
4 -1 3| =31 -1 +1-(=1)1*2 13 +
1 -1 1 -1
1 1 -1
1+3 4 -1
+2(—1) L 1|=30=2)+ -1 (-7 +2-5 =11

Dalsi determinant rozvinieme podla treticho stipca.

—1

i ) 3 ; 12 1 -1 2
=3- (=) 1 -1 1|40 (=1 1 -1 1|+
R 1 0 3 1 0 3
1 0 0 3
1 -1 2 1 -1 2
431 4 1 2040 (=D 4 1 2|=3.(-12)+3-11=-3.
1 0 3 1 -1 1

Vidime, Ze veta 1.3 nam umoznuje vypocitat determinant lubovolne vysokého
stupna postupnym prevodom na vypocet determinantov nizsich stupnov. Takyto
vipodet nie je vidy vyhodny. Méze byt znacéne zdlhavy. Za chvilu uvedieme postup
znacne efektivnejsi. Najprv vsak sformulujeme niekolko dosledkov vety 1.3.

Dé6sledok 1. Nech matica B vznikne zo Stvorcovej matice A tak, ze i-ty riadok
matice A vynéasobime prvkom ¢ € F. Potom d(B) = ¢- d(A).

Dé6sledok 2. Nech kazdy prvok i-teho riadku stvorcovej matice A je stctom
dvoch séitancov takto:

ail, aia, ceey d1n
. ! . ! . 4
a1+ a;, Qg+ ay, oo, Qip +ag,
adni, an2, ceey Unn
Potom
aii, di2, ..., Qinp ar1, diz, ..., din
! ! !

d(A) = | an, ai, ..., Gin |+ |0, Gy, .., ai,
ani, an2, ceey Unn ani, an2, ceey Uin

Dé6sledok 3. Hodnota determinantu sa nezmeni, ak i-temu riadku determi-
nantu pripocitame linearnu kombinaciu ostatnych riadkov determinantu.



120 Kapitola 4 DETERMINANTY

Daosledok 4. Sucet sucinov prvkov i-teho riadku determinantu a algebraickych
doplnkov patriacich k j-temu riadku (j # 1) sa rovna nule, t.j.

0= ailAjl + aizAjZ +--+ ClinAjn7
kde 1 # 3.

Dokazy dosledkov ponechame na ¢itatela. Na dokaz dosledku 1 a 2 staci rozvintat
determinant podla i-teho riadku. Je jasné, Ze dosledok 2 moZno zovseobecnit tak,
ze prvky i-teho riadky st saéty k(2 2) séitancov (vykonajte!). Dokazy dosledkov 3
a 4 vyplyvaju z dosledkov 1, 2 a z dosledku vety 1.2.

Veta 1.4. Determinant sa rovna nule prave vtedy, ked jeho riadky st linedrne
zavislé.

Dokaz. 1. Ak riadky determinantu D sa linearne zavislé, tak aspon jeden z nich
je linearnou kombinaciou ostatnych. Podla dosledku 3 Tahko nédjdeme determinant
rovnakej hodnoty majici jeden riadok nulovy. Odtial rozvinutim podla nulového
riadku dostaneme D = 0.

IT. Na dokoncenie dokazu je treba dokéazat, Ze ak sa determinant rovna nule, tak
jeho riadky st linearne zavislé. Toto tvrdenie je jednoduchym dosledkom vety 2.1,
ktort dokazeme v nasledujicom paragrafe. O

Poznamka 1.2. Poznamenavame, Ze vetu 1.4 mozno preformulovat takto: De-
terminant sa rovna nule prave vtedy, ked aspon jeden jeho riadok je linearnou
kombinéaciou ostatnych riadkov.

Veta 1.3 spolu s dosledkami nam dava prostriedky na ,vyhodny“ vypocet deter-
minantu. Podobne ako pri vypoéte hodnosti matice aj tu budeme pouzivat elemen-
tarne riadkové (stlpcové) operacie. Musime si viak uvedomit, Ze vymenou dvoch
riadkov (stIpcov) sa zmen{ znamienko determinantu (veta 1.2). Ak nisobime jeden
riadok determinantu prvkom pola ¢ € F, tak cely determinant nasobime tymto
prvkom (dosledok vety 1.3). Konecéne z dosledku 3 vety 1.3 vyplyva, ze ero typu
3 nemeni hodnotu determinantu. Vypocet determinantu vykoname tak, ze najprv
pomocou ero alebo eso dosiahneme, 7e v niektorom riadku (stlpci) je prave jeden
prvok rozny od nuly. Potom rozvinieme determinant podla tohoto riadku (stlpca).
Dostaneme determinant so stupfiom o 1 mensim. Tak postupujeme dalej az kym ne-
dostaneme determinant stupna tri alebo dva, ktory vypocitame Sarrusovym alebo
krizovym pravidlom.

Priklad 1.5. Vypoditajme determinant

1 -1 3 2
4 1 0 2
1 -1 3 1
1 0 0 3

Prvy riadok vynasobime -1 a pripocitame k tretiemu, dostaneme:

1 -1 3 2 A 1 9
4 1 0 2
=31 0 0 —-1|=
0 0 0 -1 1 0 3
1 0 0 3
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=3 e ]

1 0

Priklad 1.6. Vypoditajte determinant

5 —10 —-10 15 25 5)

2 1 0 3 2 -1

4 5) 3 0 8 3
-1 4 2 =3 5) 8|

2 2 0 6 2 2

1 0 5) 3 2 0

Z prvého riadku moZno 5 ,vylozit pred determinant“ (t.j. riadok vynésobit 1/5
a cely determinant 5-timi). Dalej z piateho riadku vylozime 2 a zo $tvrtého stlp-
ca 3. Dostaneme

1 -2 -2 1 5 1
2 1 0 1 2 -1
4 5 3 0 8 3
5:2-3 -1 4 2 -1 5 8|
1 1 0 1 1 1
1 0 5 1 2 0

Pripoé¢itanim $tvrtého riadku k prvému, druhému, piatemu a siestemu dostaneme

0O 2 0 0 10 9
1 5 2 0 7 7
4 5 3 0 8 3
=300y o 5 8|
0O 5 2 0 6 9
o 4 7 0 7 8
0 2 0 10 9 o 2 0 10 9
15 2 7 7 1 5 2 7 7
=-30/4 5 3 8 3|/=-30] 0 —15 —5 —20 —25|=
05 2 6 9 0O 5 2 6 9
0 4 7 7 8 0o 4 7 7 8

Pripo¢itali sme —4—nasobok druhého riadku k tretiemu. Rozvinutim podla prvého
stipca dostaneme

2 0 10 9 2 0 10 9
—15 -5 —20 —25 3 1 4 5
=30 5 2 6 9 __1505 2 6 9|

4 7 7 8 4 7 7 8

Analogickym spoésobom si pripravime rozvinutie podla druhého stlpca:

2 0 10 9

2 10 9
= —150 3 1 2 0 =—-150-| -1 -2 —1|=
-1 0 =2 -1 —17 —21 -27
17 0 =21 -—27
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2 10 9
=—-150| 1 2 1 |=-150-(—151)=22650.
17 21 27

Pri vypoéte determinantu je niekedy vhodné upravit ho na tvar, v ktorom pod
alebo nad hlavnou diagonalou st samé nuly. Hodnota takého determinantu sa rovna
stéinu prvkov hlavnej diagondly (presvedéte sa o tom!).

Priklad 1.7. Vypoditajte determinant

1, 2, 3, ..., n—1, n
1, 3, 3, ..., n—1, n
1, 2, 5, ..., n—1, n
1, 2, 3, ..., 2n—3, n
1, 2, 3, ..., n—1, 2n-1
Ako prvy riadok odé¢itame od ostatnych dostaneme
1, 2, 3, ..., n—1, n
0, 1, 0, ;0 0
0.0 2 s 0 0 =) —1) = (n—1)
0, 0, 0, , n—2, 0
0, 0, 0, ) 0, n—1
Cvicenia

1.1. Urcte kolko inverzii je v nasledujucich poradiach:
(n,n—1,...,2,1),
L2,....omnn—1,...,m+1),
n,n—1,...,m+1,1,2....m),

s Lhinon—1,...,m+1),

a

b

o o
g g

1,3,....2n —1,2,4,...,2n),
£) (1,3,....2n— 1,2n,2n — 2,...,4,2),
o) (2n2n—2,....4,2,1,3,....2n— 1),
L) (2n—1,2n—3,...,3,1,2n,2n — 2,...,4,2),
kde n,m € N, pricom m < n.
1.2. Poradie (ny,na,...,nx) mé i inverzii. Kolko ich mé poradie:
a) (na,ng,...,ng,n1),
b) (nk7nk—17"'7n27n1)7
¢) (nz,ni,ns,...,ng),
o R 7 P P N IS DU (T

kde n;,m,k € N, pricom m < k.

1.3. Vypocitajte determinanty:

2 -1 126 385
3 207 105 620

cosx SsIinzT

a-+b; a3
av/3  a—b;

Y Y

‘ sinx  cosx
2

—cosx sin x sinx cosx
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1 2 3 a 0 b 1 a b
—4 5 81, 0 ¢ ¢, 1 a+=x b
12 2 0 a c¢ b 1 a b+y
a —1 0 2431 2—-27 1—1
ax a =11, 241 T7T—31 3—1
ax? azx a 1+7 4—-61 2—32
1.4. Dokazte, ze plati:
1 = 2?2 1 = x?
1y g |=@-pe—ay—2), |1 2 a|=e*e—1)z—a).
1 z 22 1 2% ax?

1.5. Nasledujice vyrazy vyjadrite v tvare determinantu tretiecho stupna:
a® +b® + ¢ — 3abe, abe + ax? + by? +c2?, 22%y — 2® — xy?, abc +b* — ab — be.

1.6. Vypocitajte

9 -5 1 2 8 6 5 2 36‘882
3 7 -1 4 3 3 2 1 oy 0 f
5 —9 2 7| 4 2 3 1) g;;ul’
4 -6 1 2 5 5 1 1 0 00 .
24 —14 —-11 6 0 2 L
1311 1 1
0 24 —14 —11 6
11 4 1 1 1
10 3 —4 0 o, :
1115 1 1
0 10 3 —4 0
o o0 10 3 4 1111 6 1
1111 1 7

1.7. Vypoéitajte nasledujice determinanty (pripadne skiste najprv pre n = 3,4
alebo 5).

a1 0 0 0 a1 algy ... 1n—1 Gin
ag1 ago 0 0 ag1 ago ce az 41 0
CL) asi as9 ass ce 0 , b) asy asg ... 0 0 ,
anl Qn2 An3z .. Gpn anp1 0 ... 0 0
ag bl 0 ce 0 0 a a a a a
11 12 13 s 1,n—1 1
ag aiq bz 0 0 . "
0 0 ag1 0 0 ce 0 0
ag aq as Ce
C) . \ d) asi as2 0 ce 0 0 ,
ag aq as Ce Ap—1 bn 0
an1 Qp2 Ap3 s Up,n—1
ag aq as Ce Ap—1 [27%%
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a11 @12 a13 A1n—1 CQlin 1 1 1 1 1
a1 ag2 423 a2 n—1 02n -1 0 1 1 1
0 0  ass a3,n—1 03n -1 -1 0 1 1

6) 0 0 0 a4 n—1 Agn | f) :

: -1 -1 -1 0 1
0 0 0 0 Gnn -1 -1 -1 -1 0
1.8. Vypocitajte determinanty:
Mo T2 T3 Tp—-1 In ap by b3 bp—a bn_1 by
L2 L2 T3 Tn—1 Tn c1 ay b3 b2 bn_1 by
T3 T3 T3 Tp—-1 In ¢ C2 ds bp—a bn_1 by

a) : , D)

Tp—1 Tp—1 Tp-1 Tp—1 Tn 1 e c3 Cp—2 Gp—1 by
Tp Tp Tp Tp  Tq 1 e c3 Cp—2 Cp—1 by
1.9.Vypocitajte determinant:

x 1 1 1 1

1 x 1 1 1

1 1 =z 1 1

D(n) = :
1 1 1 x 1
1 1 1 1 =z

Navod. Po odéitani prvého riadku od ostatnych, rozvinte determinant podla po-

sledného stlpca. Dostanete tak rekurentny vzorec

D(n) = (x

Potom matematickou indukciou dokazte, ze D(n)

1.10. Vypocitajte Vandermondov determinant:

2

1 Ty
iz l’%

Vin) =
1 oz, 22

— 1)"_1 +(n—1)D(n —1).

(x+n—1)(z— 1)"_1.

Ndvod. Predposledny stlpec vynasobime 1 a odéitame ho od posledného stipca,

potom stlpec druhy od konca vynisobime z; a odétame ho od predposledného.

Takto postupujeme dalej. Dostaneme rekurentny vztah

Vin) =(x2 —x1)(xz — 1) ... (xn —21)V(n —1).

Matematickou indukciou lahko dokazeme, Ze

Vi(n)

(x2 —a1)(ws — 1) ... (¥ — 1)

(x3 —a3)...(xn — 22)

(tn — Tn—1).
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1.11. Dokazte, ze plati

3
I
—
~
|
—

kde b; #apre y =1,2,...,n.

1 as as Ce Ap—1 [27%%

aq iz as Ce Ap—1 [27%%
n n

aq as T3 Ce Ap—1 [27%% aj;

b) :”(:L'l—ai) 1—|—E —

i=1 j=1"7 J

aq as as Ce Tn—1 [27%%

aq as as Ce Ap—1 Tn

kde z; #a; yj=1,2,...,n.

§ 2. Niektoré aplikacie determinantov

V tomto paragrafe si ukazeme niektoré aplikacie determinantov v lineédrnej al-
gebre. Citatel v priebehu $tadia zisti, Ze determinanty maji mnohé aplikicie aj
v dalgich oblastiach matematiky. Najprv si ukaZeme, ako moZno vyuzit pojem de-
terminantu v definicii hodnosti matice. Hovori o tom veta 2.1. Prv vsak neZ ju
vyslovime, musime definovat pojem subdeterminantu matice.

Definicia 2.1. Nech g;,,0i,,...,0i, & 0j,,0,,...,0;, je h vybratych riadkov
a h vybratych stlpcov matice A = (a;, ) typu m x n nad polom F. (Zrejme je
1 £ h £ min(m,n).) Potom determinant

Aiv gy Qiggay  +-vs Qiggy

Aipgrs Qipgay -+ Qipgy

nazyvame subdeterminantom h-teho stupna matice A patriacim h vybratym riad-
kom a h vybratym stipcom.

Poznamka 2.1. Hodnost matice sa rovna nule prave vtedy, ked je to nulova
matica.

Veta 2.1. Nech A = (a;) je matica typu m x n nad polom F. Matica A ma
hodnost h 2 1 prave vtedy, ked existuje subdeterminant matice A h—teho stupiia
rozny od nuly, pricom vsetky subdeterminanty matice A, ktoré st stupna vyssieho
ako h (ak také vobec existuji), sa rovnaji nule.

Dokaz. 1. Predpokladajme, Ze v matici A existuje subdeterminant h-teho stupna
D # 0, pricom h = 1 a vietky subdeterminanty matice A vyssich stupiiov (ak také
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existuji), sa rovnaju nule. Bez ujmy na vSeobecnosti moZeme predpokladat, ze
determinant D pozostava z prvych h riadkov a z prvych h stlpcov (pozri (4.1)
kapitoly 3). Prvych h riadkov matice A je linedrne nezavislych. Naozaj, ak tieto
riadky boli linedrne zavislé, tak podla vety 1.4 by platilo D = 0. Aby sme dokazali,
ze h(A) = h (v zmysle definicie 1.4 kapitoly 3), sta¢l dokazat, ze kazdy napr. j-ty
riadok matice A je linedrnou kombindciou prvych h riadkov matice. Ak 1 < j < h, je
to zrejmé. Aby sme to dokazali aj pre j > h, uvazujme o nasledujicom determinante

(h + 1)-ho stupna

arii, G122, ..., dip, dik
a1, G22, ..., d2hp, d2k
D* — 9
ap1, Gp2, ---, GQpph, OCpk
41, aj2, ceey Ajh, Ajk

kde h < 7 <m, 1<k < n, pricom ,v favom hornom rohu“ determinantu D* sa
nachédza determinant D, o ktorom vieme, Ze je rozny od nuly. Dalej plati D* = 0,
lebo ak k < h, D* méa dva rovnaké stipce; ak & > h, D* je subdeterminantom
matice A (h+ 1)-ho stupna, teda sa rovné nule podla predpokladu. Rozvinutim D*
podla posledného stlpca dostaneme:

atnAin + azpAog + -+ + anp Ak + aje(—1)TFD = D* = 0.
Vzhladom na D # 0, mame

gk A A

KedZe k bol Tubovolny stlpec, j-ty riadok (h < j < m) je linearnou kombinéciou
prvych h riadkov matice.

II. Nech h(A) = h, kde h = 1. (Ide teda o nenulovti maticu.) Najprv dokaZeme,
ze kazdy subdeterminant stupia vyssieho ako h (ak taky v matici existuje) sa rovna
nule, potom existenciu nenulového subdeterminantu stupna h.

a) Nech matica obsahuje subdeterminanty vyssieho stupiia ako h. Vyberme ho-
ciktory z nich. Riadky matice, z ktorych je tento subdeterminant vybraty sa line-
arne zavislé, lebo ich je viac ako h. Potom z dosledku 4 vety 1.3 vyplyva, ze tento
subdeterminant sa rovna nule.

b) Nech ¢ je najvidsie prirodzené ¢islo také, Ze subdeterminant g-teho stupna

vybraty z matice je # 0. Z toho, Ze A nie je nulovd matica a z bodu a) plynie
1 < g £ h. Ak by g < h podla L. by platilo h(A) = g < h, ¢o nie je. Teda g = h. O

Dé6sledok. Ak sa determinant D rovna nule, tak jeho riadky su linearne zavisleé.

Dokaz. Nech sa determinant D stupna s rovnd nule. Uvazujme maticu A typu
s x s, ktord mé tie isté riadky (teda aj stipce) ako determinant D, éiZe
d(A) = D. Podla vety 2.1 je zrejme h(A) < s, ¢ize riadky matice A (a tym aj
riadky determinantu D) s linearne zavislé. O

Poznamka 2.2. Dokazom dosledku sme dokonéili dokaz vety 1.4.

Dalsia aplikdcia determinantov sa tyka vypoétu inverznej matice.
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Definicia 2.2. Stvorcova matica A, pre ktortt d(A) # 0, sa nazyva reguldrna.
Matica, ktora nie je regularna, sa nazyva singuldrna.

Definicia 2.3. Nech A je $tvorcova matica typu n x n. Matica A™!, pre ktort
plati

A-A'=A""1.A=],
sa nazyva inverznd matica matice A.

Poznamka 2.3. Je jasné, e aj A~! je typu n x n. Citatel nech si tie uvedomi,
ze A je inverznou maticou matice A1,

Veta 2.2. Nech

a1, di2, di3, ..., dQlp
azy1, d292, d23, ..., dpn
A= | @1, das2, dasz, ..., d4zp
ani, an2, an3, cee Ann

je regularna matica. Potom maticu A™! vypoéitame takto:

Ay, Ay, Asg, . A

Aja, Ay, Asg, . Apo

-1 _ L Az, Az, Ass, ) An3
d(A) ’

Alny A2n7 A3n7 9 Ann

kde algebraické doplnky A;q, Aio, ..., Ain patriace k i-temu riadku piseme do i-teho
stfpca.

Doékaz. Prvok c;; matice A- A1 je tvaru

1
Cik = m(aﬂz‘lm + ainAgz 4+ -+ ainAgn)-

Podla vety 1.3 a jej dosledku 4 vidime, Ze

{1 ak i =F,
Cik =
0 ak 1 #k.

Teda A-A~! =J,. Analogicky sa presvedéime, ze aj A™1 - A = J,,. g
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Priklad 2.1. Nad polom @ je dana matica

A=

-1 o
B o o
O W O

Vypoéitajme maticu A~1. Lahko sa presvedéime, ze d(A) = 2. Dalej vypoéitame
All = 20, A12 = 4, A13 = —26,

Mame tak
[ 20 2 -18 10 1 -9
ATl == 4 1 -4 |= 2 2 =2
—26 —3 24 ~-13 -3 12

Citatel si skontroluje, ze A- A~ = A~1 . A = Js.
Priklad 2.2. Nech A je matica typu 2 x 2 nad polom F. DokaZeme, Ze matica
A~! existuje prave vtedy, ked A je regulérna.

Skutoc¢ne: I. Ak A je regularna matica, tak A™! vypoéitame podla vety 2.2.
IT. Nech A je singularna matica. Pre urc¢itost nech

A= (i Z) ,pricom ad — bec = 0.

Ak by existovala matica A7 = (: g)), platilo by A-A™! = J3 a teda
(2.1) d(A-A71) = 1.
Pocéitajme

-l ar + bz  ay + bw
A-A _<c:1;—|—dz cy—l—dw)

a tak d(A - A™Y) = (ax + bz)(cy + dw) — (ay + bw)(cx + dz) =

- = (2w —yz)(ad — be) = (xw — yz) - 0 = 0, ¢o je spor s rovnostou (2.1).

Priklad 2.3. N4jdeme vietky matice A typu 2 x 2 nad Q také, 7e A = A™1,

Riesenie. Z prikladu 2.2 vieme, Ze A musi byt regularna matica. Nech pre urc¢itost

A= (ac Z), pricom ad — be # 0.

Potom

d —b
-1 _ ad—bc ad—bc
A _< e ar- )
ad—bc ad—bc
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Z rovnosti A = A~ vyplyva

B d b — —b = g a
~ ad — be’ ~ ad — be’ c_aal—bc7 " ad —be’

a

Budeme rozoznavat dva pripady:
1) Nech je, po prvé, b- ¢ # 0. Potom z druhej a tretej rovnosti mame

(a) ad — be = —1

Ak je ad = 0, z prvej rovnosti mame a = d = 0. Ak je ad # 0, z prvej rovnosti a zo
vztahu (a) mame a = —d. KedZe 0 = —0, v kaZdom pripade je « = —d. Dosadenim
do (a) dostaneme

(b) be +a® = 1.

Ked si teraz zvolime a,c¢ Iubovolne (pricom zrejme ¢ # 0), z (b) dostaneme
b= (1-a%)/c. KedZe d = —a, matica A mé tvar

A _ a 1—c(l2
c —a )
2) Po druhé predpokladajme b - ¢ = 0, t.j. b = 0 alebo ¢ = 0. Potom musi byt
a#0,d#0.Zprvej a §tvrtej rovnosti vyjde a*> =1, d* =1, t.j. a = £1, d = £1.

Teraz mame tri podpripady:
2a) Ak je b # 0, ¢ = 0, z druhej rovnosti vychadza ad = —1, t.j. matica A je

tvaru
+1 b
0 =F1)/)°
kde b # 0 je lubovolné racionalne éislo.
2b) Ak je ¢ # 0, b = 0, z tretej rovnosti vychddza ad = —1, t.j. matica A mé

tvar
+£1 0
c Fl1)7
kde ¢ # 0 je lubovolné racionalne éislo.
2¢) Ak je ¢ = b =0, tak A ma tvar

1 0 alebo 1 0
0 =1 0 F1/°

KedZe viac moznosti neexistuje, nasli sme vsetky poZzadované matice.

V priklade 2.2 sme dokazali, Ze matica typu 2 X 2 ma inverzntt maticu vtedy, ked
je regularna. Plati toto tvrdenie vieobecne, t.j. pre maticu typu n x n, kde n = 2
je Tubovolné prirodzené ¢islo? Povedzme hned, Ze odpoved je dno. Toto tvrdenie je
dosledkom nasledujiicej vety.
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Veta 2.3. Nech A, B st dve matice typu n x n nad polom F. Nech C = A - B.
Potom

Doékaz mozno vykonat priamo, vyuzitim definicie nasobenia matic, definicie de-
terminantu a niektorych vlastnosti determinantov. My vykoname dokaz uvedeny
v [10, str. 112].

Nech A = (a;;),B = (bi;), 1,5 = 1,2,...,n. Dokaz je zaloZeny na tom, Ze pre
isty determinant D plati D = d(A-B)=d(C) i D =d(A)-d(B).

Determinant D definujeme nasledujicim sposobom:

al a9 ce a1n 0 0 ce 0

a1 ago ce agn 0 0 ce 0

_ an1 An2 . Ann 0 0 . 0
22 D=7 0 0 by b ... b
0 —1 ce 0 621 622 ce bzn
0 0 -1 b1 bn2 brn

Vidime, %e v ,Javom hornom rohu“ determinantu D je matica A, zatial ¢o B je
v ,pravom dolnom rohu®. Schematicky to mozeme zapisat takto:

A 0,
—J

D:‘nB

Teraz pripod¢itame vhodné nasobky prvych n stipcov determinantu D k posled-
nym n stipcom tak, aby sme na mieste matice B dostali nulovti maticu 0,,. Kon-
krétne: K (n + k)-temu stlpeu (k = 1,2,...,n) pripoétame b;-nésobok 1. stipca,
by-nésobok 2. stlpea, . . ., bpp-nasobok n-tého stipca. Tym sa (n4k)-ty stipec v po-
slednych n riadkoch ,vynuloval®. Aké prvky bude mat (n + k)-ty stlpec na prvych
n riadkoch? Lahko sa moZno presvedéit, Ze na i-tom mieste bude prvok

7

Cik = bk + aipbog 4 -+ Ginbpk = g ai;bjk,

i=1

kde i = 1,2,...,n. Citatel nech si uvedomi, 7e determinant sme upravili tak, ze
v pravom hornom rohu je matica C = A - B.
Teda (schématicky napisané):
A C
D=
S

7

V determinante D teraz vymenime 1. riadok a (n+1)-ny riadok, 2. riadok a (n+2)-
hy riadok, ...,n-ty riadok a 2n-ty riadok. Dostaneme tak (vykonali sme n vymen
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riadkov):
-1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
.10 0 -1 0 0 0
D= (_1) a1 ai2 Ain C11 C12 Cin
az1 a2 - Aan C21 C22 - Con
anil an2 Ann Cnil Cn2 o Cnn

Ak tento determinant rozvinieme podla prvého, druhého aZ n-tého riadku, dosta-
neme

D=(-1)"(~1)"-d(C) = d(A - B).

Aby sme vykonali druht ¢ast dokazu, determinant (2.2) upravime pomocou ero
a eso tak, ze nad hlavnou diagonalou budua v prvych n riadkoch samé nuly. To sa
vzdy da urobit tak, Ze operdcie vykonavame len s prvymi n riadkami a s prvymi
n stlpcami. Ak sme pri tom vybrali nejaky ¢initel pred determinant, vynasobime
nakoniec tymto ¢initelom hoci prvy riadok determinantu. Citatel nech si preveri,
7e pri tomto postupe ,v pravom dolnom rohu“ zostala matica B a determinant
matice ,,v lavom hornom rohu“ sa rovna d(A). Dostaneme determinant

diy O 0 0 0 0
dyy  doo 0 0 0 0
D= dnl dn2 dnn 0 0 0
€11 €12 €ln 511 512 bln
€21 €22 €on 521 522 bZn
€nl €n?2 €nn bnl bn2 bnn

Ak tento determinant rozvinieme podla prvého, druhého aZz n-tého riadku dosta-
neme

D =dy;-dyy...dpy-d(B)=d(A)-d(B).
Tym je dokaz ukonceny. O

Désledok 1. Sucin dvoch regularnych matic (typu n x n) je reguldrna matica.
Suéin singularnej a lubovolnej matice je singuldrna matica

Dékaz. Staéi zobrat do ivahy vetu 2.3 a uvedomit si, Ze d(A), d(B), d(A - B) st
prvky pola F' (pole nema netrividlne delitele nuly). O

Désledok 2. K matici A typu n xn nad polom F existuje inverzna matica A™!
prave vtedy, ked A je regularna matica.

Dokaz. Ak je regularna, inverznii maticu vypocitame podla vety 2.2. Nech A
je singuldrna matica. Predpokladajme, %e k nej existuje inverzna matica A™!, t.j.
A-A~! =], Potom d(A-A~1) =1, to viak nemdze byt, lebo podla dosledku 1 je
d(A - A=1) = 0. Predpoklad existencie matice A~1 vedie teda k sporu. O
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Veta 2.4. Nech M, je mnozina vsetkych regularnych matic typu n X n nad
polom F. Potom Struktira (M, -) je grupa.

Dékaz. Podla dosledku 1 vety 2.3 je (M, ) grupoid. KedZe nédsobenie matic je
asociativne (lema 1.1 kapitoly 3), je (M,,-) pologrupa, dokonca monoid (jednot-
kovy prvok je J,,). Podla dosledku 2 vety 2.3 je tento monoid grupou. g

Poznamka 2.4. Vypocet inverznej matice podla vety 2.3 je zdlhavy, treba po-
¢itat n? algebraickych doplnkov, ¢o je uZ pri n = 4 dost dlhé poécitanie. Ovela
efektivnejsi je sposob pomocou stc¢asnej upravy danej matice a matice J,, elemen-
tarnymi riadkovymi tpravami, ktory uvedieme v piatej kapitole (pozri priklad 3.9).

Teraz pouzijeme determinanty pri rieseni ststavy linearnych rovniec.

Veta 2.5. Nech je dana sustava n linearnych rovnic s n neznamymi

ap1xy +apxa + -+ a1 + -+ arpa, = by,

ag11 + agaxy + -+ ag;x; + - + azpTy = ba,

(2.3)

Ap1T1 + p2o + -+ Api®i + -+ AppTy = bn

nad polom F, v ktorom h(M) = h(M') = n. Potom rieSenim stustavy je n-tica

D.. D, D,
(2.4) Zay Zea o e )
D' D D

kde D = d(M) a D,, je determinant, ktory dostaneme z determinantu D tak, Ze
v fiom zamenime i-ty stlpec stlpcom

Poznamka 2.5. Vzorce pre jednotlivé nezname v n-tici (2.4) sa nazyvaji
Cramerove vzorce. Determinant matice sustavy D skratene nazyvame determinant
sustauvy.

Dékaz vety 2.5. Aby sme vypoéitali i-ti neznamu (¢ = 1,2,...,n) budeme po-
stupovat nasledovne. Rovnice v ststave (2.3) nésobime postupne algebraickymi
doplnkami Aq;, As;, ... An; prvkov i-tého stIpca matice M a séitame:

(1121 + ar2we + -+ agxi + -+ a1pxp) A1+
(ag121 + aga®y + -+ A a9t 4 -0+ AgnTy ) Agit

‘|‘(an1$1 + ap2x2 + -+ Qi + 0+ annxn)Anz -
= biAy + A 4+ DAy
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Po uprave

z1(a11 A + az1Agi + -+ an1 Ani)+
tao(aroAri + azgAgi 4+ -+ an2Ani )+

tai(a1i A + agiAoi + -+ aniAni)+

‘|‘xn(a1nA1i + a2nA2i + -+ annAnz) =
= biAn + b Ay + -+ by Ani

Stéty v zatvorkach na lavej strane rovnosti pri neznamych xy, kde k # ¢ st podla
dosledku 4 vety 1.3 rovné nule, zatial ¢o sticet pri neznamej x; je rozvo] determi-
nantu D podla i-teho stipca. Na pravej strane rovnosti je determinant D,.. Mame
tak x; - D = D;. Podla podmienok vety je h(M) = n, ¢ize podla vety 2.1 D # 0.
Preto x; = D,;/D. Tym je dokaz vety skonceny. O

Veta nam hovori, Ze nezname je mozné vyjadrit pomocou koeficientov ststavy
rovnic pouzitim zakladnych operécii v poli (séitania a nasobenia) a operacii k nim
inverznych (odéitania a delenia). Cramerove vzorce sa na prakticky vypocet velmi
nehodia. Pri trochu vac¢som n je nepohodlné pocitat n+ 1 determinantov stupna n.
Ak ich pouzijeme, je vhodné najprv vypoéitat determinant D = d(M). Ak D = 0,
Cramerove vzorce priamo pouzit nemozno.

Priklad 2.4. Pomocou Cramerovych vzorcov vyriesime nasledujicu stistavu rov-
nic nad polom Q.
1 — 3x9 + w3 —4drys = 3,
2r1 + x9 —4a3 + x4 = =3,
ox1 — X9 +2x3 — 3z = 4,
31 +2x9 + w3 +2x4 = 2.

Vypoéitame determinant sustavy

1 -3 1 —4
2 1 -4 1
D=5 1 2 5|=%
3 2 1 2

Vidime, ze D # 0. To znamena h(M) = h(M’) = 4, stistava méa jediné riesenie
a mozno pouzit Cramerove vzorce.
Vypoéitame

3 -3 1 —4
-3 1 -4 1
Doy=|"y | o5 _g/ =43 Du-=

2 2 1 2

W Ot N
e
|
w
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1 -3 3 4 1 -3 1 3
3 2 2 2 3 2 1 2
Teda D, D D D
xlzle,x2:g2:—3,x3: e D“:Z.

RieSenim je $tvorica (1,—3,1,2).

Cramerove vzorce mozeme pouzit i v pripade h(M) = A(M’) < n. Ststavu nahra-
dime ekvivalentnou ststavou, v ktorej mame h linearne nezavislych rovnic. Ukazeme
si to na nasledujicom priklade, v ktorom znova vypocitame sustavu z prikladu 4.1
kapitoly 3.

Priklad 2.5. V priklade 4.1 kapitoly 3 bola nad polom () dana ststava ekviva-
lentna so ststavou

21’1 + 31’2 — I3 + 21’4 == 13,
r1 — 229 +4x3 + x4 = — 6,

ktora obsahuje dve linedrne nezavislé rovnice, t.j. hA(M) = A(M’) = 2. Kedze
prvé dva stlpce matice ststavy s linedrne nezavislé, poloZime x5 = p1, x4 = pa,
p1,p2 € (). Dostaneme

2z + 329 =13+ p1 — 2po,
1] — 21’2 =—6 —4p1 — P2.

Pri pevnej volbe parametrov pq, po, stistavu moZno povaZovat za stistavu 2 rovnic
s dvoma neznamymi s determinantom ststavy

Vypoéitame

13 —2 3
D, = TP 2P, = —26—2p; +4p2+18+12p1+3p2 = —8+10p1 +7pa,
—6—4p1 —p2, 2

D“:‘ = —12—8p1 — 2ps — 13 — p1 + 2p2 = =25 — Ip.

-8+ 10p1 + 7p2 —25 — 9p1
T = —- , X9 = _77

(Porovnajte s vysledkom v priklade 4.1 kapitoly 3.)
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Priklad 2.6. Ked pouZijeme Cramerove vzorce pre pripad ststavy rovnic nad
koneénym polom, nemusime pouZivat zlomky (pozri poznamku 4.4 v kapitole 1).
Vypoéitajme znova stustavu

2
4

||
ol

:1;—|—3
:1;—|—1

nad polom Z7, ktortt sme uviedli v poznamke 2.2 kapitoly 3 a vypocitali v pri-

klade 2.1 tej istej kapitoly. Determinant ststavy je D = ‘?1 ;) =2.-14+(-3-4) =
=2+ (=5) = 2 + 2 = 4. Podobne vypoéitame D, = ;‘;) =6, D, = i; = 2,
Uplatnenim Cramerovych vzorcov dostaneme z = D, - D! =6-471 =6-2 =5,

y=D,-D'=2.471=2.2 =4 ¢ jev zhode s vysledkom z prikladu 2.1
kapitoly 3.

Ukazeme si este dve aplikédcie inverznej matice. Najprv rieSenie stustavy linear-
nych rovnic pomocou inverznej matice, potom jej pouzitie pri transformacii siradnic
vektora.

Ststavu (2.3) mozeme pisaf v tvare

art1, diz, ..., 0Qin Mo by
a1, d22, ..., d2pn T2 by
Gp1, dp2, ..., dnn Ln bn
alebo
(2.5) M. & =b.

Plati veta:
Veta 2.6. Nech v ststave (2.1) resp. (2.3) plati h(M) = h(M') = n. Potom

(2.6) Z=M"1.b

je jediné riesenie danej sustavy.

Dékaz. Podla dosledku 2 vety 4.1 (Frobeniova veta) ststava (2.5) mé jediné
riesenie. Ked7e M je reguldrna matica, existuje matica M~1. Ak (2.5) nésobime
zlava maticou M~!, dostaneme (2.6). O

Priklad 2.7. VyrieSime stistavu rovnic (nad polom Q)
61’1 + 31’2 + 51’3 = ]_,

41’1 + 61’2 —|—4$3 == —3,
71’1 —|— 41’2 —|— 61’3 = 2.
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Ststavu prepiseme do tvaru

6 3 5 1 1
(2.7) 4 6 4| |a ]| =] -3

V priklade 2.1 sme zistili, Ze matica tejto sustavy M je regularna a vypocitali sme
jej inverzntt maticu M™1. Ak fiou vynésobime (2.7) zlava, dostaneme

X1 10 1 =9 1 —11

zy | = 2 1 -2 3= -2

3 -13 -2 12 2 3
Vidime, Ze trojica (—11, —%, 21) je jediné riefenie danej ststavy.

Matica resp. inverzna matica buda zakladnymi prostriedkami aj pri najdeni vzor-
cov pre transformaciu suradnic vektora pri zmene béazy. Vo vete 4.1 kapitoly 2 sme
dokazali, 7e ak B = {eq,€2,...,e,} je baza priestoru V(F), tak kazdy vektor
a € V(F) moZzeme jednoznacne vyjadrit v tvare a = w161 + 2282 + -+ + Tp&np.
Vektor (21, 22,...,2,) € V,(F) nazyvame vektor stiradnic vektora a vzhladom na
bazu B. Vyjadrenie vektora a zapiseme ,maticovo® takto:

€1
€2
(2.8) a=(11,T2,...,25)
En
Nech teraz By = {€1,€2,...,e,} a By ={e],€},... &/} st dve bazy priestoru

V(F). Nech vektory e} st vyjadrené pomocou vektorov prvej bazy rovnicami

!
€] = 41181 + a1282 + -+ + A1,Ep,
!
€y = U21€1 + A22€2 + -+ + A2p€p,
(2.9)
!

€, = dn1€&1 + an2€2 + - + App€n.

Definicia 2.4. Matica A = (a;x) 1,k = 1,2,...,n sa nazyva matica prechodu
od bazy B; (starej) k baze By (novej).

Rovnosti (2.9) zapiSeme ,maticovo“ takto:

!
€4 aly a2 Ce d1n €1
!
62 asq as9 Ce aon €9
. - )
!
€, ap1 [277%) e Apn En
alebo kratsie:
!
!
€ €2
(2.10) S l=a.

g €n
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Veta 2.7. Nech By = {ey,e2,...,e,} a By = {e|,¢e),,... e} su dve bazy
priestoru V' a nech A je matica prechodu od bazy By k baze B,. Nech «v je Iubovolny
vektor priestoru V nech(xy,x2,...,&,) je vektor suradnic vektora a vzhladom na
bézu By a (x},xh,...,x)) je vektor suradnic vektora a vzhladom na bazu Bs.
Potom matica A je regularna a platf

(2.11) (v1,22,...,25) = (2], 25, ...,20) - A,
(2.12) (2h,ah, . ah) = (21,29, ..., 2,) - ATL.

Dokaz. Keby matica A bola singularna, bol by jeden jej riadok linearnou kombi-
naciou ostatnych riadkov. To by ale vzhladom na (2.9) znamenalo, %e jeden z vek-
torov €], el, ..., el by bol linedrnou kombinaciou ostatnych, ¢o nie je mozné, lebo
B; je baza.

Podla (2.8) piseme

€1 €1
62 ! ! ! 6/2
a:(l‘l,l'z, ,l’n) :(1’171‘2, 7xn) :
En el
Dosadenim z (2.10) mame
€1 €1
€2 ! ! ! €2
(1’1,1’2, ,l’n) - (1’171'2, ,l’n) A . )
En €n

odkial vzhladom na to, Ze stiradnice vektora a st dané jednoznaéne, vyplyva (2.11).
Ak (2.11) nésobime sprava maticou A~! dostaneme (2.12). O

Priklad 2.8 Nech By = {e,e3,e3} a By = {e],¢e,,e}} st dve bazy priestoru
V3(R), kde

e1 =  3e1+(—1)ex + (—1)es,
ey =(—1)er +  lea +  des,
gy = e, + Oey + 2es.
Mame tak
3 -1 -1
A= -1 1 4
2 0 2
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Vypoéitame A~1. Kedze d(A) = -2, je

[ 2 2 -3 1 -1 2
A= 0 s - =[5 4 I
-2 =2 2 1 1 -1
Nech vektor a € V5(R) mé v baze By stradnice ¥ = 2, x2 = —1, x5 = 5. Stiradnice
x}, xh, xf vektora a v béze By budi (podla 2.12):
_ _ 3
! ! ! 1 1 121 15
(1’1,1}2,1'3):(2,—1,5) -5 —4 5 :(8777_?)'
1 1 -1

Presvedéme sa, Ze stradnice x; resp. @, uréuju ten isty vektor:
a =2 —ley +5e3 = (2,2,2) +(0,—1,-1) + (0,0,5) = (2,1,6)

a analogicky

15
a =8 +Teh+(~) e = (24,16,8) +(~7,0,28) + (=15, ~15, 30) = (2,1,6).

Cvidenia

2.1. Nech A, B st regularne stvorcové matice typu n x n. Dokazte

a) (A-B)~'=B~l.A"! b) ((A)"1)~! = A.

2.2. Vypoditajte inverzné matice nasledujicim maticiam (nad polom komplex-
nych éisel)

L3 . 1 0 2 3 1 92—
(5 4>, ( cos e Smx), 31 0], 0 3 5
S cosy 0 2 3 2% i 341

2.3. Vypocitajte neznamu maticu X:

o0 (3 3)x=(339) » (5 2)x(8)=(5 )

23 15 11

=N D
|
- ~ o OO
—
Co b
—
N O
|
O DN
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2.4. Nech A7 Al, AQ, .

cvidenia 2.1 dokazte

a)  (Aj-A; ...

b) (A*)= = (A7)~

A)TL=ATL AT

.., Ag st regularne stvorcové matice typu n x n. Pomocou

AT

2.5. Zistite, ako sa zmeni inverznd matica A~! ked v matici A (s prvkami

z pola F):

a) zamenime i-ty a j-ty riadok,

b) i-ty riadok vynasobime nenulovym prvkom ¢ pola F,

c) k
prvok pola F.

2.6. Vypocitajte inverznu maticu k sté¢inom

) cosr —sinx cos y
a . 3
sin cos siny

—siny
cosy

i-temu riadku pripocditame c-nasobok j-teho riadku, kde ¢ je nenulovy

1 =3 0 -1 0 1
)b)2—52-511
1 -3 1 —2 0 1

2.7. Pomocou vety 2.3 uréte determinant, ktory sa rovna stc¢inu determinantov

1

2 —1] [2 —4 4
a)‘:a 2H8 5‘ DI g
3

-3
—1

5 1 1 -1 2
0 0 3 —1 4
4|l 5 0 5 1
5 0 0 -1 8

2.8. Dokazte, ze vsetky diagonalne regularne matice tvoria podgrupu grupy vset-

kych regularnych matic typu n x n.

2.9. Najdite podgrupu grupy vsetkych regularnych matic typu 2 x 2 nad polom

realnych ¢isel generovant maticou

10
12)°

2.10. Pomocou Cramerovych vzorcov rieste nasledujice stustavy rovnic:

a) 2x+3y =05,
4x — 8y =10,

¢) 2wy —4xs + a3 =-9,
1 —|— 31’2 — X3 = 13,
—I1 —|— 21’2 - 31’3 = 17,

e) 3x1+2x2+ a3 =5,
201 + 320 + 23 =1,
21’1 + T2 + 31’3 :11,

b) 2z + 3y =8,

6x — 2y =2.

21’1 — 31’2 + 61’3 == 10,
41’1 + 9 — 21’3 :—1,
21’1 — 41’2 + 51’3 == 13,

1 + 21’2 + 41’3 :31,
51’1 —|— iz —|— 21’3 :29,
31’1 — T2 —|— T3 :10,
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g) 2z —3xo + 273 +4day = 8, h) 14+ w2+ a3+ x4=0,

L1 + 21’2 — 31’3 — 21’4 :—4, 21’1 — 31’2 + 41’3 — 21’4 :17,
31’1 + 21’2 — 21’3 + T4 — 2, — I + 31’3 — X4 = 7,
—I1 —|— 41’2 —|— T3 — 51’4 :—5, 31’1 —|— 41’2 —|— 21’3 - 31’4 = 9

Z) 21’1—|—2$2— $3-|— T4 — 4, ]) 21’1 —|—3$2—|—11$3—|—5$4: 2,

dry + 322 — a3 + 224 = 6, vy + w2 +5r3 + 214 = 1,
81’1 + 51’2 — 31’3 + 41’4 :12, 21’1 + T2 + 31’3 + 21’4 :—3,
31’1 + 31’2 — 21’3 + 21’4 == 67 L1 + T2 + 31’3 + 41’4 =—3.

2.11. Ako v priklade 2.5 vyrieste nasledovné sustavy pomocou Cramerovych
vzorcov, ked viete, Ze rovnice kaZzdej zo ststav st linearne nezavislé.

a) 2xy + 3xg +4ay — 204 = 5, b) a1 — 2wy + 3us —4day = 4,
41’1 + 61’2 + 61’3 — 21’4 :12, 1 — X9 + 21’3 — 31’4 == ]_,
1] — 21’2 + 51’3 — 81’4 =16.

2.12. Podla vzorca (2.12) transformujte stiradnice vektora a € V' v baze B; na
sturadnice v baze Bs.

@) V =Vi(R), a=(3,22-7),

B, ={(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1, 1)},
B, ={(2,1,-5,1),(1,-3,0,-6),(0,2,—1,2),(1,4,-7,6)}.

V =P3(R), a=3-2z+2%
By = {1,1’,1’2},
By = {3,(22 — 1), (2z — 1)*}.

¢) V je priestor matic typu 2 x 2 nad polom realnych ¢isel.

).
)

-1
0
0
0

)+ (



Kapitola b

LINEARNE ZOBRAZENIA

§ 1. Zakladné vlastnosti linearnych zobrazeni

Priklad 1.1. Nech V je vektorovy priestor orientovanych tiseéiek v rovine vy-
chadzajicich z daného pevného bodu P. (Pozri priklad 1.1 kapitoly 2.) Nech S
je podpriestor tych orientovanych tseéiek, ktoré lezia na priamke p prechadzaja-
cej bodom P. Nech ¢ : V. — S je zobrazenie, ktoré kazdému vektoru @ € V
priradi jeho priemet @, na priamku p. Zrejme plati p(a + 5) = (a+ 5)p =
=a, + Bp = p(a)+ 99(5), to po prvé, a po druhé p(sa) = sp(a), kde c_i,l_; ev,
e(a), c,o(l_;) €S a s € R (pole redlnych ¢isel). Viimnime si, ze zobrazenie ¢ nam
zachovava ako séitanie vektorov, tak aj skalarny nasobok vektora.

Priklad 1.2. Nech M3(Q) je vektorovy priestor matic typu 2 x 2 s racionalnymi
prvkami. Uvazujme dalej vektorovy priestor V3(@Q). Nech je dané zobrazenie ¢ :
M;(Q) — V3(Q) tak, Ze kazdej matici z My je priradeny ten vektor z V3(Q),
ktorého prvé dve zlozky st rovné prvkom prvého riadku matice a tretia zlozka je
nulova. Teda

(1.1) (“c Z) s (a,b,0).

Citatel rychlo skontroluje, #e opit pre Iubovolné A,B € M, (Q), s € Q plati
e(A+B) = p(A) 4+ ¢(B), ako aj p(sA) = s¢(A). Teda zobrazenie ¢ ,zachovava“

stucet vektorov i skalarny nasobok.

Definicia 1.1. Nech ¢ : V(F) — W/(F) je také zobrazenie vektorového pries-
toru V(F') do vektorového priestoru W (F'), Ze st splnené nasledujice podmienky:

(i) pla+B) =ela) +¢(B),
(i) p(sa) = sp(a),

kde a, 3 € V(F) st lubovolné vektory a s € F lubovolny skalar. Potom ¢ nazy-
vame morfizmus alebo linearne zobrazenie vektorového priestoru V' do vektorového
priestoru W.

Poznamka 1.1. Ak je morfizmus ¢ 2z definicie 1.1 injekecia (surjekcia, bijek-
cia), nazyvame ho monomorfizmom (epimorfizmom, izomorfizmom). Ak budeme
pouzivat nazov linedrne zobrazenie (obvykly v linearnej algebre), budeme hovorit
jednoducho o injektivnom (surjektivnom, bijektivnom) linedrnom zobrazeni. Hned
vidiet, Ze linearne zobrazenie z prikladu 1.1 je surjektivne, kym zobrazenie z pri-
kladu 1.2 nie je ani injektivne ani surjektivne.

141
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Priklad 1.3. Nech Vi.(F) a V,(F) st vektorové priestory k-tic resp. n-tic nad
telesom F' a nech 2 < k < n. Zobrazenie ¢ : Vi(F) — V,(F) definované takto:

Yz, 22, .. x)] = (21,22, ., 2%,0,...,0) € V,,(F)

je injektivnym linearnym zobrazenim (monomorfizmom). DokéZte to!

Priklad 1.4. Nech je dany pravouhly stradnicovy systém v rovine. Nech V
je vektorovy priestor orientovanych tseciek vychadzajtcich z pociatku tohoto sys-
tému. Zobrazenie

v:V = Va(R),

ktoré kazdému vektoru @ € V priradi t dvojicu realnych ¢isel, ktora je dvojicou
stradnic koncového bodu vektora @ je bijektivne linedrne zobrazenie (izomorfiz-
mus).

Veta 1.1. Nech ¢ : V(F) — W/(F) je linedrne zobrazenie. Potom

(i) »(0)=0
(i)  plaor + o + -+ +epag) = crp(ag) + cap(a) + -+ + epplay),

kde a; €V, pla;) €W, ¢; € F.9

Inymi slovami: Nulovy vektor sa zobrazi na nulovy vektor a linearna kombinacia
vektorov sa zobrazi na linearnu kombinaciu ich obrazov (s tymi istymi koeficientami
linedrnej kombinacie).

Dokaz ponechame na ¢itatela. Poznamenajme len, Ze morfizmus ¢ z definicie 1.1
sa nazyva linedrnym zobrazenim preto, lebo ,zachovava® linedrnu kombinaciu. [

Veta 1.2 (hlavna veta o linearnom zobrazeni). Nech {ei,e3,...,€,} je béza
priestoru V(F) a nech ay,az,...,a, st lubovolné vektory vektorového pries-
toru W(F)**) Potom existuje prave jedno linearne zobrazenie ¢ také, ze plati

(1.2) ple1) = aq, p(ex) = ag, ..., ple,) = ay,.

Poznamka 1.2. Citatel nech si uvedomi, %e v predpoklade vety 1.2 sa neziada,
aby vektory aq,as,...,a, bolilinearne nezavislé, ba ani to, aby boli rozne.

Dokaz vety 1.2. A. Existencia. Nech ¢ = z1e1 + 2262 + -+ - + x,€, je lubovolny
vektor priestoru V. Definujeme zobrazenie ¢ : V. — W takto:

(1.3) pla) = p(x1e1 + 2280 + -+ apepn) =100 + 22000 + -+ + TH00,.

Dokézeme, Ze zobrazenie ¢ je linearne. Lubovolné vektory a, 3 € V vyjadrime
ako linearne kombinacie vektorov bazy a = x1e2 + w265 + -+ + x,€n,

*)Zrejme nevadi, Ze symbol 0 na lavej strane (i) je nulovy vektor priestoru V', zatial o na
prave] strane (i) ten isty symbol znamend nulovy vektor priestoru W.
**) Predpokladdme teda, Ze priestor V (F) je kone¢norozmerny a oba priestory st nad tym

istym polom.
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B =1vy1e1 +ys62 + -+ + yn€n. Potom
pla+B)=¢((z1 +yi1)er + (x2 +y2)ez + -+ (Tn + yn)en) =
=(r14+y1)on + (2 +y2)ae + -+ (2n + Yn)y =
=100 + 2203 + ... 0, Y100 F Y200 + - F Y, = @la) + o(8).
Podobne sa dokaZe, ze p(sa) = sp(a) pre Tubovolny skalar s € F. Citatel rychlo
zisti, Ze pre ¢ platia vztahy (1.2).
B. Jednoznacnost. Dokazeme jednoznacnost zobrazenia ¢. Nech ¢ : V. — W je
Iubovolné linedrne zobrazenie, pre ktoré platia vztahy (1.2), t.]
bler) =, dler) =, ..., WP(en) = o
Nech o = z1€1 + v262 + -+ - + 7€, je [ubovolny vektor priestoru V. Potom
Y(a) =(r161 + 2982 + -+ + 28y, ) =
=z1(er) + xap(€2) + - F xpt(en) = v10q + 2200 + .. T, = p(a),
kde sme najskor pouzili vetu 1.1, potom (1.3). Vidime, ze 1 = ¢, t.j. zobrazenie ¢
uvedenych vlastnosti je jediné. O

Definicia 1.2. Nech ¢ : V(F) — W/(F) je linearne zobrazenie. Jadrom linear-
neho zobrazenia nazyvame mnozinu
Kero={aecV; pla)=0¢c W}
Obrazom linedrneho zobrazenia je mnozina

Ime ={B € W, existuje a € V' tak, Ze ¢(a)= 3}.
Priklad 1.5. Vratme sa k zobrazeniu ¢ : M3(Q) — V3(Q) =z prikladu 1.2.

Ihned vidiet, ze
KH¢“={<22>;%yEEQ},

Imy = {(a,b,0); a,b € Q}.
Veta 1.3. Nech ¢ : V(F) — W(F) je linedrne zobrazenie. Jadro zobrazenia je
podpriestor priestoru V', obraz zobrazenia je podpriestor priestoru W.

Dokaz. 1. Nech a,ﬁ € Kerc,o, potom ¢(a) = p(B) = 0. Poéitame pla+ ) =
= p(a) +9(8) =040 =0, &ize a+ B € Kery. Analogicky sa dokaZe, ze pre
Iubovolné « € Keryp, s & F plati sa € Ker . Potom podla vety 3.1 kapltoly 2
Ker ¢ je podpriestor priestoru V.

2. Dokaz, 7e Im ¢ je podpriestor priestor W ponechame na ¢itatela. O

Veta 1.4. Nech ¢ : V(F) — W/(F) je linedrne zobrazenie. Potom

(i) ¢ jeinjektivne zobrazenie (monomorfizmus) prave vtedy, ked Ker ¢ = {6},
(ii) ¢ je surjektivne zobrazenie (epimorfizmnus) prave vtedy, ked Im o = VV;,
(iii) ¢ je bijektivne zobrazenie (izomorfizmus) prave vtedy, ked Kerp = {0}

a Imp=W.

Dékaz. (i) I. Ak ¢ je injektivne linedrne zobrazenie, tak vzhladom na (i) vo
vete (1.1) je Ker = {0}.

IT. Naopak, nech ¢ je také zobrazenie, ze Kerp = {6} Nech o # 3 st vektory
priestoru V. Ak by ¢(a) = ¢(3), bolo by ¢(a) — ¢(3) = 0, ¢ive pla —pB) = 0
a tak a — B € Kery. To by znamenalo, 7e a« — 3 = t.j. a = B3, ¢o je spor
s predpokladom. Teda p(a) # ¢(3), ¢ize ¢ je injekeia.

Dokaz (ii) je trivialny, (iii) vyplyva z (i) a (ii). O

QL
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Veta 1.5. Nech {e1, e2,...,e,} je baza vektorového priestoru V (F)
a a1, az,...,o, € W(F). Nech ¢ : V(F) — W(F) je linearne zobrazenie
také, Ze p(e;) = ay, 1 = 1,2,...,n. Potom

(i) ¢ je injektivne (monomorfizmus) prave vtedy, ked vektory aq,aq,. .., ay
st linedrne nezavislé.
(ii) ¢ je surjektivne (epimorfizmus) prave vtedy, ked [a, a2, ..., a0, = W.
(iii) ¢ je bijektivne (izomorfizmus) prave vtedy, ked {ay, az, ..., a,} je baza

priestoru W,

Dékaz. (i) 1. Nech ¢ je injektivne, potom podla vety 1.4 Kere = {0}.

Ak by vektory ai, az,...,a, € W Dboli linearne zavislé, tak by platilo
rioq + r300 + -+ + vy, = 0, pricom pre niektoré ¢ by x; # 0. Uvazujme
o vektore a = x1e1 + w263 + -+ + wpe, € V. Zrejme a # 0 (preco?), ale

pla) = e(rie1 + -+ + xpey) = 100 + -+ + 20, = 0, teda a € Kergp, o
Jje nemozné.

IT. Nech vektory ai, ag, ..., a, st linearne nezavislé. Nech a € Kerep.
Vektor ¢ vyjadrime v tvare o« = x1€1 + x2€9 + -+ + x,&,. Plati 0 = pla) =
= 1107 + 12009 + -+ + v, Nakolko aq,ap, ..., a, st linearne nezavislé, je
T1=a3=--=a,=0 ateda & = 0. Preto Kery = {6} a podla vety 1.4 je ¢
injektivne zobrazenie.

(ii) I. Nech ¢ je surjektivne linearne zobrazenie. KedZe podla (1.3) obrazom
kazdého vektora a € V je linearna kombinacia vektorov ag, ap, ..., a, podla
vety 3.4 kapitoly 2 musi byt [ay, ag,...,a,] = W.

II. Nech naopak [ay, as, ..., a,] = W. Potom lubovolny vektor 3 € W sa da
vyjadrit v tvare 8 = yiay + y2a2 + -+ + ypa,. To znamena, ze B je obrazom
vektora y1e1 + y262 + -+ - + ypnen, € V., Cize @ je surjektivne zobrazenie.

(iii) Ak si uvedomime, 7Ze baza je mnozina linedrne nezavislych vektorov, ktora
generuje cely priestor, tvrdenie (iii) okamZite vyplyva z (i) a (ii). O

Veta 1.6. Nech V. a W st dva priestory konecnej dimenzie nad polom F.
Potom d(V') = d(W) prave vtedy, ked V. a W st izomoriné priestory.

Doékaz. 1. Nech d(V) = d(W) =n anech {ey, €3, ..., €,} je baza priestoru V
a {m1, M2,,..., Mu} je baza priestoru W. Lubovolny vektor a € V' vyjadrime
v tvare
o =x1&] + x99+ -+ xT)HhER.

Bijekciu f : V — W definujeme rovnostou
(1.4) fla) =aim +z2ame + - + Tn 7.

Citatel Iahko zisti, Ze f je izomorfizmus.

IT. Nech priestory V. a W st izomorfné a f: V — W je prislusny izomor-
fizmus. Nech {ey,e3,...,e,} je baza priestoru V. Potom podla (iii) vety 1.5 je
{f(e1), f(ez), ..., f(en)} béza priestoru W t.j. d(W) =n. O

Désledok. Vsetky vektorové priestory nad tym istym polom F rovnakej dimen-
zie n s navzajom izomortné t.j. izomortné priestoru V,(F).
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Poznamka 1.3 (délezita)Nech V (F') je vektorovy priestor dimenzie n. Izo-
morfizmus f: V(F) — V,(F) ¢asto definujeme takto: V priestore V zvolime bazu
{e1,€2,...,e,}. Lubovolnému vektoru a = z1e1 + w262+ - +a,e, € V priradime
n-ticu f(a) = (21, 22,...,2,) € V,(F). Hovorime, Ze vektoru a sme priradili vek-
tor jeho stiradnic f(a). Citatel si dokéze sam, Ze f je bijektivne linedrne zobrazenie.

Teda z algebraického hladiska je jedno, éi méame vektory a z V' alebo vektory ich
stradnic z V,(F).

Priklad 1.6. Lahko dokdZeme, Ze mnoZiny

V ={(z,y,2);2,y,2 € R2x+y =0}, W = {(r,s,t);r,s,t € Ror —s+1t =0}
s podpriestory priestoru V3(R) a ze plati d(V) = d(W) = 2. Ak zvolime
vo V., resp. W bézy {e1,e3}, resp. {m1, 12}, mozeme definovat izomorfizmus f
podla (1.4) t.j. Ze obrazom lubovolného vektora a = w161 + w363 bude vektor
fla) = z1m1 + x2m2. Konkrétne ak 1 = (1,-2,0), e = (2,—-4,1), g1 = (1,2,1),
72 = (3,3,0), a« = (3,—6,—1) = 5e; — ey tak f(a) =5np —n2 = 5(1,2,1) —
2(3,3,0) = (2,7,5).

Citatela prosime, aby si zopakoval pojem komplementarnych podpriestorov, de-
finovany v cviceni 4.8 kapitoly 2.

Veta 1.7. Nech ¢ : V(F) — W(F) je linearne zobrazenie. Nech podpriestor L
je komplement jadra Ker ¢ a nech d(V) = n. Nech ¢ : L — Im je zobrazenie
definované takto:

Pre vsetky a € L (o) = B prave vtedy, ked ¢(a) = 3.
Potom v je bijektivne linedrne zobrazenie (izomorfizmus) L na Im .

Dokaz. Kedze Ker o a L st komplementéarne, t.j. Kerp N L = {6}, vektor 0 je
jediny vektor z L, ktory sa zobrazi na 0 € Im . Preto Kert) = {0} a podla vety
1.4 zobrazenie ¥ je injekcia.

Ak Kerp = {0} alebo V, tak 1 je surjekcia (overte). Nech Keryp # {0}, V.
Nech B je Tubovolny vektor z Imp. Potom existuje a € V tak, 7Ze ¢(a) = B.
Nech {ey,e9,...,er} je baza Ker p. Podla vety 4.2 kapitoly 2 ju moZno doplnit na
bazu celého priestoru B = {e1,e2,...,6k,€k+1,...,6n . Potom (kapitola 2, cvice-
nie 4.8b) je {eg+1,...,€n} baza doplnku L. Nech

a=x1€1 + -+ Tk T Tp1€k+1 + -+ TnEn
Jje vyjadrenie vektora a ako linearna kombinacia vektorov bazy B. Vektor a mo-
Zeme pisat v tvare a = (w161 + -+ + xpep) + (pg1€641 + ... Tnen) = a1 + g,
kde a7 € Kerp a az € L. Tvrdime, ze ¢(az) = B. Skutoéne 8 = p(a) =
= ol + as) = plen) + p(az) = 0+ p(as) = p(as) = ¢(az). To mamend, ze ¢
je surjekcia. O

Veta 1.8. Nech ¢ : V(F) — W(F) je linearne zobrazenie a nech d(V') = n,

kde n je prirodzené c¢islo. Potom
(1.5) d(Ker¢) + d(Imp) = n.

Dokaz. Nech L je komplement podpriestoru Ker ¢ v priestore V.. Potom podla
cvidenia 4.8 kapitoly 2 je d(Ker ) 4+ d(L) = n. Vo vete 1.7 sme dokézali existenciu
izomorfizmu ¢ : L — Im¢. Podla vety 1.6 d(L) = d(Im¢). Dostali sme (1.5). O
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Cvidenia

1.1. Zistite, ktoré z nasledujicich zobrazeni je linearne zobrazenie

a) ¢ Vao(R) = V3(R), kde o((21,22)) = (21,22,0),

b) ¢: V3(R) = Vi(R), kde p((x1,22,23)) = (1,22, 3, 23),

) ¢:Vi(R) = V3(R), kde @((v1,22,23,24)) = (21,22, 23),

d) ¢: V5(R) = Vi(R), kde o((z1,22,23)) = (21,22, 23,2),

e) ¢: V5(R) = V3(R), kde o((x1,22,23)) = (21,321 + 22,23 + 2),
f) ¢:V3(R) — V3(R), kde o((x1,22,23)) = (21,321 + 22, 23).

1.2. Urcte, ktoré z linearnych zobrazeni cvicenia 1.1 je injektivne, ktoré surjek-
tivne a ktoré bijektivne a néajdite jadro a obraz danych zobrazeni.

1.3. Nech ¢ : V. — W je linearne zobrazenie vektorovych priestorov. Dokazte,
ze pre vietky a € V : p(—a) = —p(a).

1.4. Nech ¢;: V3(R) — V4(R) st také linearne zobrazenia, Ze plati

a) ©1((1,0,0)) = (3,—1,2,8), ¢1((0,1,0)) = (2,1,1,0),
£1((0,0,1)) = (1,-2,1,8),

b) ¢2((1,2,2)) = (3,1,1,0), 2((1,1,2)) = (1,1,3,2),
02((2,3,5)) = (4,2,4,3),

¢) ¢3((1,0,0)) =(1,2,3,1) 3((0,1,1)) = (1,2,3,1),
03((2,1,-1)) = (2,4,6,2).

Vypoéitajte ¢;((x1, 22, x3)), kde a = (21, 23, x3) je lubovolny vektor priestoru Vs(R).
Dalej uréte, ktoré zo zobrazeni ; je injektivne (surjektivne, bijektivne), najdite
jadro a obraz danych zobrazeni a overte, Ze d(Ker¢;) + d(Im¢;) = 3.

1.5. Nech ¢; : Vi(R) — V5(R) st také linearne zobrazenia, ze plati

a) 991((1707070)) = (17 1, 1)7 991((07 17070)) = (07 1, 1)7
©1((0,0,1,0)) =(0,0,1), ¥1((0,0,0,1)) =(1,—1,3),

b) ¢2((1,-1,1,0)) = (1,3, 1), ¢2((0,1,1,0)) = (1,3,-1),
02((—2,2,3,-1)) = (1,3, -1), ¢2((3,-2,2,-3)) =(1,3,-1),

c) ¢3((1,2,0,0)) =(1,1,3), «5((0,1,1,0)) =(1,2,3),
©3((1,0,0,—1)) =(0,—1,0), 3((1,1,-1,1)) =(2,3,6)

Analogicky ako v predchadzajicom cvifeni, vypoéitajte @;(x1,x2,23,24), kde
a = (21,22, 23, 24) je lubovolny vektor priestoru Vi (R), urcte, ktoré zo zobrazeni ¢,
je injektivne (surjektivne, bijektivne), najdite jadro a obraz uvedenych zobrazeni
a overte, ze d(Kery;) + d(Im ;) = 4.

1.6. Nech V (F) je vektorovy priestor a S je podpriestor priestoru V. Nech dalej

¢: V(F)— W(F) je linearne zobrazenie. Nech Wy je takd podmnoZina priestoru
W, pre ktora plati

Wy = {8; existuje taky vektor a € S, Ze plati p(a) = 3}.

Dokazte, ze Wy je podpriestor priestoru W.
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1.7. Nech Ps5(R) je vektorovy priestor vietkych polynémov (s realnymi koeficien-
tami) stupiia najviac stvrtého. Definujme zobrazenie ¢ : Ps(R) — V;5(R) takto: Ak

f je polyném z P5(R), tak o(f) = (f(0), f/(0), f(0), f*(0), f*)(0)). Dokéite, ze

@ je izomorfizmus priestorov Ps a V5.

1.8. Najdite jadra a obrazy nasledujtcich linearnych zobrazeni vektorovych pries-
torov:

a) @1 : Vo(R) = V5(R), kde ¢1((21,22)) = (21,22, 21,22, 21, 22),
b) ¢r: V3(R) = V3(R), kde @2((x1,22,23)) = (21, o1 + 22, 21 + 22 + 23),

T1, T2

¢) w3 Va(R) > Ma(R), kde gs((ar,a2,23)) = (57

§ 2. Matica linearneho zobrazenia
V tomto paragrafe si ukazeme, Ze medzi maticami a linedrnymi zobrazeniami
vektorovych priestorov koneénych dimenzii je tzky vztah.

Definicia 2.1. Nech M = {ei,e2,...,en} je béza priestoru V(F)
a N = {m,n2...,n,} baza priestoru W(F). Nech ¢ : V. — W je linearne
zobrazenie, pri¢om

ole1) = anim + a2z + - + a1,
o(ez) = ag1m + azema2 + -+ + a2, M,
(2.1)

@(sm) = am1 M+ a2 + -+ QmnMn.

Maticu A = (a;5) ¢ = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n nazyvame maticou linedrneho
zobrazenia ¢ : V. — W wvzhladom na bizy M a N.

Poznamka 2.1. Rovnice (2.1) moZno pomocou sumy zapisat takto:

7

(2.2) c,o(si) = Zai]‘n]‘, 1= 1,2,...,m

i=1

a maticovo takto:

99(51) aiy, aiz, ..., dQin m

99(52) agi, A22, ..., d2pn 72
(2.3) ] = .

@(sm) adm1, adm?2, ey Amn Mn

Vidiet, ze riadky matice A st stradnice vektorov (v baze N), do ktorych sa zobra-
zuju vektory bazy M.
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Poznamka 2.2. 7 vety 1.2 vyplyva, Ze zobrazenie ¢ je rovnicami (2.1) resp.
rovnicou (2.3) a teda aj maticou A jednoznacne uréené. Kazd4 matica typu m x n
nad polom F urcuje (nejaké) linearne zobrazenie priestoru V' do W pri danych
bazach M a N. Naopak ku kazdému linedarnemu zobrazeniu ¢ : V. — W prisltacha
matica typu m x n nad F. Citatel nech si rozmysli, Ze dvom réznym zobrazeniam
prislichaji dve réozne matice a naopak dvom réoznym maticiam dve rézne zobraze-
nia. Inym slovami: existuje bijekcia medzi mnozinou vsetkych matic typu m x n
nad polom F' a mnoZinou vsetkych zobrazeni priestoru V(F) do W (F') pri danych
béazach M a N.

Veta 2.1. Nech ¢ : V(F) — W(F) je linedrne zobrazenie, pre ktoré plati

(2.1). Nech ¢ = w1e1 + w263 + -+ + ¥mem je Iubovolny vektor priestoru V,

B =vyim +y2m2+- -+ ynnn je taky vektor priestoru W, pre ktory plati 8 = p(a).
Potom

(2.4) (Y1,Y2, .- yn) = (T1,22,...,xm) - A

Dokaz. Pocitajme
Vi +yeme + o Yatln = B = () = p(r181 + 1282 + - TmEm) =
=ax1p(e1) + x20(e2) + -+ Tmplem) =

=@ ), a2 )] aynit ot Tm Y amyn; =

J=1 J=1 J=1
m n m n n m
= D0 QL Gty = )0 )L Ty = ) ) Tidijn =
=1 7=1 =1 5=1 j=1:1=1
m m m
=11 Y, X + M2 Y, Tidis + - F N D, Tilin.

Porovnanim vidime, zZe
m

Y1 = E TiG;1 = 1011 + T2021 + 0+ Tmlma,
m

Y2 = E TiGip = 1012 + T2022 + **° + Tmam2,

Yn = § Tilin = T101p + T2020 + -+ T Qmn.
=1

Posledné rovnosti mozno ,maticovo” zapisat v tvare

ail, aia, ceey d1n

asq, aszo, ceey aon
(y17y2,---,yn):($1,$2,..-,$m) . 5

Am1, Am2, ceey Amn

¢o je (2.4). O
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Poznamka 2.3. Ak porovname (2.3) a (2.4), vidime, ze vektory bazy M sa
zobrazuji pomocou riadkov matice A, zatial ¢o stiradnice lubovolného vektora po-
mocou stIpcov matice A.

Priklad 2.1. Uvazujme o linearnom zobrazeni ¢ : My(Q) — V3(Q) =z pri-
kladu 1.2. Rychlo sa presvedéime, ze d(M2(Q)) = 4. V. M;3(Q) zvolime bazu
M = {E,,E;, E3, E4} napr. takto:

B=(00): B=() &=() 8=(1)

Bazu N = {n1,m2,m3} v priestore V5(Q) zvolime napr. takto:
nl = (17170)7 772 :(17071)7 773 = (07171)

Citatel sa moze presved¢it, ze M, N st skutoéne bazy. Podla ((1.1)) v prikla-
de 1.2 je S‘Q(El) = (17070)7 S‘Q(E2) = (17170)7 S‘Q(E3) = (17170)7 S‘Q(E‘l) = (17170)

Vypoéitame, ze

1 1 1
E)=—. S .
©(Eq) 2n1+2 Mg
e(Ex)=1-m1+0-m2+ 0-ms,
e(Es)=1-m1+0-n2+ 0-ms,
eEs)=1-m+0-m2+ 0-ns.

Teda
E L1 1
S‘Q( 1) 2 2 2 /,71
oEs) ]~ 11 0 o0 e
o(Ey) 1 0 0 L

Tym sme urcili maticu A zobrazenia p. Vezmeme si napr. maticu

()
).

z vektorového priestoru M3(Q)) a uréme ¢(A). Vypoditame, Ze

5 1 2 3
A=——E, —-E —-E —E,.
31 32-|-53—|-54

Pomocou (2.3) zistime stradnice ¢(A) v baze N

: (5 123 (1 55
Y1,Y92,Y3) — 37 37575 - 67 676 .

Ide teda o vektor p(A) = —énl — %772 + %773 = —é(l, 1,0)— %(1,0, 1)+ %(0, 1,1) =

= (-1, %, 0). Tak to vychadza aj priamo: pouzitim (1.1) v priklade 1.2.

) 1

OO OwE
OO OwE
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Veta 2.2. Nech p1: V(F) = W(F) a py: W(F) — U(F) st linearne zobra-

zenia. Potom aj zlozené zobrazenie vz 0 ¢1 : V(F) — U(F) je linedrne zobrazenie.

Dékaz. Nech a, 8 st lubovolné vektory z vektorového priestoru V (F'). Poéitame
P20 p1(a+ B) = palpi(a + B)] = palpi(a) + 01(8)] = w2fp1(a)] + v2[p1(B)] =
= @3 0p1(a) + p2 0 1(B). Vidime, Ze prva vlastnost linearneho zobrazenia je pre
zobrazenie 9 0 1 splnena. Analogicky sa dokaze druha vlastnost. O

V nasledujtucej vete ukazeme, ze ,matica zlozeného linedrneho zobrazenia je sa-
¢in matic jednotlivych linearnych zobrazeni®. Vlastne potreba vypocitat maticu
zlozeného zobrazenia pomocou matic jednotlivych zloZiek je jeden z dovodov pre
zavedenie suéinu matic.

Veta 2.3. Nech ¢1 : V(F) - W(F) a ¢y : W(F) — U(F) st linearne
zobrazenia. Nech dimenzie vektorovych priestorov V(F), W(F), U(F) st m,n,p
a matice zobrazeni o1 a @2 st A (typum xn) a B (typu n x p). Potom matica
zlozeného zobrazenia @4 0 @1 je A - B (typu m X p).

Dékaz. Nech bazy vektorovych priestorov st (po rade) M = {e1,e3,...,em},
N={m.,n2,....0n}, P={Y1,92,...,9,} amatice

A=(aq;)1=12,....m; j=1,2,...,n,
B=(0x)j=12,....n; k=1,2,...,p.

Podla (2.2) méame pre ¢q:

7=1
pre ©a:
P
992(,’7]): Eb]kﬁka J _1727 s
k=1
Pocéitajme
(p2 0 01)(ei) = palei(e)] = 992[21 a;jn;] = Zl aijp2(n;) =
j= j=
n P 14 n P
= > aij 2 bWk = >0 (30 aijbjk)r = 30 card,
J=1 k=1 k=1 j=1 k=1
kde sme dosadili ¢;5 = > a;;bjx. Vypoditali sme
j=1
P
(p2091)(ei) =D cadp, i =1,2,....n,
k=1

¢o je vlastne vztah (2.2) pre zobrazenie @y 0 1 @ V(F) — U(F). Sicasne sme
zistili, Ze matica

C=(cr), 1=12,....m, k=1,2,...,p

je maticou tohto zobrazenia. Ked si ¢itatel uvedomi definiciu stiéinu matic (pozri
(1.6) v kapitole 3) vidi, ze C = A - B, ¢o sme mali dokazat. O
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Poznamka 2.4. Vsimnime si, ze v stéine C = A - B vystupuje ako lavy ¢initel
matica zobrazenia 1, ktoré pri realizacii zlozeného zobrazenia ¢, 0 1 posobi na
vektor ako prvé. Ak by sme miesto zapisu (2 0 ¢1)(a) pouzivali a(p1 0 ¢2) (¢o
sa Casto robi), bolo by poradie v sidine matic v zhode s poradim pri kompozicii
zobrazeni.

V nasledujicej vete ukazeme, ako sa zmeni matica zobrazenia, ak sa zmenia bazy
oboch priestorov.

Veta 2.4. Nech A je matica linearneho zobrazenia : V(F) — W (F') vzhladom
na bazy M = {ey1,e2,...,em} a N ={m1,m2,...,0,}. Nech P je matica prechodu
od bazy M k baze M' = {e!,el,.... e} a Q matica prechodu od bazy N k béze

N' =A{n},ns, ... ,n/}. Potom matica zobrazenia @ vzhladom na bazy M' a N' je
P-A-Q'.

Dékaz. Podla (2.10) kapitoly 4 vektory bazy M' vyjadrime pomocou vektorov
bazy M takto:

€1 €1
!
2l=p.

e’ €
m m

alebo ak P = (p,y) r,1=1,2,...,m takto:

(2.5) e =) prci, T=12...m
=1

Podobne vektory bazy N’ vyjadrime pomocou bazy N takto:

771 m
né 72
) =Q- i
n,, N

KedZe podla vety 2.7 kapitoly 4 je matica Q regularna, moéZeme danti rovnost
vynasobit zlava maticou Q7!. Dostaneme tak vyjadrenie bazy N pomocou bazy N':

™ Ul
12 _q. né
Mn 7751

alebo ak Q7! = (4fs) 7,5=1,2,...,n takto:

s=1
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Podla (2.2) je

(27) c,o(si) :Zai]‘n]‘, 1= 1,2,...,m.
=1
Pocitame
p(er) = (Zl &) = ;pri99(€i) = an Z aijn; =
= 2. ). Pritijnj = Z Z Pridiji; = Z Z Pridij Z G =
=1 5=1 j=1:= j=1:=
= > [Z (Z priaij) st] n, = Z drsms,
s=1 | j=1 \:=1 s=1
kde sme pri vypocte dosadili postupne (2.5), (2.7) a (2.6). KedZe vyraz v hranatej
zatvorke d,s = <E pma”> ;s je prvok matice D = P-A- Q™ L vidime, ze
]: :
matica D = (d,s), r =1,2,...,n,s =1,2,...,n je maticou zobrazenia ¢ vzhladom
na bazy M’ a N’'. O
Priklad 2.2. V priestore V5(Q) je danéd baza M = {e;,e3,e3} a v priestore
V4(Q) baza N = {771,772,773,774}, kde g1 = (1,—1,2), g2 = (2,—1,5),

e3 = (3,-3,4), ;m = (1,1,1,1), p2 = (1,1,1,0), 3 = (1,1,0,0), 4 = (1,0,0,0).
Linedrne zobrazenie ¢ : V3(Q) — Vi(Q) je dané takto:
ple1) = (3,2,-1,0),
ple2) = (1,-4,5,7),
ples) = (4,—-2,4,7).
Najdeme maticu A zobrazenia ¢ vzhladom na bazy M a N a potom maticu
P-A. Q! vzhladom na kanonické bazy tjchto priestorov (pozri pozndmku 4.1
v kapitole 2). Lahko zistime (zostavenim a vyrieSenim 3 stistav rovnic), zZe plati:
ple1)=0-m+(=1)-m+ 3 -m+1-my
plez) =T-m+(=2)-m+(=9) m3+5-m
ples) =T-m+(=3)-m+(-6) 13 +6-m4

Vidime, ze

0 -1 31
A=\|7 -2 -9 5
7 =3 —6 6
Kanonickt bazu priestoru Vs(Q) oznacime M’ = {e, e}, e}, kanonickd bazu
priestoru V4(Q) oznad¢ime N' ={n|,n5, n5, n,}.
Vypoéitame
11 3
(1,0,0) =€} = 5 +1-es+ €3
, 7 1
(0,1,0) = &5 = —5€ +1-e9+ €3

3 1
(0,0,1) =} = €1 +0 e+ (—5)537
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¢ize matica prechodu od béazy M, k baze M’ je

11 3
) 1 2

_ _T 1
P= 2 1 2
3 1

2 0 T2

Matica prechodu Q™! od bazy N’ k baze N by sme mohli vypoéitat ako maticu
inverzna k matici Q (prechodu od N k N').

Ovela jednoduchsie viak bude vypoéitat maticu Q! priamo. Citatel si skontroluje,
ze

Q=

— =
— =
=l
o o=

Podla vety 2.4 matica zobrazenia ¢ vzhladom na (kanonické) bazy M’ a N je

-5 13 0 -1 3 1 1 1 1 (1)
P.A.-Q'= —% 1 % T -2 -9 5 =
3 o -1 T -3 —6 6 L 100
2 2 1 0 0 O
35 69 17 1 1 1 1 19 33 35
> -1 -5 5 L1010 -5 1852
— 21 0 —45 9 = | =L _19 21 21
2 2 2 11 0 0 2 2 2
_7I 0 L _ 3 3 4 I _7
2 2 2 1 0 0 0 2 2 2

Aby sme demonstrovali zobrazenia vektora pomocou matic A resp. PAQ™! zoberme
hoci vektor @ = (5,-1,18) & V3(R). Citatel lahko skontroluje, #e
a = 3e; + 4dey — 2e3, Cize vektor suradnic vektora a v baze M je (3,4, -2).
Pomocou (2.3) zistime stradnice vektora ¢(a) v béaze N:

0 -1 3 1
(y17y27y37y4) = (3747_2) 7T -2 =9 5 = (14,—5,—15,11)
7T -3 —6 6

Teda p(a) = y1m + y2m2 + Y33 + yany =
—14(1,1,1,1) — 5(1,1,1,0) — 15(1,1,0,0) + 11(1,0,0,0) = (5, —6,9, 14).
Kvoli kontrole vypodéitajme ¢(a) priamo:
pla) = p(3e1 +4e2 — 2e3) = 3p(e1) + 4p(e2) — 20(e3) =
—3(3,2,-1,0) + 4(1,—4,5,7) — 2(4, —2,4,7) = (5, 6,9, 14).
Je jasné, Ze vektor a ma v baze M’ vektor stradnic (5,—1,18), a vektor ¢(a)
v baze N’ vektor stradnic (5, —6,9,14). Preto musi platit

(5,-6,9,14) = (5,—1,18) - P-A- Q™"
Citatel sa moZe tom presvedéit.

Vyslovili sme uz dve vety (veta 1.4 a 1.5) o tom, kedy je linedrne zobrazenie
injektivne, surjektivne ¢i bijektivne. Vyslovime este jednu takato vetu.
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Veta 2.5. Nech A je matica zobrazenia ¢ : V(F) — W/(F), vzhladom na bazy
M a N, pricom dimenzie priestorov'V 1 W s konecné. Potom plati
(i) ¢ je injektivne (monomorfizmus) prave vtedy, ked h(A) = d(V),
(ii) ¢ je surjektivne (epimorfizmus) prave vtedy, ked h(A) = d(W),
(iii) ¢ je bijektivne (izomorfizmus) prave vtedy, ked h(A) =d(V) = d(W).

Dokaz bezprostredne vyplyva z vety 1.5 a definicie matice A z poznamky 1.3 za
dosledkom vety 1.6. Preto ho ponechame na ¢itatela. O

Pripominame, Ze relacia inverznd k zobrazeniu je zobrazenim prave vtedy, ked
dané zobrazenie je bijekcia. Citatela u? iste napadla otazka, ¢ inverzné zobrazenie
k bijektivnemu linedrnemu zobrazeniu bude tiez linearne. Nasledujica veta odpo-
veda na tato otazku kladne.

Veta 2.6. Nech ¢ : V(F) — W(F) je bijektivne linedrne zobrazenie. Potom aj
o1 W(F) — V(F) je (bijektivne) linedrne zobrazenie.

Dékaz. Ze zobrazenie ¢! je bijekcia je jasné. Dokézeme, Ze je linedrne. Nech
a’,3" € W st dva Iubovolné vektory. Nech ¢~ !(a') = a, ¢71(8’) = B. Potom
pla)=a', o(B) = B'. KedZe p linedrne je, dostaneme p(a+ 8) = p(a) 4+ ¢(B8) =
=a' +0. Pretop (a+8)=a+8=¢ a)+ ¢ 1(B) aprvi vlastnost
linearneho zobrazenia je dokézana. Podobne sa dokédze i druha vlastnost. O

Veta 2.7. Nech izomortné priestory V(F) a W (F) st konecnej dimenzie a nech
¢ : V(F) — W(F) je prislusné bijektivne linearne zobrazenie. Nech A je matica
zobrazenia ¢ vzhladom na bazy M a N. Potom maticou inverzného linedrneho
zobrazenia p~' : W(F) — V(F) (vzhladom na bézy N a M) je A~

Dékaz. Najprv poznamenajme, Ze podla vety 1.6 je d(V') = d(W'). Ak polozime
d(V) = d(W) = n, matica A je $tvorcové matica typu n x n. Dalej z vety 2.5
vyplyva, ze h(A) = n, t.j. A je regularna matica.

Nech M = {ey,e9,...,e,} je baza priestoru V.a N = {n,n3,...,n,} je baza
priestoru W. Podla (2.2) piseme

7

(2.8) c,o(si) = Zai]‘n]‘, 1= 1,2,...,n.

i=1

Vektory oboch stran (2.8) zobrazime zobrazenim ¢ ~!. Dostaneme
(2.9) €; :Zai]‘go_l(n]‘), 1= 1,2,...,n.
j=1

Vztah (2.9) zapiSeme ,maticovo®:

(2.10) .| =A-
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Ak vztah (2.10) nésobime zlava maticou A~! dostaneme

2~ (m) €l
(2.11) v ‘(772) a7

o~ (n) n
odkial (porovnanim s (2.3)) vyplyva, Ze A~! je maticou zobrazenia ¢! vzhladom
na bazy N a M. O

Priklad 2.3. Nech D5 (Q) je priestor diagonalnych matic typu 2 x 2 s racional-
nymi prvkami. Nech ¢ : D2(Q) — V(@) je bijektivne linedrne zobrazenie dané

maticou
1 3
a=(1 %)

vzhladom na bazy M = {Ey,E3}, N = {n;, 1}, kde

E1:<§§>, E2:<g_(1)>, m=(52), m=(7).

Potom mozeme pisat (podla (2.3)):
(‘P(El)> _ (1 3) (m)
¢(E2) 1 4/ \n /)"
Vidime, ze

Al = (_41L _:1)’> :
(F)=(2 D(E)

Vypoéitali sme, ze p(E;) = (8,23) = a. Preto ¢ 7' (a) = E;. Vektor & méa v baze N
vektor stradnic (1,3). Vypoéitajme vektor stradnic (y1,y2) vektora o~ !(a). Podla
(2.4)

Kedze

podla (2.11) je

e =) () =0

teda o () = 1-E; +0-Ey = Eq, o je pravda. Aby sme urobili priklad viac poué-
nym, skiisme izomorfizmus dany maticou A urcit vSeobecne t.j. uréit, aky vektor je
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a 0
0b

matice X vzhladom na bazu M. Je

(5 %) =ro2) o6 ),

odkial x = “";31’, Yy = 2“7_b. Vektor stradnic matice X je (%Sb, 2“7—_b> Vypoéitame

stradnice ¢(X) v baze N:
(, ,)_ a-+3b 2a—b 1, 3\ 3a+2b 1la+5b
€ 7y - 7 9 7 17 4 - 7 9 7 .

3a+2b 1la + 5b 26a + 150 83a + 39b
p(x) = HER 5 ) 4 BOER g - (H0EIER B0

priradeny priradeny matici X = < > Urobime to takto: Najprv uréime suradnice

Preto

Snazivému ¢itatelovi odporti¢ame, aby podobnym sposobom uréil ,vSeobecny ob-
raz‘ o~ !(a) Tubovolného vektora a = (u,v) € Va(Q). TieZ si mdZe uréit matice
zobrazeni ¢ a ¢~ vzhladom na kanonické bazy priestorov V(Q) a Va(Q).

Na koniec tohoto paragrafu ukazeme, ze mnozina vsetkych linearnych zobrazeni
dvoch priestorov nad polom F' je tieZ vektorovy priestor nad F. Za tym ucelom
musime vyslovit definiciu sti¢tu a skalarneho nasobku linearneho zobrazenia.

Definicia 2.2. Nech ¢ a 1 st dve linedrne zobrazenia vektorového priestoru

V(F) do W (F). Nech dalej zobrazenie w : V. — W je definované takto:
(2.12) Pre vietky a €V plati w(a)=¢(a)+ (o).

Potom zobrazenie w nazyvame suctom zobrazeni ¢ a 1. Budeme ho oznacovat
w=¢+ . Teda (¢ + ¥)(a) = p(a) + (). Podobne definujeme skaldrny ndaso-
bok s:

(2.13) (s¢)(a) = sp(a),
kde s € F je lubovolny skalar a a € V Tubovolny vektor.

Lema 2.1. Zobrazenia ¢ +v¢ : V. — W a sp : V — W definované v defi-
nicii 2.2 su linedrne zobrazenia.

Dékaz. Skutoéne, pre dva [ubovolné vektory a, 3 € V plati (¢ + ¢)(a + 3) =
= pla+B)+v(a-+B) = p(a)+p(B)+b(@)+1(B) = (p+)(@)+(p+5)(8). Prv
vlastnost linearneho zobrazenia je dokazana. Podobne sa dokéze aj druha vlastnost
prvého a obe vlastnosti druhého zobrazenia. O

Veta 2.8. Nech L(F) je mnozina vSetkych linearnych zobrazeni vektorového
priestoru V(R) do W (F). Ak na L(F) definujme operaciu ,+* a skaldarny nasobok
ako v definicii 2.2, tak L(F) je vektorovy priestor nad F.

Dokaz ponechame na ¢itatela. Poznamename len, Ze neutralnym prvkom v grupe
(L(F),+) je zobrazenie o : V. — W také, ze pre kazdé a € V je o(a) = 0. Teda
Kero=V, Imo = {0}. O
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Veta 2.9. Nech L(F) vektorovy priestor linedrnych zobrazeni priestoru V (F)
dimenzie m do priestoru W (F') dimenzie n. Nech My, ,,(F) je vektorovy priestor
vSetkych matic typu m xn nad F. Potom priestory L(F) a M, ,(F') st izomorfné.

Dékaz. Zvolme pevne bazu M v priestore V(F) a bazu N v priestore W (F).
Potom existuje bijekcia

f:L(F)— M, ,(F),

ktora priradi kazdému zobrazeniu ¢ € L(F') jeho maticu A vzhladom na bazy M, N
(pozri poznamku 2.2).

Nech ¢, € L(F) st dve lubovolné zobrazenia. Nech f(¢) = A, f(v) = B. Ak
g; € M, tak

7

‘P(si)zzazjn]‘ i=1,2,...,m,

J=1

Ylei) = bym;  i=12...,m,
7=1

kde A = (a;;),B = (b;;) a m; st vektory bazy N,1=1,2,...,m, j=1,2,....n.
Pocitame:

7

(o +v)(ei) = pled) +v(ei) =D aimi+ > bimy = > (i + bij)m;.

J=1 J=1 J=1

7

Vidime, ze f(p +¢) =A+ B = f(¢) + f(¢). Podobne sa dokéze

flsp) = sA = sf(p).
To znamend, ze f je izomorfizmus. O

Veta 2.10. Nech matica A (typu m X n) je matica linedrneho zobrazenia ¢ :
V(F) - W(F) vzhladom na bazy M a N. Potom

(2.
(2.

14) d(Tm ) = h(A),
15) d(Kerp) =m — h(A).

Dékaz. 1) Dokézeme rovnost (2.14). Nech 8 € Im je Iubovolny vektor. Po-
tom existuje a € V(F) tak, Ze ¢(a) = B. Predpokladajme ako obvykle, Ze
M ={ei,es,....en} ako aj N ={my,n2,...,m,}. Ak vektor a vyjadrime v tvare
a = r1€1 + 1263 + -+ + TpEm, hned vidime, Ze jeho obraz B = p(a) =
= r1¢0(e1)tr2p(e2)+- - -+amp(en) je linearnou kombinédciou vektorov ¢(e; ). Inymi
slovami: podpriestor Im¢ je generovany vektormi ¢(e;) (zapiSeme to
Ime = [p(e1),0(e2),...,0(en)]). Kazdému z vektorov p(e;) je priradeny podla
(2.3) vektor stradnic (ai1, a2, ..., ain) € Vo (F), ktory je i-tym riadkom matice A.
Toto priradenie je podla poznamky 1.3 izomorfizmom priestorov W (F) a V,(F).
Preto riadky matice A generuji podpriestor tej istej dimenzie ako vektory ¢(e;),
¢ize plati (2.14).

2) Aby sme dokézali (2.15), staéi dosadit (2.14) do (1.5). O
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Dosledok 1. Nech matica A je maticou typu m x n, matica B je regularna typu
m x m a matica C je regularna typu n x n. Potom

h(A) = h(BAC).

Dékaz. Maticu A moézeme povazovat za maticu zobrazenia ¢ : V(F) — W(F),
kde d(V') = m, d(W) = n vzhladom na bazy M a N. Ak B je matica prechodu
od bazy M k baze M' (bazu M' zrejme moZeme tak zvolit, lebo B je regularna
matica — dokazte to!) a analogicky C je matica prechodu od bazy N k N (pozor,
bézu N’ musime zvolit tak, aby maticou prechodu od N k N’ bola C™!) podla
vety 2.4 je BAC maticou zobrazenia ¢ vzhladom na bazy M’ a N'. Podla (2.14)
je h(A) = d(Im ) = h(BAC), ¢o sme mali dokazat. O

Poznamka 2.5. Zobrazenie ¢ : V. — W koneénorozmernych priestorov ma
rozne matice podla toho aké bazy sme zvolili v priestoroch V' a W. Ale podla
(2.14) vsetky tieto matice maji rovnakt hodnost rovnajicu sa d(Im ). Hodnost
matice zobrazenia teda nezavisi od bazy, ale len od zobrazenia ¢ (je invariantom
zobrazenia ¢).

Désledok 2. Nech A je matica typu m x n nad F. Potom h(A) = h(AT).

Dékaz. Majme na mysli také zobrazenie ¢ : V(F) — W(F), ktorého matica je
A, vzhladom na bazy M a N, kde d(V)=m, dW) =n.

Zvolme lubovolny vektor a € Kerp. Nech vektor suradnic vektora a je
(x1,22,...,2m) € Vu(F), potom zrejme vektor siradnic vektora ¢(a) je

(0,0,...,0) € V,,(F). Podla (2.4) je
(0,0,...,0) = (x1,22,...,2m)A

alebo, ¢o je to isté

Z1 0

x 0
(2.16) AT || =

Tm 0

Posledna rovnica reprezentuje ststavu homogénnych linearnych rovnic s maticou
sustavy AT. Vo vete 6.3 kapitoly 3 sme dokézali, Ze podpriestor rieSeni S ststavy
(2.16) ma dimenziu d(S) = m — h(AT). Je jasné, ze d(S) = d(Ker ). Vyplyva to
z izomorfizmu medzi W (F) a V,(F) a z toho, Ze rieSenia sustavy (2.16) st prave
tie n-tice z V,,(F), ktoré st stiradnicami vektorov z Ker p. Mame tak d(Kerp) =

=m — h(AT). Porovnanim so (2.15) dostavame h(A) = h(AT). O

Poznamka 2.6. Izomorfizmus vo vete 2.9 znamena, Ze z algebraického hla-
diska je jedno, ¢ sktimame vektorovy priestor zobrazeni dvoch koneénorozmernych
priestorov, alebo prislusny vektorovy priestor matic. Umoznuje nam to z vlastnosti
zobrazeni usudzovat na vlastnosti matic a naopak. Prikladom takéhoto usudzovania
boli predchadzajice dva dosledky vety 2.10, v ktorych sme tvrdenia o maticiach
dokazovali pomocou linearnych zobrazeni. Dosledok 2 sme, pravda, dokazali uz
predtym (pozri lemu 3.2 kapitoly 3).
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Poznamka 2.7. Podla dosledku vety 1.6 vsetky priestory nad tym istym po-
Tom F rovnakej dimenzie st izomorfné priestoru V,(F'). Preto sa mozeme obmedzit
na vySetrovanie vektorovych priestorov V,(F). Aj maticu A linedarneho zobraze-
nia ¢ : Vp(F) — V,(F) mozno definovat jednoznaéne ak za bazy M a N
zvolime kanonické bazy (pozri poznamku za prikladom 4.1). KedZe v kanonic-
kej baze sa stradnice vektorov rovnaja ich zlozkam, riadky matice A st priamo
vektory priestoru V,,, do ktorych sa zobrazuju . jednotkové® vektory kanonicke]
bazy priestoru V,,. Napr. ak uvazujeme zobrazenie ¢ : V5(Q) — V3(Q) také, ze
(1,0) — (2,3,-1), (0,1) — (1,0,4), matica zobrazenia ¢ vzhladom na kanonické
bazy je

Cvidenia

2.1. Nech M = {e1,e2,...,en} je baza priestoru V(R) a N ={n1,n2,...,0n}
je baza priestoru W(R). Ndjdite maticu A linedrneho zobrazenia ¢ : V. — W
vzhladom na bazy M a N a obraz ¢(a), ak je dané:

a) V(R) = Va(R), W(R) = V3(R) m = 2, n = 3, &1 = (L,0), es = (0,1),
m = (1,0,0), 72 = (0,1,0), m3 = (0,0, 1),

a a=I(rs), kde r,s € R.

b) V(R) = V3(R), V(R) = V3(R), m = 2,n = 3, e; = (2,-3), e2 = (4,1),
m =(1,-1,3), . = (0,3,-5), g3 = (1,2, -1),

99(51) = (_77 -3, 1)7
99(82) = (77 _13737)
a a=(rs),kde r,s €R

¢) V(R) = Va(R), W(R) = Va(R), m = n = 2, &1 = (1,0), &3 = (0,1),
m = (1,0), 92 = (0,1),

a a=I(rs), kde r,s € R.

d) V(R) = Vy(R), W(R) = Va(R), m = n = 2, &1 = (1,0), & = (0,1),
m = (1,0), 92 = (0,1),

a a=I(rs), kde r,s € R.
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e) V(R) = V3(R), W(R) je vektorovy priestor matic typu 2 x 2 nad po-
lom realnych ¢isel majicich v ,pravom dolnom rohu* ¢islo nula, m = 3,

n :37 €1 = (17070)7 €2 = (07170)7 €3 = (07071)7 m = <(1)8>7 N = <8(1)>7

00
n3: <10>7

ce)=(1 5).
e =(3 5).
e =( 1 5).

pler) = (1, 2),
99(82) = (37_4)7
ples) = (1,-1)

a a=(2,-3,5).

2.2. Pomocou hodnosti matice zobrazenia urcte, ktoré z linearnych zobrazeni z
cvicenia 2.1 je injektivne, surjektivne, bijektivne.

2.3. Porovnajte zobrazenia z cvicenia 2.1a a 2.1b.

2.4. U tych zobrazeni cvicenia 2.1, ktoré st bijektivne, najdite inverzné linearne
zobrazenie a jeho maticu.

2.5. Linedrne zobrazenie ¢ : V(R) — W(R) je dané maticou zobrazenia A pri
bazach M a N. Zistite, do ktorych vektorov priestoru W (R) sa zobrazia vektory
bazy M. Uréte tiez stradnice vektora p(a) vzhladom na bazu N, ak je dané

a) V(R) = Va(R), W(R) = V5(R), M = {(1,0),(0,1)},
N ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, ¢ = (r,s), kde r,s € R a

1 -1 3
A= (2 —2 5)‘
R) = V3(R), W(R) = V3(R), M = {(2,-3),(4,1)}, N ={(1,-1,3),
3 2, -1}, a=(r,s), kde r,s € R a

¢) V(R) = Vi(R), W(R) = V3(R) M =
(4,3,2,1)} N ={(1,0
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d) V(R), W(R), M,N a a ako v cvifeni ¢) ale matica stustavy

O — = N
= O =
O — = N

2.6. Linearne zobrazenie ¢ : V(R) — W(R) je dané maticou A pri bazach M
a N. Najdite maticu tohto zobrazenia pri bazach M’ a N’, ak je dané:

a) V(R) = Vs(R) W(R) = V3(R), M = {(1,2,3), (-1,-1,-1), ( 1,1)}
={(2,-1,5),(1,2,3), (1,3, 1)} M’ ={(1,2,-1), (37271) (-2, 71)}
={(1,1 )7 (1,1,0), (1,0,0)}
1, 1, -1
A= 3, 2 -5
4, -2, 1

b) V(R), W(R), M,N,A, ako v cvieni 2.5 b, M = {(1,0),(0,1)},
N'"={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

2.7. Pomocou matic prechodu vyjadrite maticu linearneho zobrazenia z cvicenia
2.1 b) pomocou matice (toho istého) zobrazenia z cvienia 2.1 a).
2.8. Urcte matice zlozeného linedrneho zobrazenia:

a) zobrazenia z cvifenia 2.1a) a zobrazenia z cvifenia 2.1f).
b) zobrazenia z cvifenia 2.1a) a zobrazenia z cvicenia 2.1le).

2.9. Nech ¢, @ st dve linearne zobrazenia V5(R) — Vo(R) a M ={e1,e2,e5},
N = {m,n2} st kanonické bazy priestorov V3(R) a V2(R). Zobrazenia ¢ a 1t
st dané takto:

99(51) - (17 2)7 77Z)(€1) = (17 1)7

99(52) - (37 _1)7 77Z)(€2) = (_17 _1)7

ples) = (0, 1), P(es) = (2, 2).
Najdite maticu zobrazenia ¢ + ¢ vzhladom na bazy M a N.

2.10. Najdite dimenzie jadra a obrazu zobrazeni z cviceni 2.1 a 2.5.

2.11. Najdite matice linearnych zobrazeni z cvifenia 1.1 a 1.8 vzhladom na
kanonické bazy.
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§ 3. Linearne transformacie

Specialnym pripadom linedrnych zobrazeni st linedrne zobrazenia (morfizmy)
vektorového priestoru do seba (endomorfizmy).

Definicia 3.1. Ak v definicii 1.1 polozime V (F) = W (F), linearne zobrazenie ¢
nazyvame linedarna transformdacia. Inymi slovami: Linearna transformacia je také

zobrazenie ¢ : V(F) — V(F), Ze plati

(1) pla+8) = pla) +¢(8),

(i) () = sple),

kde a,8 € V(F) st lubovolné vektory a s € F' Tubovolny skalar.

Priklad 3.1. Vo vektorovom priestore orientovanych tsediek v rovine (pozri
priklad 1.1) je linedrnou transformaciou otocenie o uhol w okolo pevného bodu P.
Podmienka (i) hovori, Ze je jedno, ¢éi dva vektory najskor séitame a potom otoc¢ime
ich stidet, alebo naopak. Podmienka (ii) hovori, Ze vysledok bude rovnaky, ¢i vektor
najprv vynasobime skalarom a potom otoéime, alebo naopak, najskor ho otoéime
a potom vynasobime skalarom.

Priklad 3.2. Nech V(F) je lubovolny vektorovy priestor. Potom zobrazenie
¢ : V(F) = V(F) definované vztahom ¢(a) = —a je linearnou transformaciou.
Dokazte to.

Priklad 3.3. Nech P,(R) je vektorovy priestor polynémov stupiia najviac n — 1
s realnymi koeficientami (pozri cvicenie 1.6 kapitoly 2). Nech dalej zobrazenie

d: P,(R) — P,(R) je derivovanie, t.j. d(f(z)) = f'(x). Ide o linearnu trans-
forméciu, lebo (f(z) +g(2))" = f'(z) + ¢'(x), (sf(2)) =sf'(2).

Veta 3.1. Nech ¢ : V(F) — V(F) je linedrna transformacia, pricom
d(V (F)) = n. Potom nasledovné tvrdenia st ekvivalentné:

(i) ¢ je injektivna linedrna transformacia,
(ii) ¢ je surjektivna linedrna transformacia,
(iii) ¢ je bijektivna linedrna transformacia.

Dokaz. Je jasné, ze tretie tvrdenie je ekvivalentné konjukeii prvych dvoch. Preto
sta¢i dokazat ekvivalenciu prvych dvoch tvrdeni.

a) Nech zobrazenie ¢ je injekcia. Dalej nech {e, €2, ...,€,} je baza V(F). Potom
podla vety 1.5 (i) st vektory ¢(e1),p(&i),...,o(e,) linedrne nezavislé, t.j. tvoria
bazu priestoru V(F'). Nech 8 € V' je lubovolny vektor. Potom ho méZeme pisat
ako linearnu kombinéciu vektorov tejto bazy. Na zaklade toho méame 3 = y10(e1)+
+yap(ea)+- - +ynplen) = @(y1€1+ Y282+ -+ Ynen), t.j. B je obrazom, ¢o znaci,
ze  je surjekcia.

b) Nech zobrazenie ¢ je surjekcia. Potom Im ¢ = V(F'). KedZe podla vety 1.8 je
d(Ker¢) + d(Im ¢) = n, mame d(Ker¢) + d(V(F)) = n, ¢ize d(Kerp) = 0, odkial
Kero = {0} a teda podla vety 1.4 zobrazenie ¢ je injekcia. O

Poznamka 3.1. Z vety 3.1 vyplyva, Ze injektivna linedrna transforméacia koneé-
norozmerného priestoru je zaroven aj surjektivna a naopak. Preto pojmy injektivna,
surjektivna a bijektivna linearna transformacia pre kone¢norozmerné priestory sply-
vaju.
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Definicia 3.2. Bijektivnu linedrnu transforméciu (endomorfizmus, ktory je izo-
morfizmom) nazyvame automorfizmus.

Priklad 3.4. Nech V(F) je lubovolny vektorovy priestor. Definujeme dve line-
arne transformacie 1 : V(F) — V(F), o: V(F) — V(F) takto:

(3.1) Pre vietky a € V(F): i(a) = a,
(3.2) pre vetky a € V(F): ola) = 0.
Citatel rychlo dokaze, Ze i, o st linedrne transformacie.

Definicia 3.3. Linearnu transformaciu ¢ nazyvame identicka a o nulovad trans-
formacia.

O linearnych transformaciach platia vsetky definicie a vety paragrafu 1. Aby
sme dostali formulacie pre linearne transformacie vo vicsine viet a definicii staci
polozit W(F) = V(F). Pravda vo vetach 1.4 a 1.5 body (i), (ii), (iii) splyvaju.
y,Preformulovana® veta 1.4 bude zniet takto:

Nech ¢ : V(F) — V(F) je linedrna transformacia. Potom ¢ je automorfizmus
prave vtedy, ked Kerp = {0}, alebo Imp = V.

Podobne sa ,preformuluje* aj veta 1.5. Citatel iste sam postrehol, Ze veta 1.6
pre linedrnu transformaciu trivialne plati.

V paragrafe 2 sme pojednavali o maticiach linedrnych zobrazeni kone¢norozmer-
nych priestorov. Definiciu matice linedrnej transformacie dostaneme z definicie 2.1
ak poloZzime W (F) = V(F). KedZe by bola zbytoéna komplikacia mat v jedinom
priestore V(F') dve bazy, je tcelné polozit tiez M = N. Kvoli Gplnosti si definiciu
sformulujeme este raz.

Definicia 3.4. Nech ¢ : V(F) — V/(F) je linearna transformaécia priestoru
dimenzie n. Nech M = {ey,es,...,e,} je baza priestoru V. Nech pre obrazy
vektorov bazy plati

ole1) = arr1e1 + arze2 + -+ - + a1p€n,

p(ez) = az1e1 + azzes + -+ - + azp€n,

(3.3)
@(sn) = ap1€1 t+ Un2€2 + - + App€n.

Maticu A = (a;;) ¢,7 = 1,2,....n nazyvame maticou linedrnej transformdcie
¢ : V. = V wzhladom na bazu M.

Podobne ako v paragrafe 2 rovnice (3.3) moZno zapisat

7

(3.4) c,o(si):Zaijsj 1= 1,2,...,n

J=1
a tieZz takto:
99(61) art1, diz, ..., 0Qin €1
99(62) a1, d22, ..., d2pn €9

(3.5) =

S‘Q(sn) Gn1, dn2, ..., Onn €n
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Je jasné, Ze matica linearnej transformacie je $tvorcova matica. Ak si ¢itatel pre-
formuluje vetu 2.1 (polozi W(F) = V(F), m =n, a M = N) zisti, Ze ak A
je matica linearnej transformécie ¢ : V(F) — V(F) a B = ¢(a), tak stradnice
vektora B vypoditame podla vztahu

(3.6) (Y1, Y2y Yn) = (X1, 22, ..., 2n)A,

kde (21, 22,...,2,) je vektor stradnic vektora a.
Priklad 3.5. Vo V5(R) je dana linearna transformécia ¢ vzhladom na kanonick
bazu €1 = (1,0),e; = (0, 1) takto:
pler) =—e1 =—1-e14+0- ey,
99(62): g9 = 0'61—|—1'€2.

Vidime, ze

Zistime, do ktorého vektora sa transformuje napr. vektor a = (3,—5). KedZe pri
kanonickej béze sa stradnice vektora rovnaju jeho zlozkam, mame podla (3.6)

(y1.42) = (3,-5) <_é (1)> = (—3,-5).

t.j. p(a) = (=3, =5). Obraz ¢(a) mozeme vypocéitat priamo:
pla) = p(3e1 — dey) = 3p(er) — bp(ey) = 3(—e1) — bey = —3e1 — des.

Priklad 3.6. Nech Py(R) je vektorovy priestor polynémov s realnymi koeficien-
tami stupna najviac 3. Z prikladu 3.3 vieme, Ze derivovanie je linearna transformacia
tohoto priestoru. N4jdime jej maticu D vzhladom na bazu {1, z, 2%, 23}. Vidiet, Ze

)= 0=0-14+0-24+0-2>4+0-2°,
)’ 1=1-14+0-24+0-2+0-2°
(:1;2)’: 20 =0-14+2-2+0-2> +0-2°,
)

(:1;3’ 0-140-24+3-2240-2°,
cize
0 0 0 O
1 0 0 0
D= 0 2 0 O
0 0 3 0O
Strradnice polynému f(z) = 7 — 3z + 42 + 22 s ay = 7, 29 = =3, 23 = 4,

Ty = 2. Ak saradnice f( ) st Y1,Y1,Y3,Y4, tak (y17y27y37y4) = (77_37472)D =
=(-3,8,6,0), t.j. f'(x) = -3 -1+8x+6-2%+0-2>.

Priklad 3.7. Citatel si lahko preveri, Ze v Tubovolnom vektorovom priestore
dimenzie n ma zobrazenie t resp. o maticu J,, resp. 0,,.
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Vety 2.2 a 2.3 o skladani linearnych zobrazeni a o matici zloZzeného zobrazenia
zrejme platia, ked polozime V. = W = U. Poznamenajme len, Zze ak ¢,¢ st
dve linearne transformaécie vektorového priestoru V' do seba, ma zmysel zloZena
transformécia ¢ o ¢ (tu posobi ¢ ako prvé) aj 1 o . Ak priestor V mé dimenziu
n, matice zobrazeni ¢ resp. ¥ s A, B s stvorcové matice typu n x n. Zobrazenie
0t ma maticu B - A, zobrazenie 1) o ¢ maticu A - B.

KedZe skladanie linearnych transformécii je asociativna operacia, plati nasle-
dovna veta.

Veta 3.2. Nech L(F) je mnoZina vsetkych linedrnych transformacii
V(F) — V(F). Potom struktara (L(F'),o), kde operacia ,,0“ je skladanie trans-
formacii, je monoid.

Poznamka 3.2. Ak priestor V' vo vete 3.2 ma koneénit dimenziu n, tak monoid
L(F) je izomorfny monoidu vsetkych Stvorcovych matic M, (F) nad polom F.
Dokazte to.

Vetu 2.4 preformulujeme takto:

Veta 3.3. Nech A je matica linedrnej transformacie ¢ : V(F) — V(F) vzhla-
dom na bazu M = {ey,e5,...,e,}. Nech P je matica prechodu od bézy M k baze
M' = {e}|,€,,...,e! }. Potom P-A-P~! je matica zobrazenia p vzhladom na

bézu M.

Priklad 3.8. Linearna transformacia ¢ : Va(R) — V5(R), ktort sme skimali
v priklade 3.5 ma pri baze e; = (1,0), ez = (0,1) maticu

-1 0
(1)
Nédjdeme maticu zobrazenia ¢ pri baze e} = (1,1), €}, = (2,3). Plati
s’l =1-g1+1- &9,

5’2:2-53+3-52,

Preto matica prechodu P a jej inverzna matica je
(1,1 1 3 -1
P=(as) P=(2 )
Matica zobrazenia v ,novej“ baze bude
A p-l_ (1 1Y/-1 0 3 -1\ (-5 2
PAP_<23 0 1 -2, 1) \-12 5)°

V priklade 3.5 sme vypoéitali ¢(a), kde a = (3, —5). V novej baze ma stradnice
zy =19, 24 = —8. Vektor stradnic vektora ¢(a) je

(y1,y2) = (19,-8) (__152 ?) = (1,-2),

teda p(a) = 1le] + (—2)e, = (—3,—5) v zhode s prikladom 3.5.

Podobne ako vo vetach 1.4 a 1.5 aj vo vete 2.5 body (i), (ii) a (iii) splynd. Vetu
2.5 preformulujeme takto:
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Veta 3.4. Nech A je matica linedrnej transformécie ¢ : V(F) — V(F), vzhla-
dom na béazu M = {e1,€e2,...,e,}. Potom ¢ je automorfizmus (bijektivna linedrna
transformacia) prave vtedy, ked A je reguldarna matica.

Vety 2.6. a 2.7 platia aj pre pripad V. = W. Veta 2.6 (preformulovang pre li-
nearnu transformaciu) hovori, Ze linedrna transformécia ¢ mé inverzna linearnu
transforméciu ¢! prave vtedy ked je automorfizmus. KedZe zloZenim dvoch auto-
morfizmov dostaneme opét automorfizmus (preco?), plati nasledujica veta.

Veta 3.5. Nech A(F) je mnozina vsetkych automorfizinov priestoru V (F). Po-
tom Struktira (A(F),0) je grupa. (Operacia ,, 0 je skladanie automorfizmov.)

Dokaz sa ponechava na ¢itatela. Poznamenajme len, Ze neutralnym prvkom grupy

je automorfizmus ¢ : V(F) — V(F).

Poznamka 3.3. V pripade, Ze priestor V(F') vo vete 3.5 méa koneénti dimen-
ziu n, grupa A(F) je izomorfna grupe vsetkych regularnych matic typu n xn nad F.
Dokazte to.

Podla vety 2.7 matice automorfizmov ¢, ¢~ ! priestoru dimenzie n sii navza-
jom inverzné. V nasledujicom priklade ukazeme dalsiu moZnost vypoctu inverzne]
matice pomocou pojmu linearnej transformacie.

Priklad 3.9 (dolezity). Nech A je regularna matica typu n x n nad polom F.
Na zaklade poznamky 3.3 ju moZeme povazovat za maticu automorfizmu
¢ @ Vo(F) — V,(F) vzhladom na kanonickd bazu. Ak vektory kanonickej bazy
oznadime e1,e€z,...,&,, tak jednotlivé riadky matice A budt vektory ¢(e1),
©(e2),...,¢(en). (Citatel nech nestréca zo zretela, Ze stiradnice vektora v kanonic-
kej baze sa rovnaji jeho zlozkam.) Napiseme maticu typu n x 2n majicu v kazdom
riadku ¢ = 1,2,...,n najprv zlozky vektora e;, potom zlozky vektora ¢(e;) = o;.
Teda vlavo bude matica J,,, vpravo matica A.

1,0,0, ceey 0, ail, aia, ceey d1n
0,1,0, ceey 0, asq, as2, ceey aon
(37) 0, 0, ]_, ceey 0, asy, asz2, ..., d3n
0,0,0, ..., 1, an1, Gnp2, ..., GQun

KedZe ¢ je automorfizmus (A je regularna matica), vektory o; = ¢(e;) tvoria podla
vety 1.5 bazu priestoru V,,(F). Z toho vyplyva, Ze inverzny automorfizmus ¢!
je uréeny rovnicami ¢~ '(p;) = g;. Matica (3.7) ndm teda uréuje aj automorfiz-
mus ¢~ 1. Teraz si uvedomme toto: Ak na matici (3.7) uskutoénime Tubovolnt ero
dostaneme maticu, ktora tiez uréuje ¢ 1. Skutoéne:

1) Ked vymenime riadky matice (3.7) je to zrejmé.

2) Ked vynasobime i-ty riadok prvkom ¢ € F, ¢ # 0 mame:
c-e; =c o o)), &iZe ce; = ¢ 1 (co;). Teda vektor vlavo bude obrazom vektora
vpravo, ako predtym.

3) Ked zamenime i-ty riadok stuctom i-teho a j-teho riadku, bude v i-tom riadku
eitej=¢ o)+ o;) = ¢ Hoi+oj). Zase v i-tom riadku mame vlavo obraz
vektora vpravo.
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Vidiet, Ze ked urobime Iubovolny pocet ero, vysledna matica vzdy bude urcovat
automorfizmus ¢ 1. Ak teraz pomocou ero dosiahneme, e na pravej strane ma-
tice bude matica J,,, riadky matice na lavej strane ur¢uji vektory, do ktorych sa
zobrazuju vektory kanonickej bazy pri automorfizme ¢!, Podla vety 2.7 matica
vlavo je matica A™L,

Aby sme si postup ozrejmili, ukazeme ho na konkrétnom priklade. Vypocitame
inverzni maticu matici z prikladu 2.1. z kapitoly 4

6 3 5
A=[4 6 4
746
Pocitame
1 006 35 1 006 35 -1 0 1 1 11
01 046 4] 01046 4)=| 1006 3 5]
0017 46 -1 0 1 1 11 01 046 4
o 11 1 1 -1 0 1 1 1 1
— 0 -6 0 -3 —-1)]—=>| 2 5 =2 10—
1 -4 0 2 0 7T 0 -6 0 -3 -1
—2 3 1 0 1 0 1 -9 100
— 2%—2010% 2 3 —2 010
13 2 -12 0 0 -1 -13 -3 12 0 0 1

Na lavej strane matice sme uréili A~!. Porovnajte s vysledkom prikladu 2.1
kapitoly 4. Citatel si moze sam uréif, aké ero sme uskutoénili pri jednotlivych

krokoch.
Cvicenia
3.1. Nech ¢ : V(F) — F(F) je linedrna transformécia priestoru V(F). Potom
plati: 99(6) =0, o(—a) = —p(a), kde a,0 € V (F). Dokézte to.
3.2. Nech ¢ je zobrazenie priestoru V3(R) do seba. V ktorych pripadoch je ¢
linedrna transformacia, ked a = (x,y, z) je lubovolny vektor priestoru V3(R):
a) pla)=(z+3,y+3,2+3),  b) pla)=(-1,-y,2),

o) play=(r—yy—zz-x) d) ¢la)=(2"u12).

3.3. Najdite matice tychto linearnych zobrazeni priestoru V5(R) vzhladom na
bazu g1 = (1,0), g9 = (0, 1)

a) Stunernost podla osi «,
b) stumernost podla osi y,
¢) sumernost podla podiatku siradnicového systému,
d) otocenie o uhol § (proti smeru hodinovych ruciciek),
e) stmernost podla osi y = «,
f) stmernost podla osi y = —z,
g) priemet na os z,
h) otoéenie o uhol w.
)

—

simernost podla osi zvierajtcej s osou x uhol 5.
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3.4. V priestore V3(R) je dané transformacia ¢ vzhladom na bazu e; = (1,0,0),
g2 =(0,1,0) e3 =(0,0,1) maticou

1 2 -1
A= 3 0 4
-2 1 1

Definujte zobrazenie ¢ pomocou vektorov p(eq), ¢(ez2), p(es) (rovnosti (3.4))
a transformujte vektor a = (3,—2,5) ako podla vztahu (3.6), tak aj pomocou
rovnosti (3.4).

3.5. Urobte cvicenie 3.4 este raz s tym rozdielom, ze matica A definuje zobra-
zenie ¢, vzhladom na bazu e} = (1,2,1), e}, = (1,2,0), e}, = (1,0,0).

3.6. Najdite maticu D* linearnej transformacie d* vektorového priestoru Py(R)

(vektorovy priestor polynémov s realnymi koeficientami stupiha najviac tri)
definovanej takto: d*(f(x)) = f"(x), kde f"(x) je druhd derivicia polyndému

3.7. Linearna transformacia ¢ : V. — V je dana pri baze B maticou A. Najdite
maticu A’ zobrazenia ¢ vzhladom na bazu B’, ak je dané:

a) V = Va(R), B={(L.0).(0.1)}, B' = {2, -1).(2.3)}, A= }}).

(R), B
) ¥ =Y. B = (29,10} 5= (L1000 A=(;3),
) V= V3(R) B:{( 0, ) (2717—1) (3 3)}7

1

1,

2 —
1 ’
3

— {(1.0,0), (0,1.0). <o,o,1>},A—(§
) V = V3(R) B = {(1 0 0) (0,1,0) (0,0,1)}
(1,1 1

2 3
— {(1,1,1), (1,1,0),(1,0,0)}, A = ( ) _1>.
4 3
3.8. Metodou ako v priklade 3.9 vypocitajte inverzné matice matic z cvicenia
2.2 kapitoly 4.

3.9. Metodou ako v priklade 3.9. vypoéitajte inverzné matice nasledujacich ma-
tic:

01 1 11
-5 -3 — ;?:;1 101 11
2 1 1], 10 1 ol 1 10 11
4 2 3 s 0 1 1 1 110 1
1 1110

3.10. V pripadoch, kde je to mozné, uréte maticu A~! zobrazenia ! z cvice-

nia 3.7.
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§ 4. Invariantné podpriestory

V poznamke 2.5 sme uviedli, Ze hoci matica linearneho zobrazenia zavisi od baz,
vzhladom na ktoré ju uvaZzujeme, jej hodnost od baz nezavisi, t.j. je invariantom
linearneho zobrazenia. Samozrejme toto plati aj v pripade linearnej transforma-
cie. Hodnost matice linearnej transformaécie je invariantom linearnej transformacie
(nezévisi na volbe bazy). V tomto paragrafe najdeme dalSie invarianty linearnej
transformacie: charakteristické vektory a charakteristické hodnoty.

Definicia 4.1. Nech ¢ je linearna transformacia vektorového priestoru V. Pod-
priestor S priestoru V' sa nazyva invariantnym podpriestorom vzhladom na trans-
forméciu ¢, ak pre vsetky vektory a € S plati p(a) € S.

Hned vidiet, Ze podpriestory V' a {6} st invariantnymi priestormi priestoru V.

Priklad 4.1. UvaZujme linedrnu transformaciu ¢ priestoru Va(R), ktorej matica
pri baze e1 = (1,0) e, = (0,1) je

0 1
(0 1)
Podpriestor R = {(z,y); 2 + y = 0} nie je invariantny vzhladom na transfor-
maciu ¢. Ak zvolime napr. vektor a = (—1,2) € R, lahko sa presvedéime, ze

e(a) ¢ R. Naozaj, kedZze vzhladom na kanonickt bazu siradnice vektora st rovné
jeho zlozkam, mame

dr=-12)(] )=,

Vidime, ze p(a) = (2,—-1) ¢ R.
Podpriestor S = {(x,y); * —y = 0} je invariantny vzhladom na transformaciu ¢.
Skutoéne: nech 8 = (z,y) je lubovolny vektor z S. Vypoéitame vektor

= (o) =

Vidiet, Ze ¢(B3) = (y,x) € S, lebo ak * —y =0, tak y — 2 = 0.

Priklad 4.2. Nech ¢ je otocenie okolo osi @ v trojrozmernom priestore orien-
tovanych tseéiek vychadzajicich z pociatku stradnicového systému. Invariantné
podpriestory tvoria:

1) vsetky vektory leziace na osi z,

2) vSetky vektory leZiace v rovine yz.

Priklad 4.3. Nech P,(R) je priestor polynémov stupia najviac n — 1. Nech
transformacia § je derivovanie a nech k < n je prirodzené ¢islo. Potom Pj(R) je
invariantny podpriestor priestoru P,(R) vzhladom na transformaciu 4.
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Priklad 4.4. Linedrna transformaécia ¢ priestoru Vs(R) je dana maticou

a1 diz2 ais 0 0
G21 dz2 423 0 0
A = asq as9g ass 0 0
Q41 G42 443 (44  (G45
G517 Gs2 ds3 0454 055

vzhladom na kanonickd bazu. e; = (1,0,0,0,0), e; = (0,1,0,0,0), - - - . Podpriestor
S = [e1,e2,e3] (generovany vektormi eq,€2,e3) je invariantny podpriestor. Sku-
to¢ne: vektory priestoru § maji posledné dve zlozky nulové. Citatel Iahko skontro-
luje, Ze aj ich obrazy maju posledné dve zlozky nulové.

Budeme uvazovat o jednorozmernych invariantnych podpriestoroch. Nech R
je jednorozmerny invariantny podpriestor priestoru V(F') vzhladom na transfor-
méciu ¢. Nech R je generovany vektorom a, t.j. R = [a], kde a # 0. Kedze R je
invariantny podpriestor, plati

ela) € R.

To znamend, ze p(a) je tvaru
(1) o) = A,

kde A € F je skalar.

Definicia 4.2. Vektor a, ktory generuje jednorozmerny invariantny podpries-
tor R priestoru V(F) vzhladom na transforméaciu ¢ sa nazyva charakteristicky
(vlastny) vektor transformécie ¢. Skalar A v rovnosti (4.1) sa nazyva charakte-
ristickd (vlastnd) hodnota transformacie .

Veta 4.1. Nech R je jednorozmerny invariantny podpriestor priestoru V (F)
vzhladom na transformaciu ¢. Nech «, A\ st charakteristicky vektor a charakte-
risticka hodnota transformacie . Nech 3 je Iubovolny vektor podpriestoru R. Po-
tom

(4.2) »(B) = AB.
Dékaz. Kedze B € R, plati B = k- a, kde k € F. Po¢itame ¢(3) = p(ka) =
=kp(a) =k(Aa) = MEka) = A\8. O

Teda kazdy vektor jednorozmerného invariantného podpriestoru sa transformuje
pomocou charakteristickej hodnoty A.
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Veta 4.2. Nech A\ je charakteristicka hodnota transformécie ¢ n-rozmerného
vektorového priestoru V(F). Nech A je matica tejto transformacie (vzhladom na
nejaka bazu). Potom \ je koreii rovnice

(4.3) d(A—)\,)=0.
Dokaz. Nech a je charakteristicky vektor transformacie ¢ prislichajaci charak-
teristickej hodnote \. Nech e1,e9,...,&, je nejaka baza priestoru V(F) a
. =2181 + X982 + -+ TpEy,
ola) =y1e1 +y2e2 + -+ + Ynen

st vyjadrenia vektorov e a p(a) v tejto baze. KedZe je p(a) = Aax, z tychto
vyjadreni vyplyva
Y1 = AT1, Yo = ATo, ..., Yp = ATy.

Podla (2.4) véak méame
(Y1,Y2, -y yn) = (T1,22,. .., 2n)A
alebo (po dosadeni)
(Ax1, Ao, ..oy ey) = (21, 22,...,25)A.

Citatel lahko zisti, Ze posledna rovnica vedie na sustavu rovnic

a11r1+a e+ ap1ry, = Axq,

1201+ ao2To+ - + ap2xy, = Ao,

(4.4)
A1pT1+a2pT2+- " + AppTp = /\xna

ktor, kedZe ide o stistavu homogénnych rovnic, napiSseme v tvare

(a11 — N+ az172+ oot aniry =0,
ajaxi+(aze — N)az+ s apaxy =0,

(4.5)

a1n1+ aonta+-- + (apn — A, =0,
kde a;;, st prvky matice A. Vidime, 7e matica ststavy (4.5) je (A — \J,,)T. Kedze
a # 0 (preco?), musi mat uvedena ststava aj nenulové rieSenie. To vSak je moiné

iba vtedy ked determinant matice ststavy (teda aj determinant transponovane;
matice ststavy) je rovny nule. Mame tak

all — A a1 Ce a1n
asq aog — /\ Cee aon
=0, alebo d(A—)\,)=0.
anit Qo ce. Gpp — A
Tym je dokaz vety skonceny. O

Lahko sa ukéaze, Ze rovnicu (4.3) mozeme pisat v tvare
(4.6) A+ N e+ an N+ a, = 0.

Vidime, Ze ide o rovnicu n-tého stupia majicu koeficienty z pola F.
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Definicia 4.3. Rovnicu (4.3) resp. (4.6) nazyvame charakteristickou rovnicou
a jej lTavl stranu charakteristickym polynémom transformacie . Charakteristicky
polyném oznacéime P(\).

Poznamka 4.1. Moze sa stat, ze rovnica (4.6) nemé v poli F' ziaden koren.
Ako uvidime neskorsie existencia korena je zarucena, ked F' je tzv. algebraicky
uzavreté pole. Napr. pole realnych ¢isel nie je algebraicky uzavreté, lebo ako ¢itatel
vie zo strednej skoly existuj rovnice 2-ho stupna s redlnymi koeficientami nemajice
realny korenr. Pole komplexnych éisel je algebraicky uzavreté. (Toto tvrdenie dokézal

K. F. Gauss v r. 1799.)

Z tejto poznamky a vety 4.2 vyplyva tvrdenie:

Kazda linearna transformacia vektorového priestoru nad algebraicky uzavretym
polom ma aspori jednu charakteristickit hodnotu a tym tiez aspoil jeden charakte-
risticky vektor.

Poznamka 4.2. Ked chceme najst vlastné vektory nejakej linearnej transforma-
cie vektorového priestoru (koneénej dimenzie) nad polom F' postupujeme obycajne
tak, Ze riesime rovnicu (4.6) a vypoéitame vlastné hodnoty transformécie. Ku kaz-
dej vlastnej hodnote A, ktord je z pola F (ak takato vobec existuje), napiseme
stistavu (4.4) alebo, ¢o je to isté, (4.5). (Pozor, matica tejto ststavy je (A —AJ,)T")
Ststavu vyriesime. Kazdé nenulové riesenie tejto sustavy je vektor suradnic charak-
teristického vektora, ktory sa transformuje hodnotou .

Priklad 4.5. Linearna transformacia ¢ : Vo(R) — V5(R) je dana (vzhladom na
kanonick bazu) touto maticou

Charakteristicka rovnica transformacie ¢ je

o((3) () =

Po uprave
—A 1
o
alebo
A +1=0.

Vidime, Ze rovnica nema redlny koren, t.j. transformacia ¢ nema jednorozmerny in-
variantny podpriestor. Je to pochopitelné, lebo transformacia ¢ zodpoveda v pries-
tore orientovanych tsediek v rovine (izomorfnom priestoru V(R)) otoceniu o 90°.
Presvedcte sa o tom.
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5 3
4 4
4 4

nam urcéuje transforméciu ¢ vektorového priestoru V5(R) vzhladom na bazu
e1 = (1,2), ex = (1,—2). Charakteristicka rovnica transformacie ¢ je

Priklad 4.6. Matica

5\ 3 ‘
1 1 —0
-+
alebo 5 5 9
(=N (=4t N+ —==
CnCens =0
¢o Tahko upravime na
N —1=0.
Korene tejto rovnice (vlastné hodnoty transformaécie 1) s A\y = 1, Ay = —1.

Ststava (4.5) pre charakteristick hodnotu Ay =1 je

5} 3
(Z_ )1’1— —1}2:0,
3 5}

le_(i + 1)ag =0,

po uprave

1 —31’2 :0,

L1 —31’2 =0.

Podpriestor rieseni tejto stustavy je {(3p,p); p € R}, o znamena, ze kazdy charak-
teristicky vektor a, prislachajici vlastnej hodnote 1, ma vektor stradnic (3p,p),
kde p € R. Teda o = 3pey + pe2 = 3p(1,2) + p(1,-2) = (4p,4p) = (r,r), kde
r € R. Odtial vyplyva, Ze charakteristickym vektorom je Iubovolny nenulovy vek-
tor (x1,x2), pre ktory plati 1 = 5. To znamend, Ze invariantnym podpriestorom
je mnozina S = {(x1,x2); 1 = 22} vietkych vektorov leZiacich na priamke y = x.
Dalej plati 1)(a) = la = a. Naozaj, vypocitali sme, Ze vektor stradnic lubovolného
vlastného vektora je (3p, p). Ak ho transformujeme maticou zobrazenia, dostaneme

5
(3p,p) - <_§ 3 > = (%p — %p, %p — %p) = (3p, p). Vidime, Ze vektor stiradnic,teda
4

ani samotny vektor, sa transforméaciou nezmenil.
Ststava (4.5) pre A2 = —1 je

5) 3
(Z + 1)1’1— sz = 07
3

5)
Tt + D2 =0,

po uprave

31‘1 — I3 :0,

31’1 — I3 :0
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Podpriestor rieseni tejto stustavy je {(p,3p); p € R}, o znamena, ze kazdy charak-
teristicky vektor [ prislichajtci vlastnej hodnote —1 mé vektor sturadnic (p,3p),
kde p € R. Teda 3 = per + 3pe2 = p(1,2) + 3p(1,-2) = (4dp,—4p) = (r,—7),
kde r € R. Odtial vyplyva, Ze charakteristickym vektorom je Tubovolny nenulovy
vektor (x1,x2), pre ktory plati @1 + 22 = 0. Charakteristickym vektorom je napr.
B =(1,—1) a invariantny jednorozmerny podpriestor T' = {(x1,x2); 21 + 22 = 0}
je mnozinou vsetkych vektorov leziacich na priamke y = —z. Podobne ako vyssie,
¢itatel lahko skontroluje, Ze plati ¥(8) = —18 = —8.

V definicii 4.3 sme lava stranu rovnice (4.6) nazvali charakteristickym polynoé-
mom transformacie ¢, vynechajiac slova ,pri danej baze“. Tym sme naznaéili, ze
charakteristicky polyném nezavisi od volby bazy. To vsak treba dokazat.

Veta 4.3. Charakteristicky polynom linedrnej transformacie n-rozmerného vek-
torového priestoru nezavisi na volbe bazy.

Dékaz. Charakteristicky polyném (podla 4.3) je
P(\) =d(A - )],),

kde matica transformacie A zavisi od zvolenej bazy. Prejdeme k novej baze po-
mocou matice prechodu P. Matica transformécie v novej baze podla vety 2.4 je
P - A . P!, Charakteristicky polyném pre tto maticu je d(PAP~1 — \J,) =
= d(PAP~! — A\PJ,P~1) = d(P(A — \J,)P7!) = d(P)d(A — )\J,)d(P~!) =
= d(PP~1)d(A — \AJ,)) = d(A — )\J,,) = P()\). Vidime, 7e prechodom k inej baze

sa charakteristicky polyném nezmenil. O

Poznamka 4.3. Z toho, Ze charakteristicky polyném nezéavisi od volby bazy
vyplyva, ze ani charakteristicka rovnica ani charakteristické hodnoty a charakteris-
tické vektory od nej nezavisia. Su to invarianty linearnej transformacie.

V priklade 4.6 kazdy charakteristicky vektor prislichajtci charakteristickej hod-
note 1 generuje ten isty jednorozmerny invariantny priestor S. Inymi slovami: ne-
existuji dva linearne nezavislé charakteristické vektory prislachajice hodnote 1.
Podobne to je to aj s hodnotou —1. Nasledujuci priklad ukazuje, Ze tomu vzdy tak
nie je.

Priklad 4.7. Transformacia ¢ : V3(R) — V3(R) je danéd maticou (vzhladom na
kanonickt bazu)

3 -1 3
A= 2 0 6
3 =3 11

Vypoéitame charakteristicka rovnicu:

3—A —1 3
2 —-A 6 =0,
3 -3 11-2A\

po uprave

A3 — 1407 444\ — 40 =0,
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alebo

(A —2)%(A—10) = 0.

Vidime, %e charakteristické hodnoty st redlne &isla® A\ = Ay = 2, Ag = 10.
Napiseme ststavu (4.4) pre hodnotu Ay ; = 2. Mame ststavu

21 + 229 + 323 =0,
—T1 — 21’2 — 31’3 = 0,
31‘1 + 61’2 + 91’3 = 0,

ktorej podpriestor riesent je
S ={(-2p -3¢ p. 9); p,q € R}.

Lubovolny nenulovy vektor priestoru S je charakteristicky vektor prisliichajtci cha-
rakteristickej hodnote 2. Zvolme napr. charakteristické vektory a = (—2,1,0),
B = (—3,0,1). Citatel nech si skontroluje, e vektory a,3 st linedrne nezavislé
aze pla)=(-2,1,0)-A=(-4,2,0) =2a, ¢(B) =(-3,0,1)-A = (—6,0,2) = 283.

Podobne pre hodnotu A3 = 10 mame ststavu

—71‘1 + 21’2 + 31’3 = 0,
—X1 — 101’2 — 31’3 = 0,
3v1 + 622 + 23 =0,

ktorej podpriestor rieseni je {(p, —p, 3p); p € R}. KedZe vzhladom na kanonic-
ki bazu st stradnice vektora priestoru V3(R) rovné jeho zlozkam, tento pod-
priestor je zaroven jednorozmernym invariantnym podpriestorom transformacie .
Za charakteristicky vektor zoberieme napr. v = (1,—1,3). Citatel si overi, Ze

e(v) =(1,-1,3) - A = (10,-10,30) = 10~.

Z prikladu 4.7 vyplyva, ze charakteristické vektory, ktoré sa transformuja tym
istym charakteristickym ¢islom, mozu byt linearne zavislé i linearne nezavislé. Do-
kazeme, ze charakteristické vektory prislichajtce roznym charakteristickym ¢éislam
st vzdy linearne nezavislé.

Veta 4.4. Nech a,a,. .., st charakteristické vektory linearnej transforma-
cie o : V(F) — V(F), tej viastnosti, ze im odpovedajice charakteristické hodnoty
A, A2, ..., A\ st navzajom rozne. Potom vektory ay, s, ..., a st linedrne neza-
vislé.

Dokaz. Vetu dokazeme matematickou indukciou. Ak k = 1, veta plati. Nech je

veta spravna pre k — 1 vektorov (k > 1). Predpokladajme nepriamo, ze tvrdenie
neplati pre k vektorov, t.j.

(4.7) 1y + oz + - - - + Ccpog :67

*)Miesto ,charakteristick4 hodnota® mézeme hovorit ,charakteristické ¢&islo* pripadne
,vlastné ¢islo“.
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kde napr. ¢; # 0. Ak na rovnost (4.7) aplikujeme transforméciu ¢, dostaneme
crp(an) + cap(an) + -+ explan) =0,
alebo
(4.8) cihiaq + cadoag + -+ ey = 0.
Ak rovnicu (4.7) vynésobime \; a odéitame od rovnice (4.8), dostaneme
(M —Ap)ag +Fea(Aa — Ap)ag + -+ cp—1(Akm1 — Ap)ag—1 = 0.

Kedze ¢; # 0, Ay — A\ # 0, z poslednej rovnosti vyplyva, ze o, g, ..., ap—1 st
linearne zavislé vektory, ¢o je spor s indukénym predpokladom. O

Dosledok. Nech linearna transformacia ¢ n-rozmerného vektorového priestoru
V(F) mé n navzajom rozuych charakteristickych hodnot Ay, Aa,..., N\, € F. Ak
prislusné charakteristické vektory vezmeme za bézu priestoru V (F'), matica trans-
formacie ¢ je tvaru

A, 0, 0, , 0
0, A2, 0, , 0
(4.9) D=
07 07 07 b An
Dokaz. Podla predchadzajicej vety st charakteristické vektory e1,€2,...,&, li-

nearne nezavislé, t.j. mozno ich vziat za bazu priestoru V(F'). KedZe e; st charak-
teristické vektory, plati

99(61) = /\1517
99(52) = \a€2,
w(en) = Anen,

alebo

S‘Q(Ei):/\161—|—0-52_|_..._|_0‘€n7
‘P(sz):O.sl—|-/\252_|_..._|_0,€n7

S‘Q(sn):0-61—|—0-€2_|_..._|_/\n€n7

¢o znamena, ze matica linearnej transformacie ¢ je tvaru (4.9). g



§ 4. Invariantné podpriestory 177

Priklad 4.8.V priklade 4.6 sme mali linearnu transforméciu ¢ : Vo(R) — V2(R)

dan®i maticou
2= (1 1)

vzhladom na bézu 1 = (1,2), e = (1,—2). Nasli sme jej charakteristické éisla
A1 = 1, s = =1 a charakteristické vektory napr. a = (1,1), 8 = (1,—1). Kedze
A1 # Ay, vektory a, 3 st linearne nezavislé. Preto ich mozeme zvolit za bazu pries-
toru Va(R). Podla dosledku vety 4.4 matica transformécie ¢ vzhladom na bazu

{o, B} je

o Ot
O |

Skutocne, Tahko vypoéitame

a=(1,1)=—-e +

] o

1 3
5:(17—1)21'51—%1'52

Matica prechodu od béazy {e1,e2} k baze {a, 8} a jej inverzna matica je

3 1 3 _1

i 1 —1 2 2
(1) e (1]

1 1 2 2

Preto podla vety 3.3 mame
3 1 5 3 3 1
" —1 11 i1 2 T2 L0

1 1 1 1 2 2

Aby sme si nage ivahy zjednodu$ili, v dalsom vzdy budeme predpokladat line-
arnu transformaciu ¢ : V,,(F) — V,(F), t.j. v aritmetickom priestore n-tic.
Bude celné, ked vyslovime nasledujtcu definiciu.

Definicia 4.4. Dve matice A, B typu n x n nad polom F' st podobné, ak existuje
reguldrna matica P typu n x n takd, ze B = P-A-P~!. Hovorime, 7e sme maticu A
transformovali (konjugéciou) maticou P na maticu B.

Ked pouzijeme pojem podobné matice a vezmeme do ivahy vetu 3.3 dostaneme
nasledujiicu vetu.

Veta 4.5. Dve matice A, B typun xn nad polom F reprezentuju t1i isti1 linedrnu
transformaciu ¢ : V,(F) — V,(F) prave vtedy ked st podobné.

Dékaz. 1. Skutoéne ak si v priestore V,(F) zvolime bazu M a matica A re-
prezentuje transforméaciu ¢ : V,,(F) — V,(F) vzhladom na tito bazu, tak tato
transformacia bude vzhladom na intt bazu M’ reprezentovana podla vety 3.3 mati-
cou B=P-A-P7! kde P je matica prechodu od bazy M k baze M’'. To znamena:
matice A, B st si podobné.

II. Naopak, ak mame dve podobné matice B =P-A-P~! a ak si zvolime nejakt
bazu, tak maticou A bude uréend linearna transformaéacia ¢ : V,,(F) — V,(F).
Podla vety 3.3 Tahko prejdeme pomocou matice Pk novej baze, kde zobrazenie
bude reprezentované maticou B. O



178 Kapitola 5 LINEARNE ZOBRAZENIA

Dé6sledok. Podobné matice maji rovnaké spektrum.
Dokaz vyplyva z vety 4.3 z vety 4.5. g

V istom zmysle najjednoduchsou maticou linearnej transformacie je diagonélna
matica. Je otazka, ktora linedrna transformacia sa da reprezentovat diagonalnou
maticou.

Veta 4.6. Matica A typu nxn je podobna diagonalnej matici D prave vtedy, ked
charakteristické vektory, ktoré prislichaja transformacii ¢ vektorového priestoru
V. (F), reprezentovanej maticou A, generuju cely vektorovy priestor V,,(F).

Dokaz. Nech A je matica transformacie ¢ vzhladom na nejakt bazu M. Nech
vlastné vektory transformacie ¢ generuju cely priestor V,,(F). Potom z nich mozno
vybrat novi bazu {ny, 92, ..., 1, }. Podobne ako v dokaze dosledku vety 4.4 mozeme
pisat

e(m) = A,
@(m2) = A2ma,
(M) = A,
¢ize matica transformécie ¢ vzhladom na novi bazu je
A0 .00
0 X ... O
D= .
0o 0 ... A\

Podla vety 4.5 st matice A a D podobné.
IT. Naopak, nech A je podobna nejakej diagonalnej matici D. Predpokladajme,
7e A je maticou zobrazenia ¢ vzhladom na kanonick bazu. Potom existuje baza

M ={ni,n2,...,n,} takd, Ze vzhladom na nu je ¢ reprezentovand maticou D. To
ale znamena, ze vektory bazy M si charakteristické vektory.
Naozaj

om)=dim+0-m2+---+0-n, =din,
o(n2)=0-m +dome+ -+ 01, = dam2,

Teda D je tvaru

d 0 ... 0

0 dy ... O
D= . )

0o 0 ... d,

a diagonalne prvky D st vlastné hodnoty D a teda aj A. KedZe béaza generuje
Vo (F), aj vlastné vektory generujiu V,(F). O
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Poznamka 4.4. Ak o matici A vieme, Ze je podobna diagonalnej matici, lebo
mozno vybrat n linedrne nezavislych vlastnych vektorov transformacie, ktori re-
prezentuje, vznika otazka, ako urcit maticu prechodu P, ktora transformuje maticu
A na diagonalnu maticu D = P - A - P~ Problém riesi nasledujtci dosledok pred-
chadzajicej vety.

Désledok vety 4.6. Nech matica A je maticou linearnej transformacie p (vzhla-
dom na bazu M = {e1,e2,...,en}) a nech M' = {m,n2,...,n,} je baza li-
nearne nezavislych charakteristickych vektorov transformécie ¢. Potom maticou
prechodu P od bdzy M k bdze M' je matica, ktorej riadky st vektory stradnic
vektorov n; vzhladom na bazu M.

Dokaz. Skutocne

M = p11€1 + P12€2 + - + P1n€n
2 = p21€1 + P22€2 + - + P2n€n

MNn = Pn1€1 + Pn2€2 + - + Pan€n,

éize
T €1
2 €2
=P.
Mn €En

Porovnaj s (2.3) v kapitole 3.) Potom podla vety 3.3 méme D =P -A-P~!, O
( js(2.3) vkap p y

Iny dokaz. Vektory suradnic vektorov n; transformujme maticou A. Dostaneme
vektory stradnic vektorov ¢(mn;). Kedze plati p(n;) = d;n;, kde d; je vlastné éislo
prislichajice vektoru n;, mame

P11 P12 ... Pin a1 diz2 ... dip
P21 P22 ... DP2n a1 d22 ... dap
Pni1 Pn2 cee Pnn anil dn2 cee Ann
d1p11 d1p12 dlpln
d2P21 d2P22 dzpzn
d 0 ... 0 P11 Piz ... DPin
0 d2 Ce 0 P21 P22 ... P2n
0O 0 ... d, Prl Pn2 .-+  Pnn

Vidiet, ze P-A=D - P.
KedZe riadky matice P st vektory stradnic linedrne nezavislych vektorov n;, je
matica P regularna a mame D =P -A.P~1, O



180 Kapitola 5 LINEARNE ZOBRAZENIA

Poznamka 4.5. Vo vete 4.4 sme dokazali, Ze ak st vSetky vlastné hodnoty
matice A navzajom rozne, vlastné vektory k nim prislichajice st nezavislé, tvoria
bazu a podla dosledku tejto vety i podla vety 4.5 je matica A podobna diagonélne;j
matici. Podmienka vzajomnej roznosti vlastnych hodnot matice A nie je podmien-
kou nevyhnutnou. Ako ukazuje nasledujici priklad, n linearne nezavislych vektorov
mozno (niekedy) vybrat aj v tom pripade, ked vlastné hodnoty nie st navzajom
rozne.

Priklad 4.9. V priklade 4.7 sme skimali transforméciu
¢ : V3(R) — V5(R)

dant (vzhladom na kanonick bazu) maticou

3 -1 3
A= 2 0 6
3 =3 11

Vypocéitali sme jej vlastné hodnoty Ay = 2, Ay = 2, A3 = 10. Nasli sme dva linearne
nezavislé (1) vektory

6 = (_37 07 1)
prislichajiice vlastnému ¢islu 2 a dalsi vektor
Y= (17 _17 3)

prisltichajici vlastnému ¢islu 10. Ako sa moZno lahko presveddit, tieto tri charakteris-
tické vektory s linedrne nezavislé a teda generuju cely priestor V3(R). Preto ak
ich vezmeme za bazu, matica transformacie  bude

2 0
D=0 2 0
0 0 10

Presvedéime sa o tom. KedZe A je maticou transformacie ¢ vzhladom na kanonick
bazu, mame

-2 1 0

P=| -3 1

1 -1 3

a ako citatel vypodita je

1 3 1
8 8 8
—1 10 6 2
P=1 % -5 &
3 1 3
8 8 8
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Dostévame tak

9 1 0 3 _1 3 £ —8 &
D=P-AP'=|-3 0 1 2 0 6 R 2=
1 -1 3 3 -3 11 30 _1 3
8 8 8
1 3 1
—4 2 0 s s 3 2 0 0
10 6 2
10 —10 30 3 1 3 0 0 10
8 8 8

Priklad 4.10. V priklade 4.5 sme mali maticu transformécie ¢ vo Vi2(R)

(4.10) A- (_(1) é)

ktorej charakteristicka rovnica je
(4.11) M +1=0.

Jej korene A\ = 1, Ay = —1 st vlastné ¢isla transformacie. Transformacia vo-
bec neméa jednorozmerny invariantny priestor. Matica nie je podobna diagonalnej
matici nad R. Inak je to nad polom komplexnych ¢isel C. Majme na mysli trans-
forméciu ¢ : Vo(C) — V2(C), ktorej matica vzhladom na kanonicka bazu je (4.10)
a charakteristickd rovnica (4.11). Vypodcitame jej charakteristické vektory. Kedze

-2 1 . . ’ ;
A—-)\), = <_ >, pre Ay = ¢ mame sustavu rovnic:

1 =X
—x —y =0,
x—ay =0,
po uprave
x—ay =0,
x—y =0.

Podpriestor rieSeni danej ststavy je S = {(ip,p); p € C'}. Nakolko mame kanonic-

kit bazu, tento podpriestor je zaroven jednorozmernym invariantnym podpriestorom

transformécie . Vlastny vektor je napr. a = (¢,1). Vidiet, ze S = [(¢,1)].
Ststava rovnic pre Ay = —1 Je

i —y =0,

x4y =0,
po uprave

x4y =0,

x4y =0.



182 Kapitola 5 LINEARNE ZOBRAZENIA

Podpriestor rieSeni danej ststavy je T = {(—ip,p); p € C}, ktory podobne ako
vyssie je zaroven jednorozmernym invariantnym podpriestorom transformacie .
Vlastny vektor je napr. 8 =(—i,1) a tiez T =[(—1,1)].

Citatel skontroluje, 7e

e =n- (] ) =Cri=itn=ia

Teda vektor a sa naozaj transformuje pomocou vlastnej hodnoty Ay = 7. Podobne
aj @(B) = —ifB. KedZe vlastné ¢isla s rozne, vlastné vektory «, 3, st linearne
nezavislé, teda tvoria bazu priestoru V5(C'). Ked kanonicki bazu oznadime ako
obyéajne {ey, 2}, vidime, Ze

o = i'€1+1'€2,
ﬁ:—i'€1+1'€2.

Preto matica prechodu od bazy {ey, e2}, k baze {«, 8}, je

S
(-1 D)

Podla vety 2.4 matica transformacie ¢ vzhladom na bazu {a, 5} je

o (D)) (H D= DG

Vidiet, ze v stlade s désledkom vety 4.4 ide o diagonalnu maticu majicu na hlavnej

a jej inverzna matica

[T TN
I TN

I TN

diagonale vlastné cisla.

. 0 1
Matica <_1 0

> nebola podobna diagonédlnej matici nad R ale nad C uz
0
(vobec) podobnéa diagonalnej matici.

Jje podobna matici < _?). V nasledujicom priklade uvedieme maticu, ¢o nie je

Priklad 4.11. Skiimajme maticu

transformécie ¢ : Vo(R) — V2(R), vzhladom na kanonick bazu. Charakteristicka
rovnica

1—A 2
0 1—A

-

éize

(1-X*=0
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ma dvojnasobny koren Ay = Ay = 1.
Ststava pre vlastny vektor

0-z40-y=0

2:.240-y=0
ma podpriestor rieseni S = {(0,p); p € R}, ktory je pri kanonickej baze aj
invariantnym podpriestorom nagej transformacie. Generuje ho napriklad vlastny

vektor a = (0,1). Vidiet, ze vSetky vlastné vektory st nésobky a. Nendjdeme
dva linearne nezavislé vlastné vektory. Matica nie je podobna diagonalnej matici.

Ako sme uz poznamenali vyssie, existuju linearne transformacie realnych vekto-
rovych priestorov, ktoré nemaji jednorozmerny invariantny podpriestor. Také bolo
napriklad zobrazenie z prikladu 4.10. Je jasné, Ze linearna transformacia priestoru
Vo.(R) nemé jednorozmerny podpriestor prave vtedy, ked jej charakteristicky po-
lyném |A — AJ,,| nemd realne korene. Plati nasledujica veta.

Veta 4.7. Linearna transformécia ¢ : V,,(R) — V,(R) ma vzdy jednorozmerny
alebo dvojrozmerny invariantny podpriestor.

Dékaz. Nech A je matica transformaécie ¢ vzhladom na nejaki (napr. kanonick)
bazu. Ak ma polyném |A — A\J,,| redlny koren, tak vlastny vektor a patriaci tomu
korenu generuje jednorozmerny invariantny podpriestor [a].

Zostava uvazit pripad, ked charakteristicky polyném ma len komplexné korene.
Nech \g = r + si je taky koren pricom s # 0. Ak napiSeme ststavu rovnic (4.4) pre
tento koren mame

a1y + a1 + -+ apra, = (r +s1) -

a12%1 + G222 + -+ apaxy, = (r + s1) - 29

A1pT1 + A2pT2 + -+ AppTp = (T + Sl) * Ty

Tato homogénna stistava ma aspon jedno nenulové (1) rieSenie nad polom komplex-
nych ¢isel. Nech je to napr. n-tica

(4.12) (w1 4 vit,ug 4+ vai, ..o Uy + Vnt),
v ktorej aspon jedno v; # 0. Ak ju dosadime do ststavy, mame
(w1 4+ vit,ug + oty oo tp Fopt) - A= (r+si)(up + vit,ug + vaiy ..o, Uy + Vnt).

V poslednej rovnici oddelime redlnu a imaginarnu cast. Tak mame

(U, us, .o oyty) - A= (rup — sv1,Tu2 — SU2,. .., Uy — SU,) =
= r(uy,ug, ..., Up) — $(V1,02,...,0)
a
(01,02, ..., 00)A = (rv1 + Su1, 102 + SUz, ..., TV, + SUy) =

=r(v1,va, ..., 0n) + s(Ur, Uz, ... Up).
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Oznaéme a = (uy,us,...,up) a B = (v1,v2,...,0,). Vidiet, ze a,3 € V,(R).
Posledné rovnice vlastne hovoria, ze obrazy danych vektorov s

(4.13) pla) =ra—sg
p(B) =B + scx

Dokazeme, ze vektory a, 8 st linearne nezavislé.

Skutoéne, ihned vidime, ze 8 # 0, lebo v opa¢nom pripade by n-tica (4.12)
pozostavala z realnych ¢isel, ¢o by znamenalo, Ze redlny vektor by sa transformoval
pomocou komplexného vlastného ¢isla g, ¢o nie je mozné. Ak by vektory a, 3 boli
zavislé bolo by a = ¢B. Potom 7z (4.13) mame

p(cB) = reB — 5B,
©(B) =1rB + scB.

Ak druht rovnicu vynasobime ¢éislom ¢ a pouzijeme ¢(c¢f3) = cp(3), dostaneme

cp(B) =ref — 58,
cp(B) =reB +sc?B,

odkial 58 = —sc?3, ¢ize s(1 + c*)B = 0. KedZe s £0,1+c*#0, mame 8 = 0, o

je spor s tym, ze 3 # 0. Zo (4.13) ale vyplyva, Ze p(a),¢(8) € [, 8], teda o, B
generuju invariantny podpriestor dimenzie 2. (Pozor, a, 8 nie st vlastné vektory!)
Tym je dokaz skonceny. O

Poznamka 4.6. Priklad 4.7 ukazuje, Ze invariantny podpriestor linearnej trans-
formécie V,,(R) dimenzie dva moézu generovat aj dva linedrne nezavislé vlastné vek-
tory prislichajice tomu istému realnemu vlastnému ¢islu, v tomto pripade ¢islu 2.

Naozaj, lahko zistime, Ze podpriestor

S ={(-2p—3p,p,q);p,q € R} =[(-2,1,0),(=3,0,1)]

je invariantny podpriestor dimenzie dva.

Nasledujuci priklad ilustruje vetu 4.7.

Priklad 4.12. Nech je dand transformacia ¢ : Vy(R) — V,(R) nasledujicou
maticou (vzhladom na kanonicka bazu).

-1 2 - 7

-1 1 -2

A= 0 0 5)
0 0 -1 4

Uréime charakteristicky polynom a vlastné ¢isla matice. Zistime ¢i existuje jedno-
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rozmerny invariantny podpriestor; ak nie, uréime dvojrozmerny. Pocitame

—1-A 2 1 7
~1 I N
PO = 0 0 =\ 5 |
0 0 —1 4-)
11—\ 1 =2 2 —1 7
= (—=1-21) 0 —A 5 |+ 0 -\ 5 | =
0 -1 4-) 0 -1 4-2)
= (14N (1 =N\ =4\ +5) +2(\2 — 4N+ 5) =

1 —
= (AN —4A+5) - (M +1) = A" —4)\® 4 6)% — 4\ + 5.

KedZe v priebehu vypoctu sme polyném P(A) mali rozloZeny na siéin dvoch kvad-
ratickych polynémov P(\) = (A2 —4\ +5)- (A% + 1), jeho korene Tahko vypoéitame:
/\1 :i, /\2 :—i, /\3:2—|—Z7 /\4:2—Z
Vidiet, ze charakteristicky polyném nema redlny koren. To znamena zobrazenie ¢
nema jednorozmerny invariantny podpriestor. Uréime dvojrozmerny invariantny
podpriestor uréeny vlastnym ¢islom, napr. A3 =2 4. Vidime, ze r =2, s = 1 # 0.

Napiseme ststavu rovnic (4.4) pre koren As.

—11 — a9 = (24 1)y,

201 + @2 = (2 + 1)aa,

—11 + g —xg = (24 10)as,

Teqy — 229 + s + 4wy = (24 1)y,

po uprave
(—3 — Z)l‘l — Ty = 0,
21’1 + (—1 — 1)1}2 == 0,
—I1 + iz + (—2 — 1)1}3 — Ty = 0,
71’1 — 21’2 + 51’3 + (2 — 1)1?4 = 0.

Vidiet, Ze moZno riesit prvé dve rovnice zvlast. Ked prvii vynasobime dvoma a druhtt
komplexnym ¢islom 3 + ¢, dostaneme

2(—3 - Z)l‘l - 21’2 = 0,
odkial vychadza x; =0, x2 = 0. Dosadenim do 3. a 4. rovnice mame
(—2 — 1)1}3 — Ty = 0,
51’3 + (2 — 1)1?4 == 0,
Po vynasobeni prvej rovnice ¢islom —2 + ¢, dostaneme dve rovnaké rovnice

51’3 + (2 — 1)1?4 == 0,
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Podpriestor rieseni danej ststavy je S = {(0,0, i_sz,p); p € R} Néjdeme jedno

nenulové riesenie, napr. pre p =5
(0+0:, 0404, =2+, 54 01)

Podla dvahy v dokaze vety 4.7 vektory a = (0,0,—2,5) a B = (0,0,1,0) sa
linearne nezavislé a generuji dvojrozmerny invariantny podpriestor
[, 8] = {fza +yB; =,y € R} = {(0,0,-2,5) +y(0,0,1,0); =,y € R} =
={(0,0, =22 + y,5x); =,y € R}.
Dalej, podla (4.13) plati

S‘Q(a) =2a — 5 = (0707 _47 10) - (0707 170) - (0707 _57 10)7

e(B)=28+a=(0,0,2,0)+(0,0,-2,5) = (0,0,0,5).

KedZe matica transformacie je vzhladom na kanonicki bazu, moZeme vektory pria-
mo transformovat pomocou matice

p(a) =(0,0,-2,5) = (0,0, -5, 10).

-1 2 7
-1 1 -2

0 0 0 5

0 0 4
Podobne dostaneme ¢(3) = (0,0,1,0) - A = (0,0,0,5). Vykonali sme tak kontrolu
vysledku. Prosime ¢itatela, aby si overil, Ze pre koren \; = 2 — ¢ dostaneme ten isty
podpriestor. Dalsi invariantny podpriestor by sme mohli uréit pre korene \; = ¢
resp. Ao = —1.

V nasledujtucich avahach zistime, aky je vyznam koeficientov charakteristického
polynému danej matice A (typu n x n nad polom F'). Charakteristicky polyném je
tvaru

all — /\ a1 ai1s d1n
a21 A22—X 423 A2n
f(/\) = as31 asz ass — A ... a3n =
anl ana an3 e Opp — A

au—/\ CL12—0 CL13—0 aln—()
CL21—0 CL22—/\ CL23—0 azn—()
— CL31—0 CL32—0 CL33—/\ a3n—0
anl—O anz—() an3—0 ann—/\

Vidime, ze polyném mozeme pisat ako stcet 2" determinantov, z ktorych prvy
bude mat vsetky stlpce len z ,pravych® ¢lenov, dalsich n = (n’i1> determinantov
bude mat n — 1 stlpcov z ,pravych“ ¢lenov, dalsich (g) = ( " ) determinantov

n—2

bude mat (n—2) stlpcov z ,pravych® ¢lenov, ..., <n3k> = (Z) determinantov bude
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mat (kazdy z nich) k stipcov z ,pravych® élenov, ..., 1 = (8) determinant bude
mat vietky stipce len z ,Javych® élenov, tento bude rovny d(A).

Pozrime sa na jeden z determinantov, nazvime ho hoci D, majtci k stlpcov
z pravych ¢lenov a teda n — k stipcov z Tavych ¢lenov. Tieto ,Javé® stipce st viastne
stipce matice A. Takychto determinantov bude (Z), teda s =1,2,..., (")

Napriklad ak n = 7, £ = 3 a vyberieme napr. druhy, piaty a éigsty stipec,
dostaneme nasledujtici determinant Dy, kde s je niektoré z ¢isel 1,2,...,35.
aii 0 a3 aus 0 0 a7
az;i —A a3 a 0 0 aor
asi 0 ass ass 0 0 asr
Ds = |asu 0 as3 aua 0 0 aur
as1 0 as3 asys —A 0 as7
ae1 0 a3z Qg4 0 -\ agr
a;r 0 ars ary O 0 arr

Ak postupne rozvinieme determinant D, podla k stlpcov z ,pravych“ ¢lenov, oznad-
me ich napr. 0y,,04,,...,0;, , dostaneme

(_/\)k ) Mgn_k)v

kde symbol Mﬁ""“) oznacuje ,zvysny“ determinant, ktory zostane po rozvinuti
determinantu D podla k stipcov. V nagom priklade to bude

ailp a1z a4 aiv
_ 3 |@d31 G433 das4 az7| 3 (7-3)
D, =(=)\)"- = (=\)"- M, )
a41 Q43 Q44 Q47
ary  ay3 G4 agt

)

ktoré zostanu po vydiarknuti stipcov o, ,04,,...,04, a riadkov s tymi istymi in-
dexami 9;,, 0i, .-, 0i,. Takyto subdeterminant nazyvame hlavny minor matice A
(n — k)-teho radu.

Ak tento vypocet prevedieme v kazdom determinante D, a spoloény ¢initel (—\)*

Ako vidime na priklade determinant Mﬁ""“ pozostava z tych prvkov matice A,

vylozime pred zatvorku, dostaneme:

(=R R M((f)_k)).
k

Sucet (Z) hlavnych minorov oznaéme c¢g; dostaneme tym nasledujaei élen polynomu
FN)

(EMQATD 4 M 4 M) = (=)

Ak vyssie uvedent uvahu vykoname pre k = n,n — 1,...,1,0, dostaneme cha-
rakteristicky polynom:

FO) = (A enmt (=) Hena(=A)" 7 4 e e (=N +d(A),
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kde ¢,,—1 je stcet hlavnych minorov 1. stupna t.j. prvkov matice A na jej hlavne]
diagonale. Tento stiéet sa nazyva stopa matice. Dalej, ¢,_s je stéet hlavnych mino-
rov 2. stupiia, ..., az posledny determinant mé stlpce len z ,Javych® ¢lenov a teda

je rovny d(A).
Charakteristicky polyném zvykneme pisat v nasledujiicej forme

FO) = (D" — g A" b e AN b (=) T e A 4 (1) d(A)).

Nech A1, Az, ..., A, st korene polynému f(\), vieme, zZe stéet tychto korehov je
zaporne vzaty koeficient pri ¢élene so stuptiom (n—1), teda plati Ay +Aa+-- -+ A, =
Cp—1. Vidime, Ze stcet charakteristickych hodnot je rovny stope matice.

Priklad 4.13. Uvazujme maticu

1 -1 2
A= -2 0 4
-1 -1 4

Jej vlastné hodnoty sa Ay = 1, Ay = 2, A3 = 2.

Pre stcet vlastnych hodnot plati Ay + Ao + A3 =14+ 242 =15 a stopa matice sa
rovna suctu prvkov na hlavnej diagonale, teda 1 + 0+ 4 = 5.

Vidime, ze naozaj sucet vlastnych hodnot sa rovna stope matice.

Priklad 4.14. Postup vypoctu charakteristického polynému si ukaZeme na jeho
vypocte pre maticu typu 3 x 3, pricom bude vidiet vyznam koeficientov.

ajl — A ai2 ais ajl — A a2 —0 a3 —0
f(/\) = as1 azy — A a3 =la —0 azp— X a3 —0]=
asy ass ass — A az1 —0 azx —0 azz — A
—A 0 0 al 0 0 —A a1 0 —A 0 ai1s
= 0 —A 0 + a1 —A 0 + 0 a9 0 + 0 —A ass +
0 0 —A asq 0 —A 0 as9g —A 0 0 ass
ailr  ai2 0 ajl 0 a3 —A aiz 413 ajlp a1z ais
+|az1 a2 O+ |azr —A azs|+| 0 a2 ags|+|az1 a2 azz| =
asy  asz —A asy 0 ass 0 as2 ass asy azz2 ass

=A% s ) — A (0 0| | ) 4 a(A) =

a21 @22

ayl ai2 a1l a1s

= (1P (N = N an + a2 +a33) + M| 0y ana | T [0 ane | T aiz 0z |) = A(A)) =

= (—1)3(\* — e\ + e\ — d(A)).
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Poznamka 4.7. Majme na mysli $tvorcovii maticu typu n x n nad polom F,
ktorej prvky st polynémy v neurcitej A stupna najviac m-tého nad tym istym
polom. Oznaéme ju C(A\) a zvykneme nazyvat M-maticou.(Pozri [5, str. 158].)
Potom je zrejmé, Ze ju mozeme pisat vo forme

CAN=Co+CA+---+C,\",

kde C; st matice typu n xn nad F Napr.

2430 —2  A+5 (-2 5) (3 1 2 0\
( N7 A2+A—3>_<—7 —3)*(0 1)“(1 1>A'

Definicia 4.5. Nech
fl2) = amae™ + apm_y2™ '+ Fajx +ag

je nejaky polyném nad F. Nech A je $tvorcova matica typu n x n nad F. Potom
vyraz

f(A) — amAm + am—lAm_l +---+aA+agd,
nazyvame polynom matice A.

Veta 4.8 (Cayleyho - Hamiltonova). Nech A je Stvorcovd matica typu
n x n nad polom F. Dalej nech P()\) je charakteristicky polyném matice A. Potom
P(A)=0,.

Doékaz. Najprv poznamenajme, 7ze
P(/\) = |A - /\Jn| = an/\n + an—l/\n_l +--- 4 Cll/\ + ag

je charakteristicky polyném matice A.

K matici (A—AJ,,) zostrojime maticu C(\) tak, Ze jej prvok c¢;x(\) je algebraicky
doplnok patriaci k prvku stojacemu v k-tom riadku a i-tom stipci v matici (A—=\J,,).
Je jasné, Ze ¢;;(\) je polyném v neuréitej A stupia najviac n — 1. Kedze

1
— -1 - — .
Je aj
1
cize
(A—=2J,)-C\) =|A—AJ,| o,

alebo

(4.14) P(A) - 3y = (A= 2J,)C(N),

Vidime, Ze sticin matice A—\J,, a matice C(\) je diagondlna matica majica vsetky
prvky hlavnej diagonély rovné P(\).
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KedZe maticu C(\) je A-maticou, v ktorej kazdy prvok je polyném stupna najviac
n — 1)-ho, podla poznamky 4.7 mozeme ju pisat v tvare
) P P y Jup

C(/\) = CO + Cl/\‘|‘ ‘I’Cn—l/\n_lv

kde C; st matice typu n x n.
Vypoéitame lavi stranu (4.14):

PN - J = andn A" + o1 I A" agdo )+ agd

Vypoéitajme aj pravia stranu (4.14):
(A— /\Jn)C(/\) = (A— /\Jn) . (Cn_l/\n—l —I—Cn_z/\n_2 +-- —I-Cl/\—l-C()) = —Cn_l/\n +
(AC,,_; — Cha)\" 1+ (AC,—y — Cpim3) A" 2 + -+ + (AC; — Co)\ + Co.

Porovnanim koeficientov z lavej i pravej strany (4.14) dostaneme

aan - _Cn—l
an—lJn = Acn—l - Cn—2
an—ZJn - ACn—Z - Cn—3

alJn = AC1 - Co

aan = ACO
Ked dané rovnosti vynésobime zlava postupne A", A"~1 A"~2 A A° =],
dostaneme
a, A" = —A"C,_,
Cln_lAn_l == A"Cn_l — An_lcn_z
an_ZAn—Z — An—lcn_2 o An—Z(:n_3
AA = A’C, — AC
aan = ACO

Rovnosti s¢itame. Dostaneme P(A) = 0,,, ¢o bolo treba dokazat. O

Poznamka 4.8. Mohlo by sa zdat, ze do (4.14) stadi dosadit za A maticu A,
ale na pravej strane (4.14) mame ¢islo A, nie maticu.

Veta 4.9. Nech A € F je vlastna hodnota nasledovnej linearnej transformacie
¢ : Vu(F) = Vyo(F) danej maticou A vzhladom na kanonickii bazu. Nech o =
= (x1,22,...,xy,) je vliastny vektor transformécie prislichajiici vlastnej hodnote \.
Nech dalej

P(A) =anA™ + A1 A"V o @ A+ agl,

je Iubovolny polyném matice A, kde a; € F.
Nech i : V,(F) — Vo (F) je linedrna transformacia urcéend maticou $(A) vzhladom
na kanonicku bazu. Potom
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1) « je vlastny vektor zobrazenia .
2) Vlastny vektor a zobrazenia i sa transformuje vlastnou hodnotou

DS(N) = ap A" + A1 ATV ag N+ ag.
Dokaz. Kedze matica A uréuje ¢ vzhladom na kanonicka bazu je

S‘Q(Oé) = (1’171}2,...71‘”)-14_: /\(1?171?2,...71}”).

Vypoéitame ¢ ()

Yla) = (x1,22,...,2,) - P(A) =
= (21,79, ..,2n)  (amA™ + a4y A"V b b @At ao - I,) =
= (21,9, .oy T )A™ + Aoy (21, T2, 2y ) AT L
Far (g, g, .. ,xn)A—l—ao(xl,xg,...,xn)In:
= ap(T1,22,...,2y) A-ATT 1—|—am_1(:1;1,:1;2,...,:1;n)-A-Am_2+...
Far (g, g, .. ,:z:n)A—l—ao(:z:l,xg,...,xn):

= a1, T2, ...,y ) AT ! —|—am_1/\(:1;1,:1;2,...,:Jcn)Am_z—l—
+ - a M, xe, . xy) Fag - (1, T2, .0, Tn) =L
= a A" (1, 20, ) —|—am_1/\m_1(:1;1,:1;2,...,:1;n)—|—
+ o AMar, v, xy) Fao(@r, 12, 2n) =
= (am A" + A1 AT ag ) +ap)(x1,22,. .., Tn).
Vypocéitali sme
Yla) =P\ (21, 22,...,2,) = P(N)a.

Z tohto vztahu vyplyva tvrdenie vety:
1) @(\) je charakteristickd hodnota 4,
2) «a je charakteristicky vektor zobrazenia 1 transformujici sa vlastnou hod-

notou P(N\). O

Désledok 1. Ak ) je charakteristickd hodnota matice A, tak \* je charakteris-
ticka hodnota matice A*.

Désledok 2. Nech A1, A2,..., A\, st vilastné hodnoty matice A (t.j. spektrum
matice), tak /\’f + /\’2C + .4+ /\ﬁ je stopa matice AF,

Priklad 4.15. UvaZujme maticu

1 -1 2
A= -2 0 4
-1 -1 4

z prikladu 4.13. Jej vlastné éisla st Ay = 1, Ay = 2, A3 = 2. Overme, ze A} + A2+ \2
je stopa matice AZ.

1 -1 2 1 -1 2 1 -3 6

A= -2 0 4)-|-2 0 4|=|-6 -2 12
-1 -1 4 -1 -1 4 -3 =3 10
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Vidime, Ze stopa matice 42 je 1 —2 4 10 = 9 a sticet /\% + /\% + /\g =1422422 =
= 14444 =9, teda stopa druhej mocniny matice A sa rovna suctu druhych
mocnin vlastnych ¢isel matice A.

Cvicenia
4.1. Zistite, ktoré z nasledujticich podpriestorov st invariantné priestory zobra-
zenia p : V3(R) — V3(R) dané (vzhladom na kanonickt bazu) maticou

T

Il
=l
N|§ow§

a) S ={(0,2,0); » € R},
b) T= {(1?1751?271?3); 2z1 + a9 — a3 = 0},
C) U = {(xlvovxZ); 1,22 S R}

4.2. N4jdite charakteristické hodnoty, charakteristické vektory (ak existuji)
a jednorozmerné invariantné podpriestory linedrnych transformécii z cvic¢enia 3.3.
Kde je to mo’né prevedte maticu tychto transformacii na diagonalnu formu.

4.3. Néjdite charakteristické hodnoty, charakteristické vektory (ak existuji)
a jednorozmerné invariantné podpriestory linedrnych transformacii priestor V,(R)
danymi nasledujiicimi maticami. Matice st vzhladom na kanonick bazu. Kde je to
mozné prevedte maticu transformacie na diagonalnu formu.

2(53) w(&E ) oD %)

4.4. Nech matica

je maticou linedrnej transformacie ¢ v priestore Va(R). Najdite podmienky, pri
ktorych ma charakteristicky polynom transformaécie ¢

a) realne korene rozne,

b) dvojnasobny koren,

¢) komplexne zdruZené korene.

V ktorych pripadoch ma zobrazenie jednorozmerny invariantny priestor?

4.5. V priestore V3(R) je dana linearna transformacia ¢ (vzhladom na bazu
e; =(1,0,0), e2 = (0,1,0), e5 = (0,0, 1) maticami:

a) maticou z cvidenia 4.1,

1 0 0 2 —1 2 5 6 -3
| o o —-1), of 5 =3 3}, d|-1 0 1
0 —4 0 -1 0 -2 1 2 -1

Néjdite charakteristicky polynom, charakteristické hodnoty, charakteristické vek-
tory a jednorozmerné invariantné podpriestory danej transformacie. Ak transfor-
macia ¢ ma tri linearne nezavislé vektory, néjdite maticu transformacie ¢ v dia-
gonalnom tvare (4.9).
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4.6. Nech P(\) je charakteristicky polyném matice A. Na maticiach z cvicenia
4.2, 4.3 a 4.4 overte ze plati P(A) = 0.

4.7. Nech A je reguldrna matica. Dokézte, Ze vlastné hodnoty matice A™! st
prevratené hodnoty vlastnych hodnot matice A.

4.8. Nech A je $tvorcova matica nad polom reédlnych (komplexnych) éisel. Do-
kazte, ze vlastné hodnoty matice A? st stvorce vlastnych hodnot matice A.

4.9. Nech A, B regularne matice nad polom realnych ¢éisel. Potom matice AB,
BA st si podobné. Dokazte to. Pokuste sa dokazat to len za podmienky, ze A je
regularna matica.

4.10. Je dand linearna transformécia ¢ : Vy(R) — Vi4(R) maticou z prikladu
4.12. Overte, ze pre koren \y = 2 — 1 dostaneme ten isty dvojrozmerny invariantny
podpriestor ako pre koren A3 = 2 + 7, ktory sme nasli v priklade 4.12 a najdite
invariantny podpriestor pre dalsi koren A1 =1 resp. Ao = —1.

§ 5. Ortogonalne a symetrické zobrazenia

Budeme pokracovat vo vysetrovani linearnych transformacii. V euklidovskom
priestore E(R) sa moZzeme pytat, ako tieto transformuji skalarny stéin.

Definicia 5.1. Linearna transformaéacia ¢ : E(R) — FE(R) sa nazyva ortogo-
nalna, ked

pre vietky a8 € E(R) plati: (p(a),¢(8)) = (a, 8),

to jest, ked zachovava skalarny stcin.

Priklad 5.1. Nech transformacia ¢ : V2(R) — V3(R) je dand maticou

10
A=(14)

vzhladom na bazu {mi,n2}, kde m1 = (1,1), 92 = (1,0). Skalarny staéin vektorov
a = (r,s), f = (u,v) definujeme ako obvykle takto: (a,3) = ru + sv. Zistime, éi ¢
Jje ortogonalna transformacia.

Najprv vypoditame siradnice vektora a. Z rovnice (r,s) = x1(1,1) + 22(1,0)
hned vyjde 1 = s, x3 = r — s. Analogicky vypocditame stradnice vektora (3:
y1 =v, Yz =u — v. Stradnice vektora p(a) st

ot = =9 (] ) =s=n

odkial dostaneme ¢(a) = r(1,1) + (s — r)(1,0) = (s,r). Podobne vypodéitame:
©(B) = (v,u). Vidno, Ze (p(a), p(8)) = vs+ru = (o, B). Ide zrejme o ortogonalnu

transformaciu.
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Veta 5.1. Nech ¢ : E(R) — E(R) je ortogonalna transformacia priestoru E(R).
Nech a, 8 € E(R) su lubovolné vektory euklidovského priestoru. Potom plati:

a) ¢ zachovava velkost vektora, t.j. |p(a)| = |a],

b) ¢ zachovava ortogonalitu, t.j. a L3 implikuje o(a)Lle(3),
¢) ¢ zachovava uhol, t.j. L(a,3) = L(e(a),¢(B)),

d) ¢ zachovava vzdialenost, t.j. |a — B| = |p(a) — ¢(3)].

Dokaz priamo vyplyva z definicie 5.1, lebo pojmy velkost, kolmost, uhol, vzdia-

lenost sa definuji pomocou skalarneho stcinu. O
Napr. velkost: |¢(a)| = /[F(@), pl@)) = /@ a) = fal.
Veta 5.2. Nech B = {ey,e3,...,e,} je ortonormalna baza euklidovského pries-

toru E(R). Matica A typu n X n je maticou ortogonalnej linedrnej transformaécie

¢ : E(R) — E(R) vzhladom na bazu B prave vtedy, ked

7

(5.1) > i ajr = by,

k=1
kde 6;; je Kroneckerova delta.

Poznamka 5.1. Kroneckerova delta je definovana nasledovne:

{ 0, ak 1#j,
dij = o
1, ak ¢=17.

Dokaz vety 5.2. 1. Nech €;, e; € B st Iubovolné vektory ortonormélnej bazy.
Nech dalej A je maticou ortogonalnej transformaécie. Potom podla (3.4)

n n

@(si) = ZaikEIm @(Ej) = Zajk - EL.

Kedze €;, e; st vektory ortonorméalnej bazy, podla vety 5.3 a definicie 5.6 kapitoly 2
plati (e;,€;) = d;;. Preto

1 =lei| = (ei,8:) = (p(ei). p(e4)) =

= (a;181 + €282+ -+ Win€n, G161 + ai282 + -+ Ain€p) =

k13 k13
2 2 2 2
:ai1‘|’ai2+"'+ain:§ aik:§ Aik * Qik-
k=1 k=1

Dalej, ak 7 # 7, tak

0= (ei,e1) = (plei),ple))) =

= (aj1€1 + ajn€2 + - + Ainkn, aj1€1 + aj2€2 + -+ AjpEn) =

n
= 01051 + G202 + 0+ QinQjn = g Aik  Qjk-
=1
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Vidime, ze 5.1 plati.
II. Nech naopak A ma vlastnost (5.1). Nech a, 8 € E(R) st lubovolné vektory
=211 + 282 + -+ TpEp,
B =vyie1 + Y22+ - + Ynkn.
Mame

(a,B) = (z161 + 2282 + -+ Tp€p, Y1€1 T Y262+ - + Yn€y) =

7

=Tyt X2Y2 T+ Tnln = inyi,

=1
lebo (&;,€;) = d;;. Podla (2.4) vektor suradnic ¢(a) je
=1 =1 =1

Podobne vektor sturadnic ¢(3) je

3

n n
(y1,92,. .., yn)A = Zyjaﬂ,Zyjajg,..., Yidjn
7=1 j=1

J=1

Tak isto ako (a,3), vypoéitame aj (p(a),¢(3)):

(pla),0(B)) = Zx a1 Zy]ayl +Z$ @iz Zymfr +Zx Qin Zy]a]n =

=1
= Z Z TiYjaiagy + Z Zwiyjaizajz +o Z Zl'iyjainajn =
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
- Zzzx Yy = ZZ lyjz ik =
k=1:1=1 j=1 =1 j=1
k13
= sziyj% = Zl‘iyi = (o, B).
i=1 j=1 i=1

Vidime, ze @ zachovava skalarny saéin, preto je ortogonalnou transformaciou. [

Priklad 5.2. Postup casti II dokazu predchadzajicej vety demonstrujeme na
priestore E(R) dimenzie dva.

(S‘Q( = szazl Zy a1+ Zl’ a2 Zy]ajz =

=1 7=1 =
= (r1a11 + x2a21) - (y1a11 + y2a21) + (:1?16112 + x2a22) - (y1a12 + Y2a22) =

2 2 2
= 21y1a]] + T1Y2011021 + T2Y1021011 + T2Y20a51 + T1Y1a]9 + T1Y2a12022+

+ Ty az2a12 + xzyza§2 = :1:1y1(afl + sz) + x1y2(ar1a21 + a12a22)+
———
1 0
+ x2y1(ar1a21 + a12a22) + $2y2(a§1 + a%z) = 11y1 + 2202 = (o, B).
———

0 1
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Priklad 5.3. V priklade 5.1 sme mali ortogonalnu transformaciu vektorového

priestoru V3(R) dand maticou
1 0
=1 )

ktord evidentne nesplia podmienku (5.1) z vety 5.2. Je to preto, lebo béza v danom
pripade nie je ortonormélna (ani len ortogonalna). Ak prejdeme k ortonormalne;
(kanonickej) béaze

81:(170): (171)+1(170):0771+17727

€2 :(071):1(171)_1(170):1771_17727

vidime, Ze matica prechodu a jej inverzna matica s

(0 1 (11
P—(1 _1> a P _(1 0).

Podla vety 2.4 matica zobrazenia ¢ vzhladom na kanonicki bazu bude

o (0 1N[1 o\/1 1\ _ (1 —1\/1 1\ _ [0 1
s=rae = () (1 00 o)=(0 )G o)=(T0)
ktord uz podmienku (5.1) splia.

Priklad 5.4. Zistime aké st (vetky mozné) ortogonalne zobrazenia v priesto-
re V2(R).
Nech ortogonalne zobrazenie ¢ : Vo(R) — V2(R) je dané vzhladom na kanonick

bazu maticou
A — <G11 G12> ‘
az1 Q22
Potom na zaklade vety 5.2 plati:

2

(5.2) Zaik C Ak = (Sl]

k=1

Pre volbu indexov 7, 7 mame len $tyri mozZnosti: 1 = 7 = 1, alebo 7 = 7 = 2, alebo
i =1,5 =2, aleboi = 2, j = 1. Citatel Tahko preveri, ze uplatnenim prvej z (5.2)
dostaneme (a), uplatnenim druhej (b) a konecéne uplatnenim tretej alebo Stvrtej
mame (c¢). Teda

2 2
(a) ayy +ajy =1,
2 2 _
(b) ay + a3y =1,
(c) aiiaz1 + arzaze = 0.
Zo vzfahu (a) hned vidime, Ze existuje uhol w taky, Ze cosw = a1 a zaroven

sinw = ay2. Mame dve moznosti.



§ 5. Ortogonélne a symetrické zobrazenia 197

Po prvé: ai; # 0. Potom azy # 0. Naozaj, ak by asy = 0, tak z (¢) mame az; = 0,
t.j. druhy riadok matice A by bol nulovy, ¢o odporuje (b). Preto z (¢) vyplyva

ai2 as1
tgw = — = ———.
ajl a2

Odtial dostavame ao; = +sinw agy = £ cosw. Preto pre maticu A mame len dve

moznosti:

—sinw Ccosw sinw — Cosw

A_( COs w sinw) alebo A_(cosw sinw)

Prva matica je maticou transformacie, ktora je otocenim o uhol w.
Skutocne,

(cosw,sinw),

e(er) (1,0)< cosw  sinw

—sinw cosw)

cosw slnw

w(ez) = (0,1) ( (—sinw, cosw),

—sinw COSw

ako to vidime na obrazku:

Y Pre znézornenie transformacie sa vyuziva fakt, ze
vektorovy priestor dvojic realnych ¢éisel Vi(R)
a priestor orientovanych useciek vychadzajacich

—slnw |4 z pociatku sturadnicovej stistavy st izomorfné.
—————————— Miesto vektora (xy,x2) (aritmeticky vektor) je
plez) €2 znazornena orientovana tised-
ka (geometricky vektor) vy-

cosw chadzajica z pociatku sarad-
sin w nic, ktorej koncovy bod ma

stradnice (1, z2).

Druhd matica je maticou symetrie vzhladom na os zvierajicu s osou z uhol 7.
Skutocne,

. (cosw,sinw),
sinw — cosw

(071) (CF)SCU smw)
S111 W — COS W

ako to vidime na obrazku:

w(e1) = (1,0) (COW Sinw>

w(ez) (sinw, — cosw),
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Y
j{l COS W
—_——
1 W
€2 : 2
‘ l ~os symetrie Kedze vektor ¢(e2) je obrazom
1 - 5 . .
St o(er). - w vektora e, podla osi symetrie
la% — : 2 . ., . ,
P zvierajucej s kladnym smerom
_ ' > osi ¥ uhol %, pre velkosti uhlov
0 1. N 1 T , .2 , ,
- s ! znazornenych na obrazku plati:
i — cosw a —I__%, - %"’ B. Preto a = 5,-
p(e2) ! Odtial uz vidiet, ze uhol, ktory
_______________ | zviera vektor ¢(e2) so zapornym
—_— smerom osi y ma tieZ velkost w.
sinw
w

Po druhé: ay; = 0. Potom z (a) vyplyva aj2 = £1 a z (¢) méme agy = 0. Dalej
z (b) dostavame ay; = £1. Ak zvolime a1 = 1, mame dve moZnosti:

1)
A 0 1 _ cos% sin%
-1 0 —sin% cos% ’

A 0 1 _ c9s§ sin% ‘
1 0 sm% —cos%

Prvé moznost znamend otocenie o uhol 7, druhd symetriu vzhladom na os y = .
Ak zvolime ai2 = —1, opdt mame dve moznosti:

1)
A:<0 —1>:< c9sj7” Sin?>7
1 0 —sin =F  —cos °F
3
7.

0 -1 cos 2% sin 37

-1 0 sin 3T —cos 3T /7

2 2

ide o symetriu vzhladom na os y = —x, ktora zviera s osou z uhol %Tﬂ'

Vidiet, Ze vsetky styri pripady pre a;; = 0 st len $pecialnymi pripadmi otoc¢enia
alebo symetrie. Mame teda len dvojaké ortogonalne transformacie v rovine dané

cosw slnw COs w sin w
) a ) .
—sinw cosw sinw —cosw

Vypoéitajme charakteristicky polyném prvej

ide o otoéenie o uhol

2)

maticami

cosw — A sin w

. ‘ :/\2—2c0sw/\—|—cos2w—|—sin2w:/\2—(200sw)/\—|—1.
—sinw  cosw — A

FA) =
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Jeho korene st

A2 =cosw £ Vcos?w —1.

Ak w =042km, kde k € Z, tak A1 » = 1. Ide o otocenie o nulovy uhol, ¢ize identické

zobrazenie, ktorého matica je <(1) (1)> Ak w # 04 2kw, tak existuji komplexne

zdruZzené korene a najmensim invariantnym podpriestorom priestoru Vz(R) je on
sam.
Vypoéitajme charakteristicky polyném druhe;j:

Ccosw — A sin w

FA) =

‘:Az—coszw—sinzw:/\z—l.

Sin w —Ccosw — A
Vidime, zZe charakteristické ¢isla s Ay o = £1. Pre Ay = 1 mame sustavu

(cosw — 1)ay 4 (sinw)xg =0,

(sinw)xy — (cosw + 1)zg = 0.

Mame dve moZnosti. Po prvé, w = 0+ 2kr, kde k € Z. Potom ide o symetriu podla
osi . Nasa ststava ma tvar

0-:1;1—|—0-:1;2:0,
0'1’1—2'1'2:0,

ktorej podpriestor rieseni je {(p,0); p € R}. Vidiet, zZe vlastnym vektorom je kazdy
vektor leziaci na osi x, ¢ize jednorozmerny invariantny podpriestor tvoria vsetky
vektory leZiace na osi .

Po druhé, w # 0 4 2kxn. Potom ak prva rovnicu vynasobime ¢islom sinw, druht
¢islom cosw — 1, dostaneme stistavu

sinw(cosw — 1)ay + (sin® w)xy = 0,

2

sinw(cosw — 1)xy + (1 — cos” w)xg =0,

ktora ma len jedint linearne nezavislii rovnicu a podpriestor rieseni ktorrej je

14+ cosw
{P————np%pER}-

sin w

KedZe matica A je dana vzhladom na kanonickl bazu, tento podpriestor je zaroven
aj invariantnym podpriestorom symetrie. PoloZiac p = sinw, mame charakteristicky
vektor

a = (1+cosw, sinw).
prinaleziaci vlastnému ¢éislu 1.

Pre \y = —1 méame ststavu

(cosw + 1)xy + (sinw)xy =0,

(sinw)xy — (cosax — 1)xg =0.



200 Kapitola 5 LINEARNE ZOBRAZENIA

Znova mame dve moznosti. Po prvé, w = 0+ 2kw, kde k € Z. Opét ide o symetriu
podla osi z. Nasa stistava ma tvar

2.214+0-25 =0,
0-:1;1—|—0-:1;2:0,

ktorej podpriestor rieseni je {(0,p); p € R}. Vidiet, Ze vlastnym vektorom je kazdy
vektor leziaci na osi y, ¢ize jednorozmerny invariantny podpriestor tvoria vsetky
vektory leziace na osi y.

Po druhé, w # 0 4 2kxn. Potom ak prva rovnicu vynasobime ¢islom sinw, druht
¢islom 1 + cosw, dostaneme ststavu

sinw(cosw + 1)z + (sin® w)xy = 0,

2

sinw(cosw + 1)xy + (1 — cos” w)xg =0

Zasa ide len o jedint linearne nezavisla rovnicu. Podpriestor rieseni ststavy je

cosw — 1
{@————np%pER}-

sin w

Podobne ako predtym, tento podpriestor je zaroven aj invariantnym podpriestorom
symetrie. Pre p = sinw, mame charakteristicky vektor

B = (cosw — 1, sinw).

prinaleziaci vlastnému ¢islu —1.
Situaciu ilustrujeme na nasledujicom obrazku.

)
11 p
cos w—1 1—cosw “os symetrie
A\’ e o
. 1 sl 1 2
SINW 4 Qp( ) i
IN———; | —™—— T
~ cos w cosw
-
14+ cosw
»(8)
Vidiet, Ze charakteristicky vektor a = (1 + cosw,sinw) lezi na osi symetrie

a charakteristicky vektor 8 = (cosw—1,sinw) lezi na priamke kolmej na os symetrie.
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Vo vete 5.2 sme dokazali, ze realna matica A typu n xn je maticou ortogonalneho
n

zobrazenia ak je pre nu splnend podmienka (5.1) t.j. > aik - ajr = &;5. Ak si
k=1

uvedomime, 7e v matici AT st riadky matice A stipcami, podmienku (5.1) moZno
preformulovat a plati

Veta 5.3 (iné znenie vety 5.2). Matica A typu n X n je maticou ortogonalnej
transformacie ¢ : E(R) — (R) vzhladom na ortonormaélnu bazu prave vtedy, ked

(5.3) A-AT =1,

Definicia 5.2. Stvorcova matica typu n x n nad nejakym telesom sa nazyva
ortogondalna, ak plati

A-AT =1,

Poznamka 5.2. Z podmienky (5.1) vyplyva, Ze matica A nemd Ziadny riadok
nulovy. KedZe (nenulové) riadky ortogonalnej matice A st navzajom ortogonalne, st
aj linedrne nezévislé a teda A je regularna matica. Dalej hned vidiet, ze AT = A1
atedaaj AT-A =J, t.j. aj AT je ortogonélna. Dalej ak A, B st ortogonalne matice,
tak (A-B)T =BT -AT atak (A-B)-(A-B)T =A-(B-BT)-AT = J,,. To znamena:
sucin ortogonalnych matic je ortogonalna matica. Mnozina vsetkych ortogonélnych
matic (typu n x n) je podpologrupou multiplikativnej grupy regularnych matic. Je
aj jej podgrupou, lebo ak A, B st ortogonalne matice, tak A - B! je ortogonélna.
Naozaj, (AB~1)(AB~1)T = (ABT)(ABT)T = A(BTB)AT = J,,. Citatel si premysli,
7e vzhladom na tento fakt je aj grupa ortogonalnych transformacii podgrupou grupy
regularnych transformacii euklidovského priestoru dimenzie n.

Prejdime k dalsiemu typu transformacie euklidovského priestoru E(R).

Definicia 5.3. Ak pre linearnu transformaciu ¢ : E(R) — FE(R) euklidovského
priestoru plati

pre vietky a,B8 € E(R)  (p(a),B) = (a,»(8)),
tak sa nazyva symetrickou transformdciou.

Priklad 5.5. Nech ¢ : Va(R) — V,(R) je transformécia uréena vzhladom na
bazu {(1,1),(1,0)} maticou
-1 4
(1)

Zistime, ¢1 ¢ je symetricka. V priklade 5.1 sme vypocitali, ze vektor saradnic vektora
a = (r,s),vzhladom na dant bazu je (s,r — s). Podla (2.4) vektor stiradnic vektora

e(a) bude
-1 4
(s,r —s) = (2r — 3s,—r + 5s).
2 -1
Potom ¢(a) = (2r — 3s)(1,1) + (—r + 5s)(1,0) = (r + 25,2r — 3s). Ak zvolime
B = (u,v) analogicky zistime, ze p(8) = (u + 2v,2u — 3v). Poéitajme teda
(p(a),B) = (r +2s)u + (2r — 3s)v = ru + 2su + 2rv — 3sv,
(a,0(B)) = r(u+2v) + s(2u — 3v) = ru + 2rv + 2su — 3sv.

Dostali sme rovnaké vysledky, preto (p(a),3) = (a,(3)). Ide teda o symetricka
transformaciu.
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Veta 5.4. Matica A typu n x n (nad R) je maticou symetrickej transformaécie
¢ : E(R) — E(R) vzhladom na ortonormalnu bazu prave vtedy, ked je symetricka.

Dokaz. Nech A je maticou nejakej transformacie vzhladom na ortonormalnu
bazu {ey,...,e,}. Nech @ = z1e1+ 2962+ F 16, a B =y1e1+y282+ -+ Ynen
st lubovolné vektory priestoru E(R). Vypoéitajme ich obrazy

pla) =zip(er) +e2p(e2) + -+ waplen) =

" " "
=2 E aljsj—l—xg E agjsj—l—---—l—xn E UpjEj =
" "
= g z; g a;;e; = g g Ti0;€5 = g g ria;; | - €.
=1 j3=1 = =1

Analogicky dostaneme

=1 \:i=1
Kedze baza {e1,€3,...,€,} je ortonormalna, t.j. (¢;,€;) = d;j, dostavame
n n n n
(Z l‘iGij) Yjs (o, 0(8)) = Z (Z yﬂh‘j) Ly
=1\ =1 \i=1

Z poslednych dvoch rovnosti vyplyva, ze (p(a),3) = (a,¢(B)) prave vtedy, ked
a” = aﬂ Citatel to hned uvidi, ked si pravi stranu prvej rovnosti prepise na

; ( Z_: zjaji)yi. O
Priklad 5.6. V priklade 5.5 matica A = 5 1
¢ : Va(R) — V2(R) nebola symetrickd. To preto lebo baza {(1,1),(1,0)} nie je

ortonormaélna. Tak ako v priklade 5.3 prejdeme ku kanonickej (ortonormalnej) baze

-1 4 D , .
> symetrickej transformacie

pomocou matice prechodu (a jej inverznej matice) P = < N 1>, a P7! = <1 1> .

1 -1 10
Preto

o= () (e )G e)-(5 )0 0)-( )

Jje matica transformacie ¢ v ortonormalnej baze, ktora je uz symetricka.

Veta 5.5. Nech A je symetricka matica typu n X n nad polom realnych ¢isel.
Potom vsetky jej vlastné ¢isla st realne.

Dékaz. Nech E(R) je euklidovsky priestor dimenzie n. Podla vety 5.4 maticu A
mozeme povazovat za maticu symetrickej transformacie

¢ E(R) > B(R).
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vzhladom na ortonorméalnu bazu.
Dokazeme, ze polynom

FO) = [A =,

ma len realne korene. Predpokladajme nepriamo, ze polyném ma komplexny koren
A =r+si, s # 0. Potom ako v dokaze vety 4.7 zostrojime linearne nezavislé vektory
a, 3 také, Ze plati (4.13), t.].

S‘Q(a) =ro— 367
p(B) =rB + sa.

Potom méame

Odkial
s((a, @) +(8,8)) =0

KedZe s £ 0, a # 0,3 +* 0 poslednd rovnost nemdze nastaf - spor! O

Désledok. Kazda symetricka transformacia ¢ : E(R) — E(R) ma aspon jeden
charakteristicky vektor, t.j. aspon jeden jednorozmerny invariantny podpriestor.

Dokaz. Je to jasné, lebo charakteristicky polynoém ma aspon jeden realny koren
(pozri vetu 4.7). O

Lema 5.1. Nech ¢ : E(R) — E(R) je symetricka transformacia euklidovského
priestoru dimenzie n. Nech « je charakteristicky vektor tejto transformacie prishi-
chajici vlastnej hodnote \. Nech S je mnozina vSetkych vektorov priestoru E(R),
ktoré su ortogonalne k vektoru a. Potom S je podpriestor dimenzie n — 1 inva-
riantny k transformacii .

Dékaz. a) Dokédzeme,ze S CC FE(R). Nech p,v € S. Potom (p + v,a) =
=(p,a)+ (v,a) =0+0=0, ¢éize p + v € S. Podobne sa dokéaze, 7e cu € S, kde
c e R.

b) Ak v E(R) uplatnime ortogonalizaény proces tak, aby a bol prvy vektor
ortogonalnej bazy. {a, az, a3, ..., a,} vidime, Ze S = |[ag, a3,...,a,] a teda
d(S)=n-—1.

¢) Dokazeme, ze S je invariantny podpriestor. Nech g € S, t.j. (a, ) = 0.
Vidiet, Ze ¢(p) € S. Naozaj, (p(p), o) = (p, p(a)) = (g, Aa) = A(p, ) = 0. [

Veta 5.6. Nech ¢ : E(R) — E(R) je symetricka transformécia. Potom existuje
ortonormélna baza priestoru E(R) takd, Ze matica transformécie ¢ vzhladom na
nu ma diagonalny tvar.

Dékaz. Vzhladom na vetu 4.6 sta¢i v E(R) zostrojit ortonormélnu bézu pozos-
tavajucu z vlastnych vektorov. To urobime takto:

Zvolime v E(R) vlastny vektor a, ktory existuje podla dosledku vety 5.5. Potom
aj ap = |3—| je vlastny vektor velkosti jedna.
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Podla lemy 5.1 zostrojime invariantny podpriestor S, v ktorom podla toho istého
dosledku existuje jednotkovy vlastny vektor a; ortogonalny k a. Takto postupu-
jeme dalej az zostrojime bazu {ay, az, ..., a,} navzijom ortogonalnych vlastnych
vektorov velkosti jedna. O

Priklad 5.7. Vo vektorovom priestore V4(R) je dané symetrické zobrazenie ¢
nasledovnou maticou (vzhladom na kanonick bazu, ktora je zrejme ortonorméalna)

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Nédjdeme ortogonélnu bazu priestoru Vy(R) pozostavajicu z invariantnych vekto-
rov. Ak prejdeme na tto bazu, tak podla vety 5.6 matica transformécie bude mat
diagonalny tvar.

Najprv najdeme vlastné ¢isla transformécie. Charakteristicka rovnica je

1-\ 1 1 1
O e e T
1 -1 1=\ -1 ‘
1 -1 =1 1-)\

Ak prvy riadok determinantu odc¢itame od ostatnych a determinant rozvinieme
podla posledného riadku, dostaneme

1— A 1 1 1
2N 2—2A\ 0 0 B
2— A\ 0 2— A 0 o
2— A 0 0 2— A
1 1 1 1— A 1 1
—2-N]2=x 0 0l+E-N|2-x 2-x 0 |=
0 2— A 2— A 0 2— A\
PN (1NN (2AP) = = (A2 (A42) = 0.
Dostali sme charakteristickti rovnicu (A — 2)3(/\ + 2) = 0, ktord méa korene

A1 = =2, A2 = A3 = Ay = 2. Podla (4.5) ststava rovnic pre koren A\; bude

3v1+ wo+ 3+ x4 =0,

1+ 32 — w3 — 14 =0,
r1 — w2 +3r3 — 14 =0,
r1 — w9 — w3+ 314 =0,

ktory upravime na

3r1 +x2 + 23 + 24 =0,
1}1—|—$2:0,
1}1—|—$3:0.
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Vidime, Ze ststava ma len tri linearne nezavislé rovnice. Polozime x1 = p a dosta-
neme podpriestor rieSeni danej stustavy {(p, —p, —p, —p); p € R}. Pre p =1 méame
charakteristicky vektor prislichajici vlastnému ¢islu —2

a=(1,-1,-1,-1).
Pre vlastné ¢islo 2 (trojnésobny koren) mame sistavu

—x1+ 22 + 23 + 24 =0,
1’1—1’2—1’3—1'4:0,
1’1—1’2—1’3—1'4:0,

1’1—1’2—1’3—1'4:0.

Hned vidiet, Ze stistava ma len jednu linearne nezavisli rovnicu. Preto podpriestor
jeho rieseni bude {(p1 + p2 + p3, p1, p2, P3); p1,p2,p3 € R}. Dostaneme tri vektory
prislichajice vlastnému éislu 2.

61 = (1717070)7
62 = (1707170)7
B3 = (1,0,0,1).

Citatel nech sa presveddi o tom, Ze tieto vektory st linedrne nezavislé, ale nie navza-
jom ortogonalne. Na druhej strane, vsetky st ortogonalne k vektoru «. Preto podla
lemy 5.1 generuju invariantny podpriestor 31, 32, 33]. Dalej, nech ¢itatel skontro-
luje, ze vsetky styri vlastné vektory «, 31, 32, 33 s linearne nezavislé a teda tvoria
bazu priestoru Vi (R). Keby sme tito bazu pouZili uz teraz, dostali by sme uz podla
vety 4.6 diagonalnu maticu zobrazenia. My vsak chceme, aby bazu tvorili navzdajom
ortogonalne vlastné vektory, ¢o ma ilustrovat vetu 5.6. Uplatnime preto ortogona-
lizaény proces popisany v paragrafe 5 kapitoly 2 (pozri vetu 5.4) tak, aby vznikla
ortogonalna baza {1y, n2, 73, n4 } pozostavajica z vlastnych vektorov. Zoberme bazu
{a, 81, B2, B3 }. KedZe vektory a a (31 st ortogonalne, mozeme prvy krok ortogona-
liza¢ného procesu vynechat a rovno polozit 1 = «a, 2 = 1 a prikroéit k druhému
kroku: n3 = (2 + 111 + ¢on2. Ponechame na Citatela, aby zistil, ze ¢; = 0, ¢g = —%
a vypoéital n3 = (%, —%, 1,0). V dalsom kroku poloZime ny = fBs+dim +dz2nz+dsns.
Citatel znova zisti, ze d; = 0, dy = —%, ds = —% a vypodita 1y = (%, —%, —%, 1).
KedZe néasobenim vektora nenulovym skaldrom sa zrejme ortogonalita neporusi,
mozeme miesto vektora nz resp. ny vziat jeho dvojnésobok resp. trojnasobok.
Mame tak ortogonalnu bazu

B={1,-1,-1,-1), (1,1,0,0), (1,-1,2,0), (1,—-1,-1,3)}.

Je jednoduché sa uistit, Ze vektory st naozaj navzajom ortogonalne (teda aj linearne
nezavislé), ze vektory ns, ns a teda aj ich nésobky s vlastné vektory zobrazenia ¢.
Podla vety 4.6 matica transformacie vzhladom na bazu B je diagonalna. MdZeme
sa o tom presved¢it aj priamo. Naozaj podla dosledku vety 4.6 matica prechodu
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od kanonickej bazy k baze B je (jej inverznt maticu ¢itatel vypodita ako uZitoéné

cvidenie)
11 1 1
1 -1 -1 =1 1 2 6 12
11 1 1
p—|!t ! 0 p-l_| 71 2 “% ~m
1 0/ =l .1 9 1 _1
1 3 12
Matica transformacie vzhladom na bazu B je
11 1 1
1 -1 -1 -1 1 1 1 1 42 6 12
1 1 0 0 1 1 -1 -1 -7 5 5 —13 ] _
1 -1 2 0 1 -1 1 -1 1 9 1 _ 1|
1 -1 -1 3/ \1 -1 -1 1 h o
-7 0 0 1
11 1 1
-2 2 2 2 4 2 6 12 -2 0 0 0
[ 2 2 00 -5 5 ¢ -1 | [ o200
- 2 =2 4 0 1 9 1 _ 11 0 0 2 0
2 —2 -2 6 i o 00 0 2
-3 0 0 1

Vysledna matica transforméacie vzhladom na ortogondlnu bazu B je diagonélna
matica, na hlavnej diagonale ktorej st vlastné ¢éisla transformaéacie. Ponechame cita-
telovi, aby vykonal prechod na ortonormalnu bazu a urcil maticu prechodu od kano-
nickej bazy priamo k ortonormalnej baze. Aka bude matica transformécie vzhladom
na tito bazu? Citatel iste vie, Ze bude také ista, zatial ¢o matica prechodu bude,
pravdaze, ina.

Cvidenia

5.1 V priestore V5(R) je dana linedrna transformécia ¢ : Va(R) — Va(R). Zistite
priamo (bez pouZitia vety 5.2) ¢ ide o ortogonalnu transformaciu.

a) pler) = e, plez) = —ey,
b)  ¢gler) = —e1, wler) = e,
c) ¢ler) =—e1, pler) = —eo,

d) 99(61) = €2, 99(62) = €1,
kde {e1, e2} je kanonicka béaza priestoru Va(R).

5.2 V priestore V5(R) je dana baza m = (3,2), 52 = (1,1). Rozhodnite, ¢
linearne transformacie dané maticami su ortogonalne transformacie.

a_[V3-2 SVARSE g_ (81
=\, s ) =lo 35/

2

5.3 V priestore V5(R) je dana baza m = (3,2), 12 = (1,1). Rozhodnite, ¢
linearne transformacie dané maticami st symetrické transformacie.

—4 21 3 1
A_<—1 7)’ B_<2 5)'
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5.4 V priestore V5(R) je dana linedrna transformécia ¢ : Va(R) — Va(R). Zistite
¢1 ide o symetrickl transformaciu.

a) ¢((z,y)) = (z + 3y, 5z + 2y),
b) w((z,y)) = (z + 2y, 3z + 4y).

5.5 Vo vektorovom priestore V3(R) st dané symetrické transformécie nasledov-
nymi maticami (vzhladom na kanonickt bazu). Pre kaZzdd z nich najdite ortonor-
malnu bazu pozostavajicu z invariantnych vektorov, maticu prechodu k tejto baze,
ako aj diagonélnu maticu transformacie vzhladom na tiito bazu.

1 3 0 1 2 -1 1 0 -1
A=(3 -2 -1, B=| 2 1 -2, ¢c=| 02 o},
0 -1 1 -1 -2 1 -1 0 1
1 -3 -1 14 -2 4 00 1
D=(-3 1 1|, E=|-2 17 2|, F=[0 10
-1 1 5 4 2 14 1 0 0

Ndvod. Matica E mé charakteristicky polyném —A3 + 45\% — 648\ 4 2916, ktory
ma korene Ay =9, Ay = A3 = 18.
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